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Analisi m atem atica. —  Soluzioni periodiche delVequazione di 
N avier-Stokes n . Nota di Giovanni P rouse, presentata °  dal Cor- 
risp. L. A merio.

Nella presente N ota dim ostrerem o che l’equazione di N avier-S tokes 
non omogenea, con term ine noto periodico di periodo T, am m ette almeno 
una soluzione L 2 (Q)-periodica, Q essendo un insieme aperto e lim itato  di

== (x z , • • •, xp).
Viene così esteso un risu lta to  di Prodi [i] nel quale si dim ostrava re s i­

stenza di una soluzione periodica nel caso bidimensionale, facendo uso di un 
teorem a di dipendenza continua debole, d im ostrato per tale caso, e del teo­
rem a sul punto  unito  di Tychonov.

Il m etodo chè seguiremo consiste nel far vedere che i sistemi differenziali 
che, secondo il procedim ento di H opf [2], forniscono soluzioni approssim ate 
dell’equazione di N avier-S tokes, am m ettono almeno una soluzione periodica ; 
la successione di tali soluzioni converge poi debolm ente verso una soluzione, 
pure periodica, deH’equazione di N avier-S tokes.

Sia 0c (£ì) la varietà dei vettori (a p  componenti) indefinitam ente diffe­
renziabili, a divergenza nulla ed a supporto com patto in Q. Indicherem o con 
N ed N 1 rispettivam ente  le chiusure di 01 (Q) in L 2 (Q) =  L 2 ed in H* (£2) =  H * .

Sia w z ,\w2 , • • •, w n , • • • una base in N 1, costitu ita da funzioni e 01 (Q)

e sia una successione, da essa dedotta , di funzioni ortogonali e norm a te, 
con p rodotto  scalare definito in L 2.

Secondo i l  procedimento d i H o p f ’, diremo che la funzione un (t) =  ^  t)k (f)
k—i

è una soluzione approssimata dell'equazione d i N avier-Stokes, con termine noto 

g  (t), se i coefficienti r\k (t) soddisfano a l sistema differenziale
n n

( 0  f\k(t) +  2  c‘k Vi (f) +  2  hjk V» (t) ry (t) =  yk (t ) (k =  i , • • •, n)
i = i

dove si è posto

(2) ** =  Ofc, <h)H' - bijk - b b  ,<!*) =  / 2  tir> - N  W  d x ,° ./ 1 OXr
Q

Y* (0  =  (g (f) .

essendo <Jip  (r — I , • • • , / )  le componenti del vettore

(*) Is titu to  M atem atico del Politecnico di Milano. G ruppo di ricerca n. 12 del Gomi­
tato  per la M atem atica del C.N.R. per l’anno accademico 1963-64. D uran te  lo svolgimento 
di questo lavoro, l’autore ha usufruito di una borsa di studio del C.N.R.

(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963̂ .
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I coefficienti cik , bijk godono delle seguenti proprietà, facilm ente deduci­
bili dalla loro definizione :

n n

(3) 2  Cij h  Xy >  a 2  X,- (a >  o) ,
i,j= I i— I

(4} bijk :=- bikj •

Come è noto (cfr. per esempio [2], [3]), il problem a di Cauchy per il si­
stem a (1) am m ette una ed una sola soluzione, qualora le funzioni yk (t) siano 
localm ente sommabili.

M oltiplichiam o le (1) rispettivam ente per vp (0 , • • - , v\n (f) e sommiamo ;
— n ^

posto gn (f) =  2  Yk (0  e, di conseguenza :
k=1

(5) %n (0
n

2  'nUf) in  0912 =  2  r i  09k—i

si ottiene, tenendo presente le (3), (4) :

(6) J - A - \ Un (t) |* +  OCfA | Un (t) I2 <  I Un (f) | | g„ (t)

ossia anche :

(7) I un (f) | +  ocp. j Un (t) I <  I g n (t)

D alla (7) si deduce :

(8) | Un (t) I <  e~ Un(o) | +  ea^ \ g n (r) \dT

Siano qra (f) , v)^ (t) due soluzioni, corrispondenti al medesimo term ine noto 

g\n (0  5 posto 0  (t) =  y $  (0  —  (/)) le funzioni’0 ( 0  soddisferanno il sistem a

(9) 0  (0 +  ^ 2  cik (0 +  2  bijk [0 (0 (0 +  (0 (0] =  0i= I i,j=i

(k =  I

M oltiplichiam o le (9) rispettivam ente per (t) , ■ ■ ■, (*) e sommiamo ; si
o ttiene allora la relazione, analoga alla (6) :

0 ° )  ~  ~~j7 | W* (?) |2 +  | Wn (?) |2 +  2  hjk tf? (t)Xi (t) Kk (t) <  O
 ̂ 0,1 lj,k=l

W n  (?) =  2  ^  09 0* •k=x

avendó posto

0 0
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Si ha d ’a ltra  parte , per t e  [o , T] :

( 12) 2  h i t  'n f  0) & 09 ^  (t)
i , j , k =  I

<

<1 n  m ax | bijk | m ax | u f  (/) | 2  I & 00 | | ^  00
t , j ,k=z,’’’,n ì,k—i

<  ri2 m ax | bijk | m ax | u {f  (f) | ^  Xfk (t) =  (3 | w n (t) \
o < / <  T ^ = i

In troducendo la (12) nella (io ) e dividendo per \ wn (t ) \ ,  si o ttien e :

—̂ j
(13) 4 l w" ( 0 l <  —

I ™n {t) J t , j , k =  I

<  (P —  a(x) | ze>„ (*) | .

R isu lta  allora, sem pre per t e  [o , T] :

(l4 ) | Wn (t) | <  | Wn (0 ) |

supponiamo che i l  vettore g  (f) sia periodico d i  periodo T, esiste una  
n -u p la  d i fu n z io n i r\k (f)ì soluzioni del sistema (1), pure periodiche, con periodo T. 

Consideriam o in fa tti la trasform azione S definita dalla relazione

(15) S 0?o) =  Un (T)

dove u„ (f) è la soluzione del sistem a ( i)  soddisfacente alla condizione iniziale

U n ( O )  = f  * 0  •

D alla (14) si deduce:

(16) | S f w )  —  S | =  | Wn (T) | <  | — 42) | é>(P-«M0T

e quindi la trasform azione S è continua (ciò che, del resto, è ben noto).
Per la (8) è d ’a ltra  parte  :

(17) | Un (T) | <  e~•ajxT +  / | g n (t) \d t <, | z0 | e~avrc +  Il g  09 ||L.<*

da cui segue; che la trasform azione S m u ta  ogni sfera dello spazio euclideo 3W,
T

con centro nell’òrigine e raggio R  >  (1 — e~~a^T)—̂ \ \g( t ) \ f2dt  in sé.
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Dal teorem a del pun to  un ito  si deduce allora im m ediatam ente resistenza

di almeno una soluzione vn (t), periodica di periodo T. Per tale soluzione vale 
la relazione

t

( l8 ) K ( 0 I  < ( 1  — ^ T)-^ f \ \ g ( t ) \ \ L2dt  =  M .
o

D imostriamo ora {sempre nell'ipotesi che g  (/) sia periodica d i periodo T)

che dalla successione {vn (f) } d ì  soly,zioni approssimate periodiche può  estrarsi 
una sottosuccessione convergente debolmente in L 2, per ogni t, verso una soluzione

\j--periodica v (t) delVequazione d i N avier-Stokes.
Osserviam o an z itu tto  che dalle (1) e (2) si deduce facilm ente la relazione :

(un 00 ) 0^)L2 +  r  (Un (f) , +  b ( fn f )  , Un (t) , ^ )  =  (gn (/) , <^)l2
da cui segue :

C1 9) T ~dt 11 Un (̂ ) I II2 +  ̂11 Mn (0 I\ho = (gn (t) 1 Un 00)L2 •
R isulta perciò:

T

P / \\vn (y\) | | h I I  v„{o) ||b  — — IlVn (T) ||l» +

(20) ^
+  J  ( g n  ( r i)  > V n ( * ^ ) ) l 2 ^ f\ M 2 - f -  M  j \\ g n  ( Yl)  | | L 2 ^  •

In  v irtù  della (20), la successione [vn (if)} è lim ita ta  in I f  (O , T  ; li!) ed 
è quindi possibile estra rre  da essa una sottosuccessione (che indicheremo

ancora con {vn (t)}) debolm ente convergente in 1 /  (O , T ; H,‘) verso una

funzionb v (f), tale cioè che risulti:

(21) lim * v„ (f) =  v ( /) .
T.2(0.T:H,i)ì

— . . .

Le v n (t) sono d ’altra  parte  funzioni periodiche di periodo T  e la (21) vale 
quindi sostituendo alPintervallo [O , T] un qualsiasi intervallo [kT  , (k -j- 1) T] 
(k =  o , it  i, • f •); he seguje, d e f to ^ u n  qualsiasi intervallo G J ^  (“ oo , -)- 00):

—>• —>■
(22) lim  * Vn (t) =  v (/) .

Poiché, per la (18), si ha, pèr ogrd t ] \v„(t jJ =  |j %-(^)||£2 <  M, possiamo 
ora applicare il procedim ento dato  da H opf per dim ostrare il teorem a di



GIOVANNI P rouse, Soluzioni periodiche delVequazione, ecc. 447

esistenza per le soluzioni dell’equazione di N avier-S tokes ; si dim ostra così 
che risulta, per ogni t :

(23) lim *  Vn (t) =  v (t)
n —> 0 0  L2

e che la funzione lim ite z; (t) è una soluzione dell’equazione di N avier-S tokes, 
cioè soddisfa l ’equazione

!  { f* 0  09 - h  (0) H;  —  0  00 , t i  99) L* +  b (v (t) , V ( t ) , h  ( /))  } d t  =

j

=  I  ( g  (f) >h  d ììi?  d t
J

—>■
per ogni funzione A (^) a supporto  com patto, N x-co n tin u a  e con #  (/) € Lfoc
(— cx> , 00 ; N).

—

Poiché le vn (t) sono periodiche di periodo T, dalla (23) si deduce che la 

soluzione v (t) è periodica di periodo T. Il teorem a è perciò dim ostrato.
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