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A. A n d r e q t t i  ed E. VesenTINI, Disuguaglianze di Carleman, ecc. A3!

N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

M atem atica. — Disuguaglianze di Carleman sopra una varietà 
complessa. Nota di A l d o  A n d r e o t t i  e E d o a r d o  V e s e n t i n i  (#), pre­
sentata (* (**)#) dal Corrisp. G. Z a p p a .

Sia P (x , D) un operatore differenziale a coefficienti C°°, definito su un 
aperto CI di RA Supponiam o che per ogni funzione u, di classe C°° su Q e 
tale che P (x , D) u abbia supporto com patto  in Cì, valga una disuguaglianza 
del tipo

per ogni t  >  t g , p  essendo una funzione positiva di classe C°° su Q, e c una 
costante positiva. Segue da tale disuguaglianza -  in v irtù  della presenza del 
fa tto re  peso ex* -  che, sul supporto  di u , p  non supera il massimo di p  sul 
supporto di P (x , D) u.

M uovendo da u n ’osservazione di questo tipo -  che, nella form a indicata, 
risale a T . Carlem an [5, 7] ~ abbiam o o ttenu to  un criterio generale per l’annu l­
lam ento della cpomologia a supporti com patti, a valori in un fascio analitico 
localm ente libero sopra una varie tà  complessa.

A bbiam o esposto tale criterio, insieme ad alcune applicazioni alle varietà 
^-com plete, ^-convesse e ^-concave, nelle nostre lezioni al Corso C .I.M .E . sulle 
« Funzioni e varie tà  complesse », tenuto  a V arenna nel luglio 1963. I dettagli 
d im ostrativ i appariranno  in un lavoro attualm en te  in corso di redazione. Nella 
presente N ota  enunciam o, senza dim ostrazione, alcuni dei risu lta ti o ttenu ti.

1. C r i t e r i o  d ’a n n u l la m e n t o  d e l l a  c o o m o lo g ia  a  s u p p o r t i  c o m p a tt i .  -
Sia dato* sopra u n a  varie tà  complessa (paracom patta) X un fibrato v e tto ­
riale olomorfo E. Sia (E) il fascio dei germ i delle r—forme olomorfe a va­
lori in E. U na m etrica sulle fibre di E è ind iv iduata da un p rodotto  scalare 
herm itiano h (v , w), definito positivo, operante sulle coppie di elem enti v , w  
appartenen ti alla stessa fibra E* di E, e dipendente in modo C°° dal punto  
x  ^ X. Fissiamo una m etrica h — h (v 1w) sulle fibre di E ed una m etrica 
herm itianà com pleta in X. È noto [3, 4] che, se E è W r’̂ —ellittico rispetto  
alle m etriche fissate, l’applicazione natu ra le

della coomologia a supporti com patti nella coomologia a supporti chiusi, è 
l’applicazione m ulla.

(*) Supported in part by AF-EOAR Grant 63-29.
(**) Nella seduta del 9 novembre 1063.

Q Q

H*(X , Q*- (E)) H ' (X , QT (E))
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Sia p  : X -> R una funzione C°° su X, e sia t  =  t  (f) una funzione C°° 
non decrescente e convessa su R. Il prodotto  herm itiano ex^  h (v ,w )  defi­
nisce una nuova m etrica sulle fibre di E. Sia 3)r,f (X , E) lo spazio vettoriale 
complesso delle (r , s)-forme C°° a valori in E ed a supporto com patto in X.

T e o r e m a . -  Sia  E W r,J-ellittico rispetto ad una metrica hermitiahà com­
pleta in  X e rispetto alla metrica ex ip) h (v  ,w ) sulle fibre d i E, con lo stesso coef­
ficiente di ^Nr's-ellitticità per ogni scelta della funzione reale, C°°, convessa e 
non decrescente T =  T (f) (t € R). In  tale ipotesi, per ogni form a  9 G %)r,s (X , E) 
tale che ccp =  o, e per ogni z >  o, esiste una (r , s — i)-form a  C°° , a 
valori in E, tale che

^ cp =  ? ^

Supp <]; C {x  e X | p (x) <  Sup p  +  z ] .
Supp cp

Se inoltre i) la funzione p  è tale che, per ogni c e  R, l’insieme {x e X | 
p (x) <  c} è re la tivam ente com patto  in X, dal teorem a precedente segue che

H i (X , Or (E)) =  o.

Infine, nelle stesse ipotesi, l’im magine di ^ f ,s (X , E) nell’applicazione 3 :
(X , E )->  <S)r,s+1 (X , E) è un sottospazio chiuso dello spazio 3)r,s+1 (X , E), 

m unito della topologia di L. Schwartz, sicché H^+I (X , Qr (E)) è do tato  di una 
s tru ttu ra  di spazio separato.

2. C o n d iz io n i  s u f f i c i e n t i  p e r  l a  W - e l l i t t i c i t à .  -  Sia © il fibrato 
olomorfo tangente a X. F issate la m etrica com pleta in X e la m etrica sulle 
fibre di E, introduciam o l’operatore di Laplace Beltram i [J : c$ f,s (X , E)-> 

(X , E) (cfr. ad esempio [3, 4, 6]) e l’operatore di derivazione cova­
rian te  V : 3) (X , E) —> (X , E ® 0) definito dalle connessioni associate
alla m etrica herm itiana sulle fibre di E, alla m etrica herm itiana in X ed 
alla m etrica riem anniana soggiacente a quest’ultim a. Le curvatu re di queste 
connessioni perm ettono di definire un operatore herm itiano x : <£>r,s (X , 'E )->  
~^cS)r,s (X , E), che è sta to  in trodo tto  per la prim a volta da K. K odaira in [8]. 
Sia infine (cp , <]/) il p rodo tto  scalare herm itiano definito in <$>r,s (X , E) dalle 
m etriche indicate, e sia || <p || =  (<p , cp)1/2 la norm a corrispondente.

Per ogni 9 G <S)r’s (X , E) (x >  o) vale la disuguaglianza

Il V9 ||2 +  s (x9 , 9 )  <  ( D 9 ,9) .

Se è possibile scegliere la m etrica com pleta in X e la m etrica sulle fibre 
di E in guisa che esista una costante positiva c tale che per ogni 9 G 3>r,J (X , E) 
risulti

( x c p  , < p )  >  c II 9  l i2 ,

dalla disuguaglianza precedente segue che

* c II 9  | |2 <  ( □ ?  , <P) 

per ogni 9 G %r,s (X , E), onde E è Wr’L ellittico.
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3. T e o r e m i d ’a n n u l la m e n t o  s u l l e  v a r i e t à  ^ -c o m p le te .  -  Q ualora X 
sia una varie tà  ^ -com pleta  (1 <C q <C n)ì possiamo supporre che la funzione 
p  soddisfacente alle ipotesi del teorem a ed alla condizione i) del n. 1, sia 
fortem ente ^-pseudocon vessa in X. In  tal caso si d im ostra che, qualunque 
sia il fibrato olomorfo E, si può scegliere la m etrica com pleta in X e la 
m etrica k  =  h (v ,w )  sulle fibre di E* in guisa che E sia W"’'-e llittico  per 
r — o } 1 , • • •'", n — dim e X, e s ~>q, rispetto  alla m etrica e~x^  h (v , w ) 9 
qualunque sia la funzione C°°, convessa e non decrescente t  =  t  (f) (t e R ),  
con coefficiente di W —ellittic ità  indipendente da t .  Passando al fibrato  duale 
E*, scegliendo sulle fibre di q u est’ultim o la m etrica ex^ - fA~ 1 (v , w ) 9 ed 
applicando i risu lta ti del n. 1, si ottiene il

TEOREMA. -  Sulla varietà q—completa X, di dimensione complessa n, i 
gruppi di coomologia H£(X , W) a supporti compatti ed a valori in un qualsiasi 
fascio analitico localmente libero cf, sono nulli per s <  n —  q. Inoltre 
H« ^+I (X , cF) ha una struttura di spazio separato.

4. T e o r e m i d i  f i n i t e z z a  s u l l e  v a r i e t à  ^ - c o n v e s s e  e  ^ -c o n c a v e .  -  
Il teorem a precedente è s ta to  o ttenu to , con tu t t ’altro  m etodo, in [2], come con­
seguenza di un teorem a di finitezza di certi gruppi di coomologia su X , a va­
lori in D ’a ltra  parte , applicando i risu lta ti dei num eri precedenti ad op­
portune famiglie di so tto  varie tà  ^-com plete di X, ed utilizzando un classico 
teorem a di L. Schw artz [9], è possibile rio ttenere i teorem i di finitezza citati, 
m ostrando precisam ente che

T e o r e m à . — Sia  X una varietà complessa, di dimensione complessa n 9 
fortemente

a) q—pseudoconvessa9

b) q-pseudoconcava,

e sia $ un faccio analitico localmente libero su X. Risulta

dime. FP (X , <  +  00

per s ~>q nel!ipotesi a, 

per s <^n —  q nel!ipotesi b (l).

Il fa tto  che la nostra  dim ostrazione utilizzi sistem aticam ente la coomo­
logia a supporti com patti perm ette  di evitare il ricorso al teorem a di appros­
simazione, che è invece uno dei p u n ti essenziali della dim ostrazione di [2]. 
Inoltre, per le varie tà  ^-concave, m ostriam o che lo spazio ¥ C ~ q (X , T )  

ha la topologia di uno spazio di F réchet (separato).

(1) Questa teorema è stato ottenuto in [2] nel caso più generale in cui X è uno spazio 
(e non necessariamente una varietà) ^-completo, ed ^ è un qualsiasi fascio analitico coe­
rente su X. Seguendo i metodi sviluppati in [4] è tuttavia possibile trasportare i nostri risul­
tati, relativi ai fasci analitici localmente liberi su una varietà complessa, agli spazi com­
plessi ed ai fasci analitici coerenti.

29. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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