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Gasdinamica. -— Nuova determinazione della fotoionizzazione 
a monte di un onda d’urto intensa. N ota(*} di C a r lo  F e r r a r i  e Josep h  
H. C la r k e , presentata (*#) dal Socio C. F e r r a r i .

Introduzione. -  Applichiam o le equazioni generali indicate nella N ota  
precedente in questi « R endiconti » [2] alla determ inazione deH’effetto ioniz
zante delle radiazioni a m onte di u n ’onda d ’urto  re tta  stazionaria di forte 
in tensità , nelle condizioni e colle ipotesi già considerate in [1] per lo studio 
dello stesso problem a : precisam ente, am m ettiam o che

i° a m onte del fronte d ’u rto  il gas sia sufficientemente ra refa tto , ed 
il grado di ionizzazione oc abbastanza piccolo perché la ricombinazione per col
lisione possa essere trascu ra ta  rispetto  a quella indotta dalle riadiazioni (il 
che com porta che i tem pi caratteristic i, indicati in [1] e [2] con Trn C COn ^nc 
soddisfino alla disuguaglianza t nr ;

2° la tem peratu ra  delle radiazioni T r (come definita in [1] e [2]) nella 
regione sopra ind icata  sia m olto più grande della tem peratu ra T  del gas, così 
che la ionizzazione per collisione sia trascurabile rispetto  a quella dovuta 
alle radiazioni;

30 d e tta  tem peratu ra  TV in corrispondenza del fronte d ’onda sia da 
considerare come nota, uguale al valore della tem peratu ra  del gas, dietro 
all’onda, in condizioni di equilibio termodinamico;

40 si suppone infine che sia oc 1 ; che la velocità u  del fluido, 
re la tiva a un sistem a di assi solidale al fronte d ’onda, essendo l’asse x  orien ta to  
nel senso del flusso relativo all’onda, si possa considerare, a m onte di questa, 
costante e uguale alla velocità u x di propagazione dell’onda nel fluido in quiete ; 
e che densità p , pressione p, e T  abbiano a m onte dell’u rto  variazioni abba
stanza piccole perché de tte  variazioni possano essere trascurate.

1. In te g r a le  primo d e l l ’equazione di tra sp orto  d e l l ’en erg ia  
RAGGIANTE. -  Sia O* la funzione di Tr definita in [2] e d a ta  dalla

(I) <b* =  (Ty/Tro) $  (TrJT}) exp

essendo Ty la tem p era tu ra  ca ratteris tica  di ionizzazione; T ro là tem pera
tu ra  di riferim ento delle radiazioni, che assumiamo uguale al valore di T r 
sul fronte d ’onda ;

Sr (X) =  X (1 +  5 X +  20 X2 +  60 X3 +  120 X4 +  120 X5).

(*) Questo lavoro è s ta to  fa tto  sotto  il patrocinio della « Advanced Research Projects 
Agency -  Ballistic Missile Defense Office (Fluids D ynam ics Branch dello “ Office of N aval 
R esea rch ” U. S. N avy), ed  ̂ in parte  dello “ A pplied Physics L a b o ra to ry ” della “ Johns 
Hopkins U niversity  ” C ontract NOW  62-0604-0 col Bureau of N aval W eapons»).

(**) Nella seduta del 14 dicem bre 1963.

28. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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Nelle condizioni specificate nella introduzione, le condizioni al contorno per 
oc e O* risultano

per x- ■ 00 , a =  o ; d m  d T r
dx dx

(2)

rp 2

per * =  o , O* =  (<D*)t = T =  (€>*)0 = 1  +  5 -N - +  20 +
t ;

p̂3 3̂ 4 "p5
\ r ro , ro . * ro+  6 o x ^ r  +  i2 o -—- +  120 •

T)

L ’equazione di continuità degli ioni (eq. (21) di [2]) assume ora la forma

d(3 ) ^ (p * a « ) =  (/3/l>) A  j -B o d  p^(T0/T)^ +  (I - a)(T,/TVo) p* x

T ,
X exp (T//TVJ ( 1

Tr

dove / 3 è la lunghezza caratteristica del trasporto  di energia raggiante definita 
dalla (23) di [2], e B e t ?v sono pure definite dalle (22) e (23) di [2]. Conse
guentem ente Y equazione di trasporto della energia raggiante (eq. (24) di [2] 
può essere sc ritta  so tto  la form a

(4) 3 +  (p* =  (L L v) h  2 4 X 3 - 1 3 + __1_____ _ m
p* (1 ■—■ oc) dx

essendo ancora (come in [2]) p* =  — e pG la densità di riferim ento, che as-
- P°

sum iam o ora uguale alla densità del gas all’infinito a m onte.
Deduciam o perciò subito Yintegrale primo dell'equazione di trasporto della 

energia raggiante

(5) P* ““ =  [ x t ) f 3- 2 4  x  3 - 1  p* (I1-  O C )  i  +  C O S t a n t e  •

Nel problem a ora in esame, p e r le  condizioni al contorno sopra date, la costante 
è da porsi uguale a zero, m entre per le ipotesi fa tte  nella introduzione possiamo 
trascrivere la (5) nella form a

( 5  ) — (J3/T/>) I3 2 4 X 3 1

2. Leggi di variazione d e l la  tem peratura d e l le  radiazoni e d e l  
grado D i IONIZZAZIONE A MONTE d e l l ’onda. -  D ’altra  parte, per le ipotesi 
sopra ricordate, la eq. (24) di [2], si riduce alle

w  T F 1 =  T F  I ■ *T (T 'W ) “ p [(Ty/T,„) (. - T . „ / r , ) ] j  -o '
C X / T , 1

=  3 X 2-4/3 ° ( T r l T r o) exp (T //T O  1 T,
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Poniam o

( 7)

R isulta

X *  =  f  -, /(<&*) =  exp
*3 Lrn (T ,/T O  i

/(<*>*)
< J> *

T r
I ~F 5 "TfT-

T ,
+  2 0 -----

T 3
4- 60 —

'T'4
-f  120----- ^  T *_[_ X 2 0 -----rp2

7 V. 7 Ti

ed i diagram m i che dànno la legge di variazione di Z — /  (®*) con ®* per 
diversi valori di (TrofTj) sono dati nella fig. i : appare che per un intervallo  
abbastanza esteso dei valori di (TV/T,) è m olto approssim ativam ente

(8) /  (®*) =  cost. <D* =  a ®* ^  ®*/<D* .

Tj = 182000 °k

Fig. i. -  Legge di variazione di /(<£*) con <I>* per differenti valori 
di T r J T j  (in Argon).

D alla (6)' deduciam o
d2 <t>*

(9 ) 3 X 2- V  (<D*) 

che in teg ra ta  dà, tenu te  presenti le condizioni al contorno,
<E>*

( 10) » ./_ / d m
X* =  3~ l/s 2 3/2

<  °
J / m d m

l/2

L a (io) definisce la legge di variazione della TV con a;* ; dalla (5') rica
viamo poi

(IO OLUx h ^—1/2 25/s /(®*)tìf®*
1/2

che insieme colla (io ) dà la legge di variazione della a con at*.
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Assum endo per / ( $ * )  l’espressione approssim ata (8) risulta

<D* fa1/231/2 \ / 31/2
5=5 exp (— r -  x ) - exp ( l i p -  *

(1 2 ) { CCU, =  ( / 3/TjV) 3 “ ^  X 4  « I/2 eXP ( a l/^ 3l/a X * j :

Posto

CI3)

=  0-ihir)  3~ l/2 x 4 exp

ac _  (a)*«=0 ( ^  )■

4
31/2 x*
4 o * I/2, ^ o

4 O *1/2
3̂ °

la seconda delle (12) dà

1.0
2c_
Tr

0.5

Ti =182 000 UK L = 0,198 cm'n<* n=1 (per ̂ 4= 0,1 ) T)
v Tj !

\ n=3 (per^  = Q07) I^-=0.1 I = 0,656; ^  = 1,068988- 10® cm./sec

\

T (’ Tir

f - a l
a e

1 1. *c '

Tr J
^ = ° .° 7
J 1U c :

r ir= 27,8257x10* see.;Mì=33.1

u c = 5,1-10 ; xc = 10,7 cm.
-4

Z lr = 12,258*10 see. M-,= 11,03 
* e = 0,0234 

Ti =Q05 ] Ur3,55824x10scm/sec 
<*c = 5,1-10'm; xc = 4,22cm

¥  = 005
Tr ^ ----------- y°=0,07
° =0,1 Tj

0 1 2 3 4 -x 5 cm
Fig. 2, -  Legge di variazione della tem peratura della radiazione e del grado di ionizzazione 

colla distanza a m onte del fronte d ’onda (in Argon).

(H ) a  =  aDe x p ^ - ^ j

che è form alm ente identica a quella o tten u ta  in [i] ; dal pun to  di v ista qu an 
tita tiv o  la differenza consiste nel fa tto  che il percorso libero medio delle rad ia
zioni appare ora incrementato, rispetto  a quello ricavato  in [i] nel rapporto  

4 <D*i/2
da uno a — —*. Nelle figg. 2 e 5 sono rip o rta te  le leggi di variazione di

(Tr/Tro) e di a con x  ricavate dalla (io ) e ( n )  per i seguenti casi.
Nel prim o esempio, corrispondente a gas Argon , per il quale la tem pera

tu ra  ca ratteris tica  di ionizzazione Ty è T y =  182.000° K, abbiam o preso,
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X y

come in [1], -=A- = 0 ,1  ; p  =  io ~ 3X 1,013 bar; T = 3 0 0 °K . Dalle equazioni del-

l’u rto  re tto , in condizioni di equilibrio term odinam ico, è risu ltato  ^ = 1 ,0 7 5  X 
X io6 cm/sec, e m entre dalla equazione di Saha appare che il valore di 

a in condizioni di equilibrio term odinam ico, e per T  — TV , è at =  0,665 
dalla (13) risu lta  che il valore di oc in corrispondenza del fronte di onda è 
oc0 =  0,205. Il num ero di M ach M x corrispondente alla velocità u x dell’onda 
è poi M x =  33,3, m en tre  la lunghezza caratteristica  l 3 risu lta l 3 — 0,198 cm.

Si deduce ora che la d istanza dal fronte d ’onda a cui il grado di ionizza
zione si riduce al valore critico oc* dell’ordine di io~  10 (e precisam ente occ =  
— 5,032 X i o ~ IO) è x c =  10,714 cm, m entre in [1] per oc* =  3,72 X io~  10

Fig. 3. — Legge di variazione del grado di ionizzazione (in corrispondenza del fronte d ’onda) 
colla in tepsità dell’urto  (rappresentata  dalla tem peratura delle radiazioni sul fronte d ’onda)

(in Argon).

era sta to  ricavato  x c — 3,84 cm, di guisa che appare ben chiaram ente, come 
pure essendo i risu lta ti ora ricavati qualita tivam ente identici a quelli o tten u ti 
in [1], l ’effetto ionizzante delle radiazioni a m onte dell’onda è ora alquanto  
più grande.

I calcoli sono s ta ti fa tti, sem pre per argon, anche per i valori di TVo/T;- 
uguali a 0,07 e a 0,05 ; i risu lta ti sono rip o rta ti nelle stessa figura (2), m entre 
nelle figure (3) e (4) sono indicati i valori di aQ e di x c in funzione di T ro/T /: 
appare che m entre oc* diminuisce fortemente col diminuire di TV0/TV, la dim inu
zione di Xc è molto meno rapida : nei due casi estrem i qui considerati, m entre 
aQ passa dal valore 0,205 al valore 1,18 X io - 6 , scende so ltan to  da 10,71 cm 
a 4,22 cm.
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Nel secondo esempio si è considerato l ’effetto ionizzante delle radiazioni 
nel gas elio, per il quale è Ty =  285.000° K ; assum endo ancora p  =  10-3 x  
X 1,013 b a r ; T 0 =  300° K, M , =  3 3 >b5> si e ricavato  per T,-o (assunto sem
pre uguale al valore della tem peratu ra  a m onte dell’u rto  e in condizioni di

0 0.05 0 0 7  0.1

Fig. 4. Legge di variazione della distanza critica dal fronte d ’onda coll’in tensità dell’urto
(in Argon).

T r
equilibrio term odinam ico) il valore T ro =  23.800° K e pertan to  =  0,0835.

L/
Il valore corrispondente di a a valle dell’u rto , in condizioni sem pre di equi
librio term odinam ico, è dato  daVCequazione di Saha e risu lta occ =  0,42, m entre 
dalla (13) si o ttiene per aG il valore oc0 =  2,97 X io ~ 2 ; e per la lunghezza ca ra t
teristica l 3 si ricava dalla terza delle (23) di [2] : l 3 =  1,44 cm. L a distanza x c

5* Legge di variazione della  tem peratura delle radiazioni e del grado di 
ionizzazione colla distanza a m onte del fronte d ’onda (in Elio). .
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corrispondente ad a* =  5,1 X io- 10 risu lta x c =  78,20 cm, contro il valore di 
x t =  27,8 cm (per qlc =  3,72 X 1 o IO) o ttenu to  in [1]. Le leggi di varia
zione di TV/TVo e di a con a- per belio sono date  dai diagram m i di fig. 5.

3. In flu en za  d e l la  dipendenza d e l la  in te n s ità  specifica  d e l la  
RADIAZIONE DALLA DIREZIONE. -  Le assunzioni fa tte  in [2] per la intensità 
specifica media delle radiazioni di frequenza v , Jv, e lo sforzo specifico corrispon
dente pXXyV sono verificate se la in tensità  specifica delle radiazioni Iv ha in 
ogni punto  una distribuzione uniform e per tu tte  le direzioni (campo isotro
pico di radiazioni) (fig. 6 a). Consideriamo ora l’altro caso (che se non può a 
rigore essere chiam ato limite per quanto  si riferisce alla valutazione della 
influenza della dipendenza dalla direzione della in tensità  specifica delle rad ia
zioni, è tu tta v ia  da considerarsi come indicativo, per la valutazione dell’ordine 
di grandezza di tale influenza), in cui Iv è costante e non nullo per 0 compreso

Fig. 6. -  Leggi considerate per la dipendenza dire
zionale dell’intensità specifica dell’energia raggiante.

tra  6 e 71/2, m entre è ancora costante m a nullo per -L '<! 0 <  n (fig. 6 ò) : in 
queste condizioni sem pre prendendo per Iv una dipendenza da v corrispon
dente alla form ula di Planck, si ricava

P x x , v

m entre per la Jv si ottiene

h

2 TU ' 2 k v 3

3 c c2 exp Av
KIV

— 1

kv3 kv
eXP( KTV

C orrispondentem ente a dette  espressioni per le pxx,y e Jv , la (24) di [2] e la 
(3) d iventano

(15)
d_

dx

d
dx

d
p * ( x ^ « )  *  2 1 =  3 X 2 - 4 / r 2 j - B ^ P- ( T 0/ T ) ^ +  

+  (1 -  a) ^  (TrfTro) exp |(Ty/TV0) | i - ^ |

(P * « « )  =  (-— ) / r I ! “  B “ 2 P*2 ( T o /T ) ^  +  (1 - a )  X 

X (Tr fTro)  e x p  [ ( T , /T ,0) ( i —  f i - j  | j



424 Lincei -  Rend. Sc. fis. m at. e nat. -  Voi. X X X V  -  dicem bre 1963

e p ertan to  risulta, in luogo della (5') la

( l 6 ) =  (h f i i r )  h  2 , X 3_ I ^ ^ / 2

e in luogo della (6) la

(17)
d2 <X>* 

dx2 3 X 2-4 /-*  (T,/TV0) exp [(Ty/TVo) (

che non presenta alcuna differenza rispetto  alla (6) stessa. L a legge di varia
zione della tem peratu ra  della radiazione con risu lta  di conseguenza sempre 
d a ta  dalla (io), e p ertan to  essa non viene a presentare alcuna variazione 
passando dalla legge di distribuzione di Iv con 0 data dalla fig. 6 a a quella 
corrispondente alla fig. 6 b. Si ricava poi per la oc, invece della (11) la

o

A ccettando  per /(<P*

(19)

in cui però ora

(20)

<D* /  31/2
_  =  exp [...J.-7- x*

O 4 0*1/2 “ o
31/2a =  ac exp | „ , x*

a„ =  (a) ,=0 =  (— Fv* 1/2

e p ertan to  ; il  percorso libero medio delle radiazioni, e la lunghezza càratteristica 
l 3 e la distanza critica x c non appaiono influenzati dalle dipendenze di Iv dalla 
direzione, ed è solo il  grado di ionizzazione oc0 sul fronte dell'onda che varia risul
tando dimezzato, quando si passi dalla legge d i distribuzione (fi a) alla (fi b).

Risulta pertanto che il  metodo ora proposto appare molto meno sensibile 
alla legge di dipendenza dell'intensità specifica Iv dalla direzione che non quello 
considerato in [1].
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