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Gasdinamica. — Nwova determinazione della fotoionizzazione
a monte di un’onda d’urto intensa. Nota® di CarLo FERRARI € JosEPH
H. CLARKkE, presentata @7 dal Socio C. FERRARI.

INTRODUZIONE. — Applichiamo le equazioni generali indicate nella Nota
precedente in questi « Rendiconti» [2] alla determinazione dell’effetto ioniz-
zante delle radiazioni a monte di un’onda d'urto retta stazionaria di forte
intensita, nelle condizioni e colle ipotesi gia considerate in [1] per lo studio
dello stesso problema: precisamente, ammettiamo che

1° a monte del fronte d’urto il gas sia sufficientemente rarefatto, ed
il grado di tonizzazione o abbastanza piccolo perché la ricombinazione per col-
lisionme possa essere trascurata rispetto a quella indotta dalle riadiazion: (il
che comporta che i tempi caratteristici, indicati in [1] e [2] con T, € con Tu.
soddisfino alla disuguaglianza 7., < Tuc);

2° la temperatura delle radiazioni T, (come definita in [1] e [2]) nella
regione sopra indicata sia-molto piti grande della temperatura T del gas, cosi
che la ignizzazione per collisione sia trascurabile rispetto a quella dovuta
alle radiazions,;

3° detta temperatura T, in corrispondenza del fronte d’onda sia da
considerare come wofa, uguale al valore della temperatura del gas, dietro
all’onda, in condizioni di equilibio termodinamico;

4° si suppone infine che sia o € 1; che la velocitd 2 del fluido,
relativa a un sistema di assi solidale al fronte d’onda, essendo I’asse x orientato
nel senso del flusso relativo all’onda, si possa considerare, a monte di questa,
costante e uguale alla velocita %, di propagazione dell’onda nel fluido in quiete ;
e che densita p, pressione p, e T abbiano a monte dell’'urto variazioni abba-
stanza piccole perché dette variazioni possano essere trascurate.

1. INTEGRALE PRIMO DELL’EQUAZIONE DI TRASPORTO DELL’ENERGIA
RAGGIANTE. — Sia ®* la funzione di T, definita in [2] € data dalla

) O* = (T;|Tr,) & (T,]T;) exp (“Tf/T" E%—T')

essendo T; la temperatura caratteristica di ionizzazione; T,, la tempera-
tura di riferimento delle radiazioni, che assumiamo uguale al valore di T,
sul fronte d’onda;

§(X) =X (1 + 35X 4 20X* 4 60 X34 120 X* + 120 X5).

(*) Questo lavoro & stato fatto sotto il patrocinio della « Advanced Research Projects
Agency — Ballistic Missile Defense Office (Fluids Dynamics Branch dello “ Office of Naval
Research” U.S. Navy), ed in parte dello “ Applied Physics Laboratory ” della ““ Johns
Hopkins University ” Contract NOW 62-0604-c col Bureau of Naval Weapons »).

(**) Nella seduta del 14 dicembre 1963.

28, — RENDICONTI 1963, Vol. XXXV, fasc. 6.
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Nelle condizioni specificate nella introduzione, le condizioni al contorno per
o e O risultano

ad* arT,

perx—>—oo,og:o;,7~ 7 —0
T2
(2) per x =0, = (O*), . = (P, =
o
]
T3 T# TS
v v . r
+ 60—+ 120— + 120 —;
\ Tj vTj TJ'

L’equazione di continuita degli ioni (eq. (21) di [2]) assume ora la forma

(3 g Gra) = (m) 67— Ba o (T[T 4 (1 =) (T,]T, ) ¢*

X exp (T T,) (1 — 2 Ji

dove /; ¢ la lunghessa caratteristica del trasporto di energia raggiante definita
dalla (23) di [2], € B e 7,, sono pure definite dalle (22) e (23) di [2]. Conse-
guentemente 'equazione di trasporto della energia raggiante (eq (24) di [2]
puo essere scritta sotto la forma

1 d
o*(1—a) dr

*

4) dx (p* o) = (Ly]7,,) L5 28 X 37—~ g

essendo ancora (come in [2]) p* = pi e p, la densita di riferimento, che as-
Yo

sumiamo ora uguale alla densita del gas all’infinito a monte.

Deduciamo percio subito Uintegrale primo dell’equazione di trasporto della
energia raggiante

l3 i 1
(5) P*au=<7i~){32“><3 U —o) dr

*
) dx KA —+ costante .

Nel problema ora in esame, per le condizioni al contorno sopra date, la costante
¢ da porsi uguale a zero, mentre per le ipotesi fatte nella introduzione possiamo
trascrivere la (5) nella forma

" = (sfr) ly 270X 37 ‘D*

2. LEGGI DI VARIAZIONE DELLA TEMPERATURA DELLE RADIAZONI E DEL
GRADO DI IONIZZAZIONE A MONTE DELL'ONDA. — D’altra parte, per le ipotesi
sopra ricordate, la eq. (24) di [2], si riduce alle

©) T = | T T (L) exp [(LT,) (1 — T, [T =

r

= 3x 24l (Tr/T»Q> exp [(Tf/TrJ(‘_ TTf ﬂ '
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Poniamo
T, T,
W =i ren=fes|mmo(i—T)
Risulta
(I)*
O*) —
f< ) T, T2 6 T3 T# Tf
. - 20 —— -
I+5Tj+2oTj + 60 j3 +IOT} +120Tj

ed i diagrammi che danno la legge di variazione di Z = # (®*) con ®* per
diversi valori di (T,,/T;) sono dati nella fig. 1: appare che per un intervallo
abbastanza esteso dei valori di (T,/T,) & molto approssimativamente

® f(D%) = cost. D = g O* ~ O* DX,
T, = 182000 °k
}f(df)
T T I
1.0 oo 007- J f[] 007 _Tr_ o1
T .
T ) - .
T:O'OS ey
0068 % 00075 ]
004875 ' L
0095 ! | :
05 00665 & . :
00475 00925 P :
0065 L :
004525 009 Lo ;
45 ) : .:
00 25 0es Co |
008 . 1308 1472 1773
0 05 10 5 ETRS

Fig. 1. — Legge di variazione di f(®*) con ®* per differenti valori
di T, /T; (in Argon).

Dalla (6)' deduciamo
daz Q%

©) —wr = 3X2T4f (DY)
che integrata da, tenute presenti le condizioni al contorno,
o
(IO) o 3~1/2 2~3/2 ] dD*
| 7@ a0e™
o

s

La (10) definisce la legge di variazione della T, con x*; dalla (5') rica-
viamo poi

(11) oy =( 5

) 3=+ 2;5/2[. /@f (@) a’d)*}llz

o

\ Tir

che insieme colla (10) da la legge di variazione della o con x*.
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Assumendo per f(®*) l’espressione approssimata (8) risulta

* 1 1/2 1/2
o

X1
403
J2 31/2
(12) o, = (1) 5 x 4 0 OF exp (T3 ey o
~ — * 1/ 32z
2 (yf7;) 372X 4 Qo™ exp (o) -
40,
Posto
‘3 4
I o, = (o) o_ = 1 P12
(13) o = @rrmo= () 7 2
la seconda delle (12) da
10" n=1(per%=on) T=182000°k  1,=0198cm
K Tj,= 27,825710" sec;My=331
\ n=3(per%=007) %:OJ oo = 056, Uy=1,068988 =10° cm /sec
-3 T’ i e =511075 xc = 107cm
\ =6 (per -005) . Tj, = 26880810 Sec My =1718
\ ] $=O'O7 °(e___0,125,-u1=5.54311x105cm/sec
\ %= 5110"; x.=9lcm 2
\ T, =1225810 Sec M, =11,03
\
1042 Tr g = 0,0234
T Y = 20059 |~ 35580410%m sec
AN c=5110" xc=422cm
Y
\ \\\
\ T
(R T —=2=007
—o = Ti
05 '}\ \\\ \\ T o :
\\ \:\T_ 2 =01
N N \\ J
Ay N \\ Tr
T N N = r°.= 7
?r%oos\*\ RN
0 1 —é : 3 4 -x 5 cmL

Fig. 2. — Legge di variazione della temperatura della radiazione e del grado di ionizzazione
colla distanza a monte del fronte d’onda (in Argon).

1/2
(14) * = o, exp (ﬁ)

che & formalmente identica a quella ottenuta in [1]; dal punto di vista quan-
titativo la differenza consiste nel fatto che il percorso libero medio delle radia-

zioni appare ora zncrementato, rispetto a quello ricavato in [1] nel rapporto
*1/2

da uno a Nelle figg. 2 e 5 sono riportate le leggi di variazione di

3:[2
(T,/T,,) € di @ con x ricavate dalla (10) e (11) per i seguenti casi.

Nel primo esempio, corrispondente a gas A7gon, per il quale la tempera-
tura caratteristica di ionizzazione T; & T;= 182.000°K, abbiamo preso,
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come in [1], —Trr]i =0,1; p=10"3X1,013 bar; T=300°K. Dalle equazioni del-
I'urto retto, in condizioni di equilibrio termodinamico, ¢ risultato #,=1,075 X
X 10° cm/sec, e mentre dalla equazione di Saha appare che il valore di
« in condizioni di equilibrio termodinamico, e per T =T, , ¢ a = 0,665
dalla (13) risulta che il valore di o in corrispondenza del fronte di onda &
o, = 0,205. Il numero di Mach M, corrispondente alla velocitd #, dell’onda
¢ poi M, = 33,3, mentre la lunghezza caratteristica /; risulta /; = 0,198 cm.

Si deduce ora che la distanza dal fronte d’onda a cui il grado di ionizza-
zione si riduce al valore c¢7#tico o, dell’ordine di 10— (e precisamente o, =
=5,032 X 107 %) & x, = 10,714 cm, mentre in [1] per o, = 3,72 X 10—

(),
2010°?

0 005 007 01

Fig. 3. — Legge di variazione del grado di ionizzazione (in corrispondenza del fronte d’onda)
colla intensita dell’urto (rappresentata dalla temperatura delle radiazioni sul fronte d’onda)
(in Argon).

era stato ricavato x. = 3,84 cm, di guisa che appare ben chiaramente, come
pure essendo i risultati ora ricavati qualitativamente identici a quelli ottenuti
in [1], Peffetto ionizzante delle radiazioni a monte dell'onda & ora alquanto
pitt grande.

I calcoli sono stati fatti, sempre per argon, anche per i valori di T, |T;
uguali' a 0,07 e a 0,05 ; i risultati sono riportati nelle stessa figura (2), mentre
nelle figure (3) e (4) sono indicati i valori di «, e di x. in funzione di T, |T;:
appare che mentre o, diminuisce fortemente col diminuire di T,,[T;, la diminu-
zione di x. ¢ molto meno rapida: nei due casi estremi qui considerati, mentre
o, passa dal valore 0,205 al valore 1,18 X 10~9, x. scende soltanto da 10,71 cm
a 4,22 cm.
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Nel secondo esempio si ¢ considerato 'effetto ionizzante delle radiazioni
nel gas elio, per il quale & T, = 285.000° K ; assumendo ancora p = 10— X
X 1,013 bar; T, = 300° K, M, = 33,65, si & ricavato per T, (assunto sem-
pre uguale al valore della temperatura a monte dell’urto e in condizioni di

em](xe) (o(czsj 10‘"’)
10
5
IA
0
0 005 007 01

Fig. 4. — Legge di variazione della distanza critica dal fronte d’onda coll'intensita dell’urto
(in Argon).

g . . . . T
equilibrio termodinamico) il valore T,, = 23.800° K e pertanto Tr ° = 0,0835.
J

Il valore corrispondente di « a valle dell’urto, in condizioni sempre di equi-
librio termodinamico, ¢ dato dall’eguazione di Saka e risulta o, = 0,42, mentre
dalla (13) si ottiene per a, il valore a, = 2,97 X 10~2; e per la lunghezza carat-
teristica /; si ricava dalla terza delle (23) di [2]: /, = 1,44 cm. La distanza x,

Tj=285000 % ¢, =6386610°"; [,=1342cm
%e=041; M,=334

. T, u, =3096401=10° cm/sec

310 =2:0085 %c=51 10"} x.= 73.06¢cm

0 5 1b 15 20 -X 25¢cm

Fig. 5. — Legge di variazione ‘della temperatura delle radiazioni e del grado di
ionizzazione colla distanza a monte del fronte d’onda (in Elio). .
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corrispondente ad «, = 5,1 X 10~ ™ risulta x, = 78,20 cm, contro il valore di
x. = 27,8cm (per a, = 3,72 X 107*°) ottenuto in [1]. Le leggi di varia-
zione di T,/T,, e di « con x per I'elio sono date dai diagrammi di fig. 5.

3. INFLUENZA DELLA DIPENDENZA DELLA INTENSITA SPECIFICA DELLA
RADIAZIONE DALLA DIREZIONE. — Le assunzioni fatte in [2] per la sntensita
specifica media delle radiazioni di frequenza v, ], e lo sforzo specifico corrispon-
dente p.. . sono verificate se la intensitd specifica delle radiazioni I, ha in
ogni punto una distribuzione uniforme per tutte le direzioni (campo isotro-
pico di radiazioni) (fig. 6a). Consideriamo ora 'altro caso (che se non puo a
rigore essere chiamato /imite per quanto si riferisce alla valutazione della
influenza della dipendenza dalla direzione della intensita specifica delle radia-
zioni, ¢ tuttavia da considerarsi come indicativo, per la valutazione dell’ordine
di grandezza di tale influenza), in cui I, ¢ costante e non nullo per 6 compreso

Fig. 6. — Leggi considerate per la dipendenza dire-
zionale dell’intensita specifica dell’energia raggiante.

tra 0 e =/2, mentre & ancora costante ma nullo per — <0 < (fig. 66): in
p > g

queste condizioni sempre prendendo per I, una dipendenza da v corrispon-
dente alla formula di Planck, si ricava

2w "2 Av3 ( Ay I
Prxy = 3c - c? [ KT,) I}
mentre per la J, si ottiene
A3

v |-
Jv: = {exp(KT,)_IJI :
Corrispondentemente a dette espressioni per le p..., € J,, la (24) di [2] e la
(3) diventano

d

a o*
(15) v :

o*(1—a) dxr 2

= 3X2TH LT = Bat o (LT

+ _a)%(T,/Tm) exp ‘(Tj/Tm) (I - TT0 ” :

. / ‘_1 2 2 \*
< (p* ) 2(?7?77)13 §-Bo¢ 0% (To T2 + (1 —a) £ x

X (T, T»s) exp [(T.//Tfo) (,‘ - 2”
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e pertanto risulta, in luogo della (5) la

(16) otr, = (1, 55) 1, 2 X 3= v 2
e in luogo della (6) la

o N | T,
(17 o = 3X 2740 (T,[Tyo) exp [(Tj/Tro) (1 — T )}

che non presenta alcuna differenza rispetto alla (6) stessa. La legge di varia-
zione della temperatura della radiazione con x risulta di conseguenza sempre
data dalla (10), e pertanto essa non vieme a presemtare alcuna variazione
passando dalla legge di distribuzione di 1, con O data dalla fig. 6a a quella
corrispondente alla fig. 6 6. Si ricava poi per la o, invece della (11) la

(I)*

(18) wan, = <1—3> 3=l 23/2[ | /nf (@%) a'cb*}” °.

Tir

o

Accettando per f (®*) la approssimazione corrispondente alla (8) si ha

T P* , 31/2
—% = €XP|——7 x*)
,. o* ( 4(1): 1/2

o

(19) o ;
a:ocoexp( 3 x*)

4(1);61/2

\ \

in cui per6 ora

Z I/2
(20) %o = (M=o = < Tir3u1 ) —st—- o7

e pertanto ; ¢/ percorso libero medio delle radiazioni, e la lunghezza caratteristica
Iy e la distansza critica x. non appaiono influenzati dalle dipendenze di 1, dalla
divezione, ed ¢ solo il grado di ionizzazione o, sul fronte dell’ onda che varia risul-
tando dimezzato, quando si passi dalla legge di distribusione (6 @) alla (6 6).

Risulta pertanto che il metodo ora proposto appare molto meno sensibile
alla legge di dipendenza dell'intensita specifica 1, dalla direzione che non quello
considerato in [1].
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