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RENDICONTI

DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 dicembre 1963

Presiede i/ Presidente GiNo CASSINIS

NOTE DI SOCI

Analisi matematica. — Sw/ teorema di Carathéodory-Bohr—-Banach
riguardante la copertura secondo Vitali. Nota © del Corrisp. GIOVANNI
Riccr.

1. INTRODUZIONE. — La presente Nota si svolge nell’ambito del classico
teorema di G. Vitali sulla copertura degli insiemi mediante successioni di in-
siemi chiusi a due a due disgiunti @ e contiene, tra I'altro, la risposta a un pro-
blema di andamento del « parametro di regolarita » della famiglia di chiusi
dalla quale si estrae la copertura : questo problema si presenta spontanea-
mente (vedi n. 3) nell’indirizzo di uno precedente, posto da C. Carathéodory,
al quale hanno dato risposta negativa H. Bohr e S. Banach (2.

Sia 7 intero = 1, R* lo spazio dei punti x = (xI » %2, v, ) a coordi-
nate reali. Denot1amo i punti con le lettere x,¥,2,--- e gli insiemi con le
lettere E,F,G,H,1,Q,- '

Sia E un insieme qualunque e denotiamo con 3 (E), #*E, mE rispetti-
vamente il'diametro di E, la misura esterna di E (secondo Lebesgue), la misura
di E (quando E sia misurabile).

Sia I = (¢, <x<4,;h=1,2, -, n) lintervallo aperto generico e I
la sua chiusura; denotiamo, per ogni E limitato, con I(E) il minimo inter-

(*) Presentdta nella seduta del 14 dicembre 1963. '

(1) Vedere per esempio G. VITALI [6]; G. VITALI-G. SANSONE [7] pp. 57-61; E. W. HoB-
SON [4] pp. 186-190; C. CARATHEODORY [3] pp. 299-307; S. SAKS [5] pp. 109-112; J. C. BUR-
KILL [2] pp. 46—47.

(2) C. CARATHEODORY [3] p. 304, 2% ed. pp. 689-692; S. BANACH [1].

27. — RENDICONTI 1963, Vol. XXXV, fasc. 6.
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vallo chiuso contenente E. Denotiamo con Q il « quadrato» chiuso (cioe
ogni I con b, —a, =---=6,—a,) ¢ con Q (E) il minimo quadrato chiuso
concentrico con I (E) e contenente E.
'Sia Q (x, p) il quadrato chiuso di centro x e semidimensione p, Q (x,E)
il minimo quadrato chiuso di centro x e contenente E (limitato).
Supponiamo che E contenga almeno due punti distinti (cio¢ sia 3 (E) > o);
si dice parametro di regolarita dell’insieme E il rapporto

¥ () = m*Ejm Q (E), (0 =y (E) = 1)

in particolare v (Q) = 1 per ogni Q. Posto /, = Min (b, — a,), /, = Max
(by — a,) risulta
LT Sy (D) = T (6 — eIl = L,

Quando E & costituito di un solo punto si pone y (E) = o.
Consideriamo la coppia (x, E) (x pud anche non appartenere ad E);
si dice parametro di regolarita della coppia (x , E) il rapporto

Y (x, E) =m*E/mQ (x, E), O=Ey@x,E)< 1)

Sia E, un insieme di punti ed & una classe infinita di insiemi E; suppo-
niamo che, scelti comunque x € E, e p > 0, nel quadrato Q (x, ) siano con-
tenuti infiniti insiemi E, appartenenti alla classe 8, ciascuno dei quali contenga
x. Si dice parametro di regolarita locale della classe & nel punmto x il numero,

Junzione di
Bx,p)=Supy(E) (per xeE,E€&,ECQ(x, ).

Dap, > p,segue B (x, p.) = B (x, p,). Si dice parametro di regolarita puntuale
della classe 8 nel punto x il limite
w(x) =o(x;& = lim B(x,p).
Q— o+

Si dice parametro di regolarita globale della classe 8 sull'insieme E, (atti-

nente alla coppia E,, &)
Y@ = Inf a(x) = Inf B(x,¢).
x € Eqo x € Eg,0>0

Adesso consideriamo, seguendo C. Carathéodory, le coppie (x, E) con
x€E,, E€8 ed x non recessariamente contenuto in E. Ad ogni x siano
coordinati infiniti insiemi E C &, costitueflti/una classe parziale di & che deno-
tiamo con & (x); sia verificata la proprieta che per ogni x ¢ E, e per ogni
¢ > o esistano infinite (x, E) con E contenuto in Q (B, ¢); allora si possono
istituire le nozioni di parametro di regolarita locale B (x , ¢) della classe (x , 8 (x))
nel punto x, parametro di regolarita puntuale o (x) della classe (x,8 (%))
nel punto x, parametro di regolarita globale della classe (E,,8) sull'insieme E,

P@,e)=Supy(xr,E) (per E€8(x),ECQ(x,¢))
«(x) =a(x;8(x) = Qlin'tJrB(x, )

Y (8) = xIenE:‘ «(x)= Inf B(x,0p).

x€Ep,0>0
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Ripetiamo che per queste definizioni non si richiede x € E, ma si richiede
E €8 (x).

2. I TEOREMI CLASSICI. — Denotiamo con la lettera F insiemi chiusi di
R” e con la lettera O insiemi aperti.

Sia E un insieme qualunque e § una classe di insiemi chiusi aventi misura
positiva (mF > o per ogni F €§) siano verificate le seguenti proprieta (che
sono le ipotesi classiche del teorema di copertura secondo Vitali):

(A) Per ogni e> o ed ogni x € E esiste almeno un chiuso F (x, ¢)
della classe & che contiene x ed ¢ contenuto nel quadrato Q (x, €); in simboli

F=F(r,e) ; rcF , Fe§ , FCQ(x,o.

(B) v (&) > o (cioe esiste Y, > o tale che « (x) > v, per ogni x € E;
oppure: esiste una sottoclasse &, di § per la quale vale ancora (A) e un nu-
mero Y, > o tali che sia v (F) <7, per ogni Fe€&,).

Se gli F sono tutti quadrati risulta y (§) = 1 e la (B) & verificata; ana-
logamente, se gli F sono tutte figure simili fra loro la (B) & verificata.

La proprieta di copertura di E mediante § (secondo Vitali) si esprime
in uno dei due modi seguenti (V) e (V).

(V) «Ad ogni € > o si possono coordinare un intero 2 = £ (€) e 4 chiusi
F.,F,, -, Fz della classe &, a due a due disgiunti, tali che si abbia:

m*(E— UfF) <e , m*(U'F.—E)<e (FuNF,=0 perwl=7)

(Questa condizione si pud esprimere anche mediante la differenza simmetrica
o somma di Boole:

m* (B + U Fu) < ©)».

In luogo della (V) si pud considerare la seguente:
(Vo) «Assegnato ¢ > 0, esiste una successione F,, F,,.---, F, ---
di chiusi appartenenti a §, a due a due disgiunti, tale che

m*(E—UPF)=o0 , m*(UPF.—E)<en

(Si noti la dissimmetria di (V). E evidente che (Vi) = (V) in ogni caso
(cioe senza alcuna ipotesi su E e su §).

I1 classico teorema di Vitali & il seguente:

«Se E ¢ un insieme di misura esterna finita ® allora

(A) N (B) = (V) = (Vo) .

Il Carathéodory ha dato di questo teorema una formulazione lievemente
diversa: ad ogni x € E si coordina una classe infinita § (x) di chiusi F (x) (che
non necessariamente contengono x) e tale che per ogni ¢ > o0 in Q (x, ¢)
sono contenuti infiniti F () (§ (x) pud essere per esempio una successione
Fo(x) (w=1,2,3, --) di chiusi). Poniamo § = U. § (x), (x € E). Ciascuna
delle due affermazioni (A) e (B) viene ad assumere, in questa nuova modalita,

(3) Questa condizione verrd sottintesa in ciascuno degli enunciati analoghi successivi.
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una forma lievemente diversa (A’) e (B'): per esempio F (x,€) in (A) & coor-
dinato ad x senza contenere necessariamente x; pertanto la classe & (x) e
la classe degli F € § contenenti x potrebbero essere disgiunte. Le due affer-
mazioni (V) e (V) rimangono inalterate. Il teorema di Vitali si pud scrivere
anche:

A) N B)=V) e= (Vo).

Il Carathéodory considera le classi & (x) come successioni nell’intento di
precisare leggi costruttive per la copertura.

Le differenze fra (A) e (A"), (B) e (B") assumono rilievo quando si consi-
derino insiemi F di natura precisata, per esempio intervalli (chiusi) , oppure
quadrati Q (osserviamo che vy (Q) =1 mentre & v (x , Q) = 1, < 1 secondoché
x appartiene o no a Q, ecc.); ancora maggiore rilievo quando 7z = 1 poiché
in questo caso ogni I ¢ un Q e quindi y () = 1 mentre y (x, ) < 1 pud essere
piccolissimo per x relativamente lontano da I.

Dungque, supponiamo che i chiusi F siano intervalli (chiusi) I e distinguiamo
idue casiz=1,7n = 2.

Se # =1 e § ¢ costituita da intervalli chiusi I, essendo y (1) = 1 la (B)
¢ verificata e quindi (A)= (V) &= (V&) (la (B) pud essere tralasciatal).

Se # = 1 e si coordina a ogni x una classe § (x) di intervalli chiusi [ soddi-
sfacente (A’), la (B") pud non essere verificata. Un esempio semplicissimo di C.
Carathéodory » mostra che (A") non implica (V) (e neppure (V)); in questo
caso la (B") non puo essere tralasciata.

Sia 7 = 2 e sia § costituita di intervalli chiusi I soddisfacente I'ipotesi
(A); wvale necessariamente (A) = (V)? Precisando ancora: ad ogni x€E
sia coordinata una classe § (x) di intervalli I (x) concentrici col centro in x
ed § = U § (x) verifichi (A") e quindi (A), vale necessariamente (A) = (V)?
(cioe si puo tralasciare (B)?). A questo problema, posto dal Carathéodory ¢,
hanno, risposto negativamente H. Bohr e S. Banach dimostrando che: « Asse-
gnato un intervallo H ¢ un numero €,0 < € < I, si pud coordinare ad ogni
x € H una successione di intervalli chiusi, concentrici col centro in #x, in modo
tale che 'unione di un numero finito o di una infinita numerabile di tali inter-
valli, a due a due disgiunti (comunque vengano estratti) abbia una misura non
‘superiore a c-zH ».

Una attenuazione della condizione (B’) che lascia valido il teorema di
copertura venne data dallo stesso C. Carathéodory che sostitui alla (B') la
seguente

(B,) «Per ogni x€E & a(x) > o,
oppure anche la seguente (ovvia estensione):

(B,) « Esiste un insieme Z di misura nulla tale che sia o (x) > o per ogni
x€E —7Zn.

E ancora & (A") N (B)) = (Vo) &= (V).

(4) Vedi loc. cit. (?).
(5) Vedi loc. cit. (?).
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3. POSIZIONE DEL PROBLEMA. — La non validita della copertura ¢ dovuta
alla presenza di punti x nei quali « (x) = o, costituenti un insieme Z di misura
positiva; in ciascuno di questi punti x € Z, il parametro di regolarita locale
B (x,p)—> o per p— 0. Poniamoci nella condizione pili favorevole di chiusi F
che sono intervalli chiusi col centro in x; in questo caso poniamo la domanda:
esiste una « lentezza sufficiente » con cui § (x , p) -0 per p — 0, atta a garantire
la copertura (secondo Vitali)? A questa domanda abbiamo risposto negati-
vamente dimostrando il seguente:

TEOREMA [. — «Sia H un intervallo: H=(o<xr <a,0<y <)
e siano assegnati un numero € > 0 e una -funzione ¢ (¢) definita per #> o,
() >o0,9 () >0+ per t—>0 + (¢ (¥) > 0 + lentamente quanto si vuole).

Esiste una classe § di intervalli chiusi I con le seguenti proprieta:

1° ad ogni x € H & coordinata una successione di intervalli I (x)
(s=1,2, ), colcentro in x e il cui diametro converge a zero, cioe 8 (I; (x)) —
— O per §— + 00,

2° il parametro di regolaritd locale B (x,#) nel punto x della classe
I, (x) verifica la condizione

Bx,)= Sup (L) =e®;
I,@ C Qe

3° ogni successione di intervalli chiusi
I, I(x), -, 1Y, - @) ed)
della classe &, a due a due disgiunti ¢ tale che

T(x")QHSE(—e<x<a—}-e;—s<y<é—|—s), (h=1,2,3,--)
S mlh) <emH =c-ab
h=1

Osserviamo che alla « lentezza arbitraria », con la quale 8 (x, ¢) — o per
t— 0, si accompagna la «piccolezza arbitraria» della parte di H coperta

da UTT ().

4. ALTRT RISULTATI. — Poiché ’andamento della minorante infinitesima
@ (¢) di B (x,#) non consente di garantire la copertura, possono assumere in-
teresse criteri sufficienti di fronte a una «costruzione standard » della coper-
tura medesima. A questo scopo, consideriamo il seguente (ben noto e classico )
procedimfintd: ‘

(8) Siano assegnati E ed § (classe di chiusi F) soddisfacenti ad (A);
fissato € > 0, si consideri un aperto O, tale che sia E C O,, mO, << m*E 4 «.
Denotiamo con & (¢) la parte di § costituita da tutti e soli i chiusi F C O, ;
& (¢) verifica ancora (A) (ed eventualmente condizioni come (B) , « (x) > 0 ecc.)
Poiché »* E ¢& finita, esiste finito u, = Sup mF (F C § (¢)); scegliamo F,

(6) I1 procedimento esposto in questa forma semplice si trova per esempio in S. Saks
(5], p. 109.
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in guisa da avere mF, > u,/2. Per induzione, scelto Fz_ . si scelga F; con
la legge seguente: si consideri la classe dei chiusi F che verificano le condizioni
seguenti

I

§E , FA(UIT'F)=o

(cioe contenuti in O, e disgiunti dai precedenti F,, F,, .., F,_ ); sia g, =
= Sup mF, con F in questa classe; scegliamo come F; un insieme di questa
classe in guisa da avere 72Fz > w,/2; cosi si continua. Due casi sono possi-
bili: per un valore di Z 4 1 = 2 si verifica che la classe & vuota e allora si

perviene a una sequenza finita F, ,F,, .-, Fz di insiemi F la cui unione &
un chiuso contenente E, oppure si perviene a una successione
F,,F,, - Fz---,

Diremo procedimento (8) quello che, partendo da (E,F €), conduce a
questa successione che, come ¢& evidente, in generale, non ¢ univocamente deter-
minata.

Seguendo procedimenti del tipo di quelli usati da C. Carathéodory si pud
evitare l'esecuzione di infinite scelte arbitrarie.

Consideriamo la seguente condizione:

(B3 , &) «Sia Ezil residuo £—esimo non coperto di E, cioé Ez= E; (8) =
= E — U! F¢; diciamo Z l'insieme (eventualmente vuoto) dei puntl x pei
quali « (x) = o. Valga la relazione di limite:

m*(Z—Ez)— o0 per £— 0».

Vale il seguente

TEOREMA II. — (A)N (B,, 8) = (Vy) &= (V).

Al fine di presentare I'enunciato di un altro criterio sufficiente per la co-
pertura introduciamo la seguente semplice nozione.

Si dice dnvolucro di un insieme E di spessore relativo ), linsieme E )
dei punti x che distano da E per meno di A-3 (E).

Poiché U* F, C O, (di misura finita) e i chiusi F, sono a due a due

disgiunti, la serie Y, mF, & convergente; denotiamo con {A.} una successione

I
per la quale X, 7F, sia ancora convergente (per esempio si puod assumere
o<n<1 e

P (mFu 4 mFyqy - )=

in base a un classico criterio del Dini). Consideriamo la seguente condizione:
(B,,8). «Esistono due numeri ¢,7 (0 <p < 7) e una successione
M (con X2, mF. convergente) ai quali si possono coordinare 1nﬁn1t1 interi
positivi £ per ciascuno dei quali vale la seguente proprieta:
Ad ogni y€Y = E— u® F, (insieme residuo) si possono associare un
intero # = % + 1 e un insieme F, (¥) (contenente y e¢ appartenente a & ()
pei quali sono soddisfatte le seguenti condizioni :

(@ )N (U "Fy=0 , Fi(»)NFi=o.
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) yel, (en) ,  Fi(»)CFi()
© ¥ (Fr () > v (Fa)/Ni».

Osserviamo che puo essere scelto A, - + oo per # — -+ oo e quindi il
rapporto fra il parametro di regolarita dell’insieme chiuso «satellite » F; (y)
e quello dellinsieme chiuso F; proveniente dal procedimento ($) pud essere
anche non limitato verso lo zero: in ogni caso alla (¢) si potrebbe sostituire
quella pit restrittiva v (Fi () > 1/A;.

Fissata cosi la condizione (B, , &) vale il seguente

TeEOREMA III. — (A)N (B,, &) = (V) &= (V).

Si puo dimostrare che questo criterio contiene come caso particolare quello

classico:
An{a(x) = o >0}=(Vy) = (V). (Vitali)

Infatti, si pud scegliere A, = 252" (indipendente da u; si vedri poi
P'utilita di questa sceltal).

Scelto £ intero = 1 e ¥ € Y esso non appartiene al chiuso U* F. e quindi
¢ a distanza positiva da questo chiuso. Ad y coordiniamo un F} (¥) contenente
¥, disgiunto dal chiuso U* F. e avente il parametro di regolaritd abbastanza
grande fra quelli per esso possibili e cio¢ v (F; (¥)) > « (y)/2; allora risulta

sn
B 1) 5 do 2 LR Gt
YE ) >— = TR T

)

e la condizione (¢) & verificata per ogni 4.

I1 chiuso F: () non & elemento della successione { F,} costruita col pro-
cedimento (¥) e qumdl ha punti in comune con qualche Fy, con # = £+ 1
(anzi si pud dire che E mF. <mO, , EmF ¢ convergente, mF, — o per

u—> 4 0o e, se mF, < ka (9)/2, in base al procedimento (8) risulta 7 F}; () N
NF.==o per qualche # << v). Diciamo % = % (%) il minimo indice per cui
Fi ()N F,==0; risulta 2= %+ 1 e sono verificate le condizioni (a).

Adesso dimostreremo che sono soddisfatte anche le condizioni (4) con
p=7r=1. Infatti

m (Fi () = v (Fi () mQ (F} () > (2]2)-{3 (Fi ()2}
m (F;,) < 2 Y <F},)7%Q <F;,) < 2.2% (3 (F;,))”

e tenendo conto del procedimento (§) abbiamo mF; (y) < 2mF,. Queste
tre disuguaglianze, unite alla (¢) conducono subito a

8 (Fi () < 22+ o ™" (mBy ()1
) < 21+2/n‘a:1/”<m1;‘h)1/n
< 223l oy i/ SF; < 25« _l/n 8F = 7\/, o0F; .

Questa disuguaglianza, unita al fatto che F; () e F; hanno almeno un
punto in comune ci dice che sono verificate le (4) con p =» = 1.
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\

Il teorema classico & caso particolare del teorema III.
La dimostrazione dei teoremi enunciati e la presentazione di altri criteri
verranno pubblicate in una Memoria a parte.
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