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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali

Seduta del 14 dicembre 1963 

Presiede i l  Presidente G in o  C a s s in is

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. —■ S u l teorema di Carathéodory-Bohr-Banach 
riguardante la copertura secondo Vitali. N o ta  r> del Corrisp. G io v a n n i  
R ic c i .

1. I n t r o d u z io n e . -  L a presente N o ta  si svolge nell’am bito del classico 
teorem a di G. V itali sulla copertura degli insiemi m ediante successioni di in 
siemi chiusi a due a due disgiunti (I) e contiene, tra  l ’altro, la risposta a un pro
blem a di andam ento  del « param etro  di regolarità » della famiglia di chiusi 
dalla quale si estrae la copertura : questo problem a si presenta spontanea
m ente (vèdi n. 3) nell’indirizzo di uno precedente, posto da C. C arathéodory, 
al quale hanno dato  risposta  negativa  H. Bohr e S. B anach (2).

Sia n in tero  2> 1, R" lo spazio dei pun ti x  =  (xt , x 2,- • •, x„) a coordi
n a te  reali. D enotiam o i p un ti con le le tterepr , y  ,2  ,■ ■ ■' e gli insiemi con le 
le ttere  E , F , G , H , I , Q , - - - .

Sia E un  insieme qualunque e denotiam o con 8 (E), m*E, m E  r isp e tti
vam ente il d iam etro  di E, la m isura esterna di E  (secondo Lebesgue), la m isura 
di E  (quando E sia m isurabile).

Sia I — (ah <  x  <  bh ; h =  1 ,2  , • • • , « )  l’intervallo aperto  generico e I 
la sua chiusura; denotiam o, per ogni E  lim itato, con I (E) il m inim o inter-

(*) Presentata nella seduta del 14 dicembre 1963.
(1) Vedere per esempio G. V ita li  [6]; G. V ita li-G . Sansone [7] pp. 57-61; E. W. Hob

son [4] pp. 186-190; C. C a ra th é o d o ry  [3] PP. 299-307; S. Saks [5] pp. 109-112; J. C. B ur- 
KILL [2] pp. 46-47.

(2) C. C a ra th é o d o ry  [3] p. 304, 2a ed. pp. 689-692; S. B anach  [i ].

2 7 . RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 6.
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vallo chiuso contenente E. D enotiam o con Q il « quadrato  » chiuso (cioè 
ogni I con b1 —  a± =  • • • — bh —  af) e con Q (E) il m inimo quadrato  chiuso 
concentrico con I (E) e contenente E.

Sia Q (x , p) il quadrato  chiuso di centro x  e semidimensione p, Q (x , E) 
il m inim o quadrato  chiuso di centro x  e contenente E (lim itato).

Supponiam o che E contenga almeno due punti d istin ti (cioè sia § (E) >  o); 
si dice parametro di regolarità dell'insieme E il rapporto

Y (E) =  m*E/m Q (E), (o <: y (E) g  1);

in particolare y (Q) =  1 per ogni Q. Posto lQ =  M in (bh —  ah) , /, =  M ax 
(bh —  risu lta

.r - xj r r \  ^  y (i) = n (bh -  a f/i:  Q ix .

Quando E è costitu ito  di un solo punto  si pone y (E) =  o.
Consideriam o la coppia (x , E) (x può anche non appartenere ad E); 

si dàce parametro di regolarità della coppia (x , E) il rapporto

y (x , E) =  m*E/mQ (x , E), (o ^  y (x , E) ^  1).

Sia E0 un insieme di p u n ti ed & una classe infinita di insiemi E; suppo
niam o che, scelti com unque x  6 EQ e p >  o, nel quadrato  Q (x , p) siano con
tenu ti infiniti insiemi E, appartenen ti alla classe &, ciascuno dei quali contenga 
x. Si dice parametro di regolarità locale della classe & nel punto x  il numero, 
funzione di p

P O  , p) =  Sup Y (E) (per r e E , E € ^ , E C Q ( r ,  p)).

D a p£ >  p2 segue (3 (x , p,) 2; (3 (x , p2). Si dice parametro di regolarità puntuale 
della classe & nel punto x  il lim ite

a (x) — oc (x ; &) =  lim (3 (oc , p).
Q O -f-

Si dice parametro di regolarità globale della classe £ sull’insieme E0 (a tti
nente alla coppia E0 , S)

y ■(£) — In f  oc (x) — In f p (x , p).
■ x  G E0 x  C EOJ q > o

Adesso consideriamo, seguendo C. C arathéodory, le coppie (x , E) con 
x  e E0 , E e & ed 'X' non necessariamente contenuto in E. A d ogni x  siano 
coordinati infiniti insiemi E C <§, costituenti una classe parziale di & che deno
tiam o con & (x)] sia verificata la proprietà che per ogni x  e E0 e per ogni 
P >  o esistano infinite (x , E) con E contenuto in Q (P , p); allora si possono 
istitu ire le nozioni di parametro di regolarità locale (3 (nr, p) della classe {x , «S (x)) 
nel punto x } parametro di regolarità puntuale oc (oc) della classe (x , S(*)) 
nel punto parametro di regolarità globale della classe (Ec , <§) sull’insieme E0

P (x » p) =  Sup Y (x , E) (per E  e S (x) , E  C Q (x , p))

a  (x) =  a (x ; <§ (x)) =  lim |3 (x , p)
o o+

y (<g) =  In f a (oc) =  In f p (x , p).
^ 6 E 0 a: G E 0 , 5 > o
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R ipetiam o che per queste definizioni non si richiede x  e E, m a si richiede 
E e è (x).

2. I TEOREMI CLASSICI. -  D enotiam o con la le ttera  F insiemi chiusi di 
e con la le tte ra  O insiemi aperti.
Sia E  un insieme qualunque e of una classe di insiemi chiusi aventi m isura 

positiva (mF >  o per ogni F  e ^ )  siano verificate le seguenti p rop rie tà  (che 
sono le ipotesi classiche del teorem a di copertura secondo Vitali):

(A) Per ogni £ >  o ed ogni x  6 E esiste almeno un chiuso F (x , e) 
della classe of che contiene x  ed è contenuto  nel quadrato  Q (x , e); in simboli

F  =  F  (x , e) ; x  e F , F e S  , F  C Q (x , s).

(B) y (§F) >* o (cioè esiste yQ >  o tale che a (x) >» yQ per ogni x  eE;  
oppure: esiste una sottoclasse oF0 di 3  per la quale vale ancora (A) e un n u 
mero Yo >  o tali che sia y (F) <  yQ per ogni F  e oF0).

Se gli F  sono tu t t i  q u ad ra ti risu lta  y {fi) =  1 e la (B) è verificata; ana
logam ente, se gli F  sono tu tte  figure simili fra loro la (B) è verificata.

L a  p roprie tà  di copertura di E  m ediante ef (secondo V itali) si esprime 
in uno dei due m odi seguenti (V) e (Va,).

(V) «Ad ogni £ >  o si possono coordinare un intero k =  k  (e) e k chiusi 
Fi , F 2 , • • •, Fk della classe of, a due a due disgiunti, tali che si abbia:

m* (E —  U \ F«) <  £ , m* (u ?  Fu —  E) <  £, (F* n  Fv — 0 per w~\- v)

(Q uesta condizione si può esprim ere anche m ediante la differenza sim m etrica 
o som m a di Boole:

m* (E  — Ui F«) <  e) ».

In luogo della (V) si può considerare la seguente:
(Voo) « A ssegnato £ >  o, esiste una  successione F t , F 2 , • • •, F« , ■ ■ • 

di chiusi appartenen ti a a due a due disgiunti, tale che

(E —  u T  Fu) =  0 , ( u f  Fu —  E) <  £ ».

(Si noti la  dissim m etria di (Voo)). E  evidente che (Voo) => (V) in ogni caso 
(cioè senza alcuna ipotesi su E e su oF).

Il classico teorem a di V itali è il seguente:
«Se E è un insieme di misura esterna fin ita  (3) allora

( A ) n ( B ) ^ ( V ) ^ ( V 00)».

Il C arathéodory  ha dato  di questo teorem a una formulazione lievem ente 
diversa: ad ogni x  e E  si coordina una classe infinita di chiusi F  (x) {che
non necessariam ente contengono x) e tale che per ogni p >  o in Q (x , p) 
sono contenuti infiniti F  (x) (& (x) può essere per esempio u n a  successione 
Fe, (x) (v — I 1, 2 , 3 , • • •) di chiusi). Poniam o F =  Ux F (x) , (x 6 E). C iascuna 
delle due affermazioni (A) e (B) viene ad assumere, in questa  nuova m odalità, 3

(3) Questa condizione verrà sottintesa in ciascuno degli enunciati analoghi successivi.
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una form a lievem ente diversa (A') e (B') : per esempio F (x , s) in (A) è coor
d inato  ad x  senza contenere necessariam ente x\ pertan to  la classe $ (x) e 
la classe degli F  e W contenenti ^  potrebbero essere disgiunte. Le due affer
m azioni (V) e (Voo) rim angono inalterate . Il teorem a di V itali si può scrivere 
anche:

(A') n  (B') => (V)'«==* (Voo)-

Il C arathéodory  considera le classi ef (x) come successioni nell’in ten to  di 
precisare leggi costru ttive  per la copertura.

Le differenze fra (A) e (A') , (B) e (B ') assumono rilievo quando si consi
derino insiemi F di n a tu ra  precisata, per esempio in tervalli (chiusi) , oppure 
quadrati Q  (osserviamo che y (Q) =  1 m entre è y (x , Q) =  1, <  1 secondoché 
^  appartiene o no a Q, ecc.); ancora maggiore rilievo quando n =  1 poiché 
in questo caso ogni I è un  Q e quindi y (I) =. 1 m entre y (x , ) <  1 può essere 
piccolissimo per ^  re la tivam ente lontano da I.

D unque, supponiam o che i chiusi F  siano intervalli (chiusi) I e distinguiam o 
i due casi n =  1 , n ^  2.

Se n =  1 e è costitu ita  da in tervalli chiusi I, essendo y ( l) =  1 la (B) 
è verificata e quindi (A) => (V) <==> (Voo) (la (B) può essere tralasciata!).

Se n =  1 e si coordina a ogni # una classe of (x) di intervalli chiusi ì soddi
sfacente (A'), la (B ') può non essere verificata. U n esempio semplicissimo di C. 
C arathéodory (4) m ostra  che (A') non im plica (V) (e neppure (Voo)); in questo 
caso la (B') non può essere tralasciata.

Sia n ^  2 e sia costitu ita  di intervalli chiusi I soddisfacente l’ipotesi 
(A) ; vale necessariam ente (A) => (V) ? Precisando ancora: ad ogni j e E
sia coord inata una classe $ (x) di intervalli I (x) concentrici col centro in x  
ed VF =  u  verifichi (A') e quindi (A), vale necessariam ente (A)=>(V)?
(cioè si può tralasciare (B)?). A  questo problem a, posto dal C arathéodory (5), 
hannoirisposto negativam ente H . Bohr e S. Banach dim ostrando che: «Asse
gnato  un  intervallo  H e un  num ero s , o <  £ <  1, si può coordinare ad ogni 
x  e H  una successione di in tervalli chiusi, concentrici col centro in x, in modo 
tale che l’unione di un num ero finito o di una infinità num erabile di tali in te r
valli, a due a due disgiunti (comunque vengano estra tti) abbia una m isura non 
superiore a ».

U n a attenuazione della condizione (B') che lascia valido il teorem a di 
copertura venne d a ta  dallo stesso C. C arathéodory che sostitu ì alla (B ') la 
seguente

(Bi) « Per ogni x  e E  è a (x) >  o », 
oppure anche la seguente (ovvia estensione):

(Ba) « Esiste un insieme Z di m isura nulla tale che sia a (x) >  o per ogni 
x  e E  —  Z ».

E 1 ancora è (A') n  (Bg) => (Voo) <===> (V).

(4) Vedi loc. cit. (2).
(5) Vedi loc. cit. (2).
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3. P o siz io n e  d e l  pr o b l e m a . -  L a non valid ità della copertura è dovuta 
alla presenza di punti x  nei quali oc (x) =  o, costituenti un  insieme Z di m isura 
positiva; in ciascuno di questi p u n ti x  e Z, il param etro  di regolarità locale 
P (x , p) o per p o. Poniam oci nella condizione più favorevole di chiusi F 
che sono intervalli chiusi col centro in x\ in questo caso poniamo la dom anda: 
esiste una  « lentezza sufficiente » con cui $ (x , p) ->o per p -> o, a t ta  a garan tire  
la copertura (secondo V itali) ? A  questa  dom anda abbiam o risposto nega ti
vam ente dim ostrando il seguente :

T eorem a  I. -  «S ia H un  in tervallo : H =  (o <C x  <, a , o <C y  <  b)
e siano assegnati un  num ero £ >  o e una funzione 9 (t) definita per t >  o, 
9 (t) >> o , 9 (t) ->o +  per t o +  (9 (/) -> o +  lentam ente quanto  si vuole).

E siste u n a  classe ef di in tervalli chiusi I con le seguenti p roprie tà  :
i° ad ogni x  e H è coordinata una  successione di in tervalli r  o )  

(s =  1 , 2., • • • ), col centro in x  e il cui diam etro converge a zero, cioè 8 (L (x)) -> 
-> o per -> -f- 00 ;

2° il param etro  di regolarità locale (3 (x , t) nel punto  x  della classe 
ls (x) verifica la condizione

P (x , t) =  Sup Y (L (x)) ^  9 (t) ;

30 ogni successione di in tervalli chiusi

ì (x1) , I (x2) , • • • , !  (xh) , • ■ • (I (xh) e W), 

della classe a due a due disgiunti è tale che

I (**) C H e =  (—  e < x  < a  +  e; —  £ <  y  <  b +  e) , (h =  i , 2 , 3, • • • )

OO

2 ^ 1  (xh) <  £ • mH  =  £ • ab ».
h =  x

Osserviam o che alla « lentezza a rb itra ria  », con la quale (3 (x , f) -> o per
o, si accpm pagna la «piccolezza arb itra ria»  della parte  di H coperta

da u r i ( ^ ) .

4. A l t r i1 r is u l t a t i. -  Poiché l’andam ento della m inorante infinitesim a 
9 (t) di p (x , t) non consente di g aran tire  la copertura, possono assum ere in 
teresse criteri sufficienti di fronte a una «costruzione stan d ard »  della coper
tu ra  medesim a. A  questo scopo, consideriamo il seguente (ben noto e classico (6)) 
procedim ento:

($) Siano assegnati E ed W (classe di chiusi F) soddisfacenti ad (A); 
fissato £ >  o, si consideri un aperto Oe tale che sia E C Oe , mOe <  E -f- £. 
D enotiam o con § (e) la parte  di cf costitu ita  da tu tti  e soli i chiusi F  C Os ; 
ef (e) verifica ancora (A) (ed eventualm ente condizioni come (B) , a (x) >> o ecc.) 
Poiché m* E! è finita, esiste finito ^  =  Sup w F  (F C ^  (£)); scegliamo F z

(6) Il procedimento esposto in questa forma semplice si trova per esempio in S. Saks 
[5], p. 109.
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in guisa da avere mFx >  [1J2. Per induzione, scelto Fk _ 1 si scelga Fk con 
la legge seguente: si consideri la classe dei chiusi F  che verificano le condizioni
seguenti

F e $ ( e )  , F n  ( u L 1 F«) =  0

(cioè contenuti in Oe e disgiunti dai precedenti F, , F 2 , • • •, F* _  ,); sia — 
=  SuP ^ F ,  con F  in questa  classe; scegliamo come F* un  insieme di questa  
classe in guisa da avere mFk >  FìI2'ì così si continua. Due casi sono possi
bili: per un valore di k  +  1 ^  2 si verifica che la classe è vuo ta  e allora si 
perviene a una sequenza fin ita  F, , F 2 , • • •, F* di insiemi F  la cui unione è 
un chiuso contenente E, oppure si perviene a una successione

f i ; f 2 , . . . , f * . . . ,

Diremo procedimento (§) quello che, partendo  da (E , W , e), conduce a 
questa  successione che, come è evidente, in generale, non è univocam ente deter- 
m inata.

Seguendo procedim enti del tipo di quelli usati da C. C arathéodory si può 
evitare resecuzione di infinite scelte arbitrarie.

Consideriam o la seguente condizione:
(B3 , S) « Sia Fk il residuo i-e s im o  non coperto di E, cioè Fk= Fk ($) — 

=  E —  U i F , ;  diciamo Z l’insieme (eventualm ente vuoto) dei pun ti x  pei 
quali a ( # ) .=  o. V alga la relazione di limite:

m* (Z — Fk) -> o per k  -> o ».

Vale il seguente
T eo rem a  IL  -  (A) n  (B3 , 8) => (V*,) <==» (V).
Al fine d i presen tare l’enunciato di un altro  criterio sufficiente per la co

p e rtu ra  introduciam o la seguente semplice nozione.
Si dice involucro di un insieme E di spessore relativo X, l’insieme É (X) 

dei pun ti x  che distano da E per meno di X-S (E).
Péiché U “  F« C Oe (di m isura finita) e i chiusi F^ sono a due a due

oo
disgiunti, la serie 2  è convergente; denotiam o con {X«} una successione

i
per la quale 2 x  ̂mFu sia ancora convergente (per esempio si può assumere 
o <  v] <  i e

"Ki — (mFu -f- mFu+j^ • * T )~ I+11

in base a un  classico criterio del Dini). Consideriamo la seguente condizione: 
(B4 , $). « Esistono due num eri p , r  (o <  p g  r) e una successione

X» (con 2X2 mFu convergente) ai quali si possono coordinare infiniti in teri 
positivi k per ciascuno dei quali vale la seguente proprietà:

A d ogni y  e Y  — F —  (J^° F^ (insieme residuo) si possono associare un 
intero h ^  k  -fi i e un insieme Fk(y)  (contenente y  e appartenen te  a W (z)) 
pei quali sono soddisfatte le seguenti condizioni :

(a) (y ) n  (Uhr 1 F») =  0 , F* (y) fìF ^  4= 0 -



.0 )

(0
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y -e (P ^) , F \ (y) C Fa (rX^)

T (Fl (y)) >  T (F,)/X3 ».

Osserviamo che può essere scelto X̂  +  00 per +  00 e quindi il
rapporto  fra il param etro  di regolarità dell’insieme chiuso « satellite » FI (y) 
e quello dell’insieme chiuso Fa proveniente dal procedim ento ($) può essere 
anche non lim itato  verso lo zero: in ogni caso alla (c) si potrebbe sostitu ire 
quella più re str ittiv a  y (FI (y)) >  i/Xa-

Fissata così la condizione (B4 , $) vale il seguente 
T eorem a  II I . -  (À) n  (B4 .,§)=» (^V^) «==> (V).
Si può dim ostrare che questo criterio contiene come caso particolare quello 

classico:
A n { a ( i )  ^  >  O} =» (Voo) =» (V). (Vitali)

In fa tti, si può scegliere X« =  2sjxlJn (indipendente da u\ si vedrà poi 
l’u tilità  di questa scelta!).

Scelto k in tero V 1 e y e  Y esso non appartiene al chiuso u* Fu e quindi 
è a d istanza positiva da questo chiuso. A d y  coordiniamo un F l (y) contenente 
y, disgiunto dal chiuso u f  Fu e avente il param etro  di regolarità abbastanza 
grande fra quelli per esso possibili e cioè y (F*k (y)) >  a (y )/2; allora risulta

T (FI Ss oc0
2

- ,  Y (F,) 
2 X ”  =  Xnu u u

e la condizione (c) è verificata per ogni h .
Il chiuso FI (y) non è elem ento della successione { Fu } costru ita  col p ro 

cedim ento ($) e quindi ha pun ti in comune con qualche F«, con u ^  k +  1
0 0  0 0

(anzi si può dire che 2  , 2  è convergente, « F »  -> o per
I i

u -> fi- oo e, se mFv <  w F | (y )/2, in base al procedim ento ($) risu lta  raFJ (y) n  
O F „ ^ 0  per qualche u <  V). Diciamo h =  h (è) il m inimo indice per cui 
FI (y) O lFh =j= 0 ; risu lta  A A fi- 1 e sono verificate le condizioni (0).

Adesso dim ostrerem o che sono soddisfatte anche le condizioni (b) con 
p =  r =  1. In fa tti

m  (F | (y)) == T (F | (y)) mQ (F | (y)) >  (ac/2) •{ S (F | (y))/2}” 

m  (F*) <  2 y (F*) • mQ (Fa) £  2-2n (S (F/,))”

e tenendo conto del procedim ento ($) abbiam o ;« F | (y) GÌ 2 « F i . Queste 
tre disuguaglianze, un ite  alla (c) conducono subito a

S (F | (7/)) <  2I + 1l”- a £ lln (mFl  (y ))1/”

<  2I+^ ”-a0 I,'( « F j ) lf'

<  2 =+3/" «7 >/■ 8F* g  25 « 7 l/,! SFa = .  Xa • SFz,.

Q uesta disuguaglianza, un ita  al fa tto  che F | (y)  e Fa hanno almeno un 
pun to  in comune ci dice che sono verificate le (b) con p =  r  =  i.



4 °8  Lincei — Rend. Sc. fis. mat. e nat. — Voi. XXXV — dicembre 1963

Il teorem a classico è caso particolare del teorem a III.
L a dim ostrazione dei teorem i enunciati e la presentazione di altri criteri 

verranno pubblicate in una M emoria a parte.
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