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Scienze Fisiche. — A n a lis i matriciale della stabilità dei sistemi a 
retroazione. Nota I di E r c o l e  D e  C a s t r o , presentata (*} dal Corrisp. 
G. E v a n g e l i s t i .

P r e m e s s a .

Nel più generale dei casi un sistem a a retroazione può essere schem atiz
zato con l’insieme di tre blocchi disposti come in fig. 1, ciascun blocco rappre-- 
sentando un sistem a fisico il cui com portam ento viene descritto  da un certo 
num ero di variabili d i ingresso e da un certo altro num ero, in generale diverso, 
di variabili d i uscita.

Fi g. 1.

Consideriamo, ad esempio, il blocco oc ed indichiam o con

il vettore (o matrice colonna) definito dall’insieme delle variabili di ingresso ; 
in modo analogo indichiam o con

(*) Nella seduta del 9 novembre 1963.

2 2 .  -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, f a s e .  5.
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il vetto re definito dalle variabili di uscita. Se il sistem a è lineare e se, in luogo 
dei valori istan tanei delle variabili, consideriamo le loro trasform ate secondo 
Laplace (I), il legame fra le Uk e le ek risu lta lineare:

/  U x =  « n  e x - f -  « 1 2  ^ 2  - f -  * * * -\~  « i  n é n

]  i l 2  =  0C2 I  e x 0 C2 2  £ 2  * * * ~ b  « 2  n £ n

( 0  ...................................................................

\ ilm ---«w I £1 2 2̂ ~f" * * * “f" «*»« &n

e si esprim e sin teticam ente con la relazione m atriciale 

(2) =  I a |j ,

nella quale
«XI «12 * '

(3) Ila II =
«2I «22 ‘ • ’«a*

’ ̂ mn
Se le variabili sono scelte opportunam ente, i coefficienti auk, funzioni 

della variabile complessa s =  g + 70), dipendono solo dalla s tru ttu ra  fisica 
del blocco a e non dalle altre p arti del sistem a a retroazione.

1+ + ► |

«
O--- --- - - 1
vu z 1-
O------ - 11

1
Fig. 2.

Aid esempio, se il blocco a è un quadripolo elettrico (fig. 2), si ha :

ed il legame

(4)

V„

I»

V u — «n V £ —|— oci2 L 
I U =  «21 -f- Ct22 L

viene espresso m ediante la m atrice mista

«Il «ì
«21 a.

(1) Si suppone altresì che il sistema stesso sia inizialmente in quiete.
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in questo caso quadra ta , i cui coefficienti, come è ben noto, dipendono esclu
sivam ente dalla s tru ttu ra  del quadripolo a. Se si conosce‘ l’im pendenza Z 
della re te  a valle di oc, si può scrivere l’ulteriore relazione :

V,  =  Z \ U

la quale, u n ita  alle (4), consente di elim inare tre delle q u a ttro  variabili in 
gioco e quindi di determ inare, in particolare, il rapporto

cioè la funzione di trasferimento di oc. Q uest’u ltim a funzione, come è ovvio, 
dipende dalla s tru ttu ra  dell’intero sistem a e non solo da oc.

A ttraverso  simili processi di eliminazione di variabili, la descrizione del 
com portam ento del sistem a a retroazione può essere o tten u ta  m edian te fu n 
zioni di trasferim ento, invece che m ediante m atrici, e la verifica di stab ilità , 
pertan to , può essere a queste ricondotta. Il calcolo delle funzioni di trasferi
m ento, tu ttav ia , è spesso alquanto  laborioso, proprio a cagione della elim i
nazione di variabili che com porta, m entre la determ inazione delle m atrici 
associate a ciascun blocco è in genere molto semplice.

Di qui l’interesse del procedim ento di analisi esposto in questa no ta , 
fondato sulla considerazione delle m atrici invece che sulle funzioni di trasfe
rim ento.

Esso conduce all’esame di una espressione form alm ente analoga a quella 
che è oggetto di indagine nel criterio di N yquist, salvo il fa tto  che le funzioni 
di trasferim ento sono sostitu ite  da m atrici e, di conseguenza, le operazioni 
di som m a o p rodo tto  sono da intendersi nel senso dell’algebra m atriciale ; 
al determ inan te di tale espressione m atriciale possono applicarsi i no ti criteri 
di verifica della stab ilità , calcolandone esplicitam ente gli zeri, se possibile, 
oppure, come nel criterio di N yquist, facendo uso del teorem a dell’indice 
logaritm ico.

D al pun to  di vista concettuale il procedim ento ha pregi di eleganza e gene
ra lità  ; dal punto  di vista pratico  vale la pena rilevare che la im postazione 
dei calcoli, a cui esso dà luogo, risu lta  particolarm ente appropriata  all’uso delle 
calcolatrici elettroniche, essendo le operazioni dell’algebra m atriciale di cor
ren te program m azione.

Im po st a zio n e  d e l  pr o b l e m a .

Iî i via prelim inare osserviamo che, senza ledere la generalità, è lecito 
fare riferim ento al caso in cui « v e  abbiano lo stesso num ero di dim ensioni 
e perciò la m atrice || oc || sia quad ra ta . In fa tti, se risultasse n > m , alle equa
zioni (1) potrebbero aggiungersi a ltre  n —  m  equazioni fittizie, re la tive ad 
a ltre ttan te  variabili fittizie di uscita - u»t+i ,'um+z ,• • • f un identicam ente nul
le, ponendo in esse eguali a zero i coefficienti delle variabili di ingresso 
£ i , £2 ,•••>£».  In  m odo analogo si potrebbe ragionare se fosse n < m .
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Le considerazioni relative al blocco a possono evidentem ente essere estese 
alle altre  parti del sistem a a retroazione e pertan to  risu lta  lecito supporre 
che i vetto ri zve , w u , w r e zvQ abbiano tu tti  lo stesso num ero di dimensioni.

Il com portam ento dei blocchi oc e (3 può dunque essere definito da due m a
trici quad rate  II oc II e || (3 || tali che:

, N l Wu =  I OC I we
®  U  =  | P | » „ .

Per quanto  riguarda il blocco K (dove avviene il confronto fra il vetto re 
di riferimento wQ ed il vetto re di retroazione ivr), la linearità dei legami che 
intercedono fra le varie grandezze consente di definire una coppia di m atrici 
Il X II e II pi II tali che (2) :

(6) we =  I L|| wQ — I (x I wr.

M oltiplicando a sinistra am bo i m em bri della (6) per | | a | |  e tenendo 
conto delle (5), si trova :

=  I a 11 X I w0 — Il a j I n II J p J wu 

da cui la relazione fra i vetto ri w u e wQ :

(7) (p l  +  M M I P D w« =  M I x l wo,
nella quale || 1 || rappresen ta la m atrice u n ita ria :

I 0 0 • -,.  0

0 I 0 • ■• • 0

0 0 0 • ■• • I

(2) Se i blocchi oc e p fossero quadripoli elettrici e K fosse un esapolo, si avrebbe, con 
ovvio significato dei simboli:

Vo v e v„
ZVo = Io , W e =

1.
, «V=

i«
e fra le sei grandezze Ve , l e , V0 , I0 ,W > L sussisterebbero, per la presenza di K, legami 
rappresentati da tre equazioni lineari ed omogenee.

Tali equazioni consentirebbero, in generale, di esprimere V* , l e e I0 in funzione di V0 , Vr 
e lr e perciò si avrebbero, in particolare, le relazioni:

V, =  Xxx Vo---[Xix Vr--- [X 1 2  Ir

Ie — X21 VO   P21 Vr   P>22 Ir >

che mettono in evidenza la proprietà della matrice || X|| di avere nulli i coefficienti della se
conda colonna. Sarebbe facile riconoscere che questa proprietà, riflette la circostanza fisica 
per cui il comportamento del sistema risulta completamente determinato quando è assegnata 
la sola tensione VQ'»
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Sulla relazione (7), di cui è evidente l’analogia con la notissim a form ula 
che lega i segnali di uscita e di ingresso di un sistem a a retroazione nella ra p 
presentazione m ediante funzioni di trasferim ento, è fondata la presente analisi. 

L a m atrice
P i i  P i  2  * P i n

(8) Il K II II ^  Il II P
P 2 1  P 2 2  * ? 2 «

Pn 1 P n 2 P nn

può essere chiam ata matrice dì retroazione, per analogia col fattore di retroazione ; 
essa si riduce a || oc || || (3 || se, come ta lvo lta  avviene, || p || è un itaria . 

Ponendo (3) :
at 1 2 * 1  n

R II

2̂1 2̂2 ' *

* nn

ed indicando con Oj , o2 , • • - , on le com ponenti di wQ, la relazione m atriciale 
(7) può scriversi, per disteso, nella form a :

1 +  Pii 

P21

P12

1 +  p22 •

Pi n 

P z n U z

*11

«21.

* 12  ‘ '

& 22

•. «1 » ■

^2 n

0 1

0 2

Pn 1 Pn 2 * ‘ 1 +  Pnn U n a m a' n '2 ^ n n O n

la quale com pendia il sistem a di equazioni :

n n

(9) 2  ( + P  ik) u k = ^ aik ° i (i =  1 » 2 , • • •, n)
k — 1

se i-\= k  
se i  =  k.

essendo :

=
0
1

D al sistem a (9) si ricava :

( io ) 2  ai
Bir

■ik A >

(3) Nel cajso dei sistemi elettrici,quadripolari, potendosi ritenere nulli i coefficienti della 
seconda colonna di || X. ||, risultano pure nulli i coefficienti della seconda colonna di 
Il a II II X II , come è necessario perché il comportamento dell’intero circuito risulti esprimi
bile in funzione della sola tensione VQ. Circostanze analoghe si verificano ogni volta che le 
componenti di zvQ non possono essere tutte considerate variabili indipendenti.
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avendo indicato con A il determ inan te associato alla m atrice

I  f i - - P i i P i  2 P i  n

1 1 + 1 a  1 Il f * 1 1 P  —

P 21 1 f i “ P 2 2  * P 2  n

P n  1 P n  2 ■ ■ I  +  P n n

e con B?v il com plem ento algebrico dell’elemento di ordine (i , r) nello stesso 
determ inante. Affinché il sistem a sia stabile, occorre che i coefficienti

funzioni della variabile complessa s =  cr +700, siano privi di p o l i ,nel semi
piano R [s] >  o e che gli eventuali poli im m aginari puri siano semplici.

Se gli elem enti delle m atrici | | a | | , | | p | | , | | X | |  e || (x || soddisfano a tale 
condizione (4), la stessa cosa p o trà  dirsi, evidentem ente, per gli elem enti delle 
m atrici || oc || || X || e || oc || || fx || || (3 ||, cioè per i coefficienti aìk e pik. In  questo

B.
caso gli eventuali poli instabili di cuk devono essere ricercati fra gli zeri 

di A, cioè fra gli zeri del determ inante della m atrice

(n ) Il 1 II +  Il a II II (X II II (3 ||.

Se non si ritiene conveniente effettuare il calcolo esplicito di tali zeri, la 
verifica di stab ilità  può farsi utilizzando il teorem a dell’indice logaritm ico 
allo stesso modo come nel criterio di N yquist : si traccia nel piano complesso 
il luogo degli estrem i di A, calcolato per s — 700 ed co variabile fra fi- 00 e —  00 ; 
il num ero dei giri com pleti a tto rno  aH’origine com piuti d a l vetto re rap p re
sen tativo  di A risu lta  eguale al num ero degli zeri di A contenuti nel semi- 
piano R  [s] >  o, ciascuno contato  tan te  volte quanto  è il suo ordine di m olte
plicità.

Se i coefficienti pik ed cuk avessero poli nel semipiano R [s] >  o, oppure 
se A avesse zeri o poli sull’asse immaginario, nella in terpretazione del d ia
gram m a occorrerebbero cautele del tu tto  analoghe a quelle necessarie quando, 
nell’applicazione consueta del criterio di N yquist, le funzioni di trasferim ento 
f l a e Hj3 dei singoli blocchi hanno poli in detto  sem ipiano oppure 1 fi- H a Hp 
ha 5$eri o poli sull’asse im m aginario.

Il procedim ento cade in d ifetto , evidentem ente, se il sistem a a retroazione 
com prende un blocco il cui com portam ento non sia definibile m ediante una 
m atrice del tipo considerato. Nel caso dei sistemi elettrici ad esempio, ciò 
avviene per un triodo funzionante in regime lineare, quando si trascurino le 
capacità in terelettrodiche ; in fatti, indicando con V* e con L  la tensione e 
la corrente di griglia (intese come variazioni rispetto  a prefissati valori di rife-

(4) Il che si verifica in modo agevole ed avviene certamente se i singoli blocchi sono in
trinsecamente stabili.
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rim ento) e con V« ed I« la tensione e 1à corrente anodica, utilizzando le conven
zioni pei segni indicate in fig. 2, si ha :

j L  =  o o V«

(I2) Ì I « = - g „ V e - g a V u ,

e s s e n d o ^  e ga rispettivam ente  la transcondu ttanza e la condu ttanza diffe
renziale anodica del triodo. Il sistem a (12) non può essere risolto rispetto  a

V u ed a I« e pertan to  non è definibile la m atrice che esprime
V,zione di T

Vu in fun

s i  deve rilevare, tu ttav ia , che in casi del genere il calcolo delle funzioni 
di trasferim ento dei singoli blocchi non presenta difficoltà e si ha perciò con
venienza a svolgere l’analisi di stab ilità  nel modo consueto. D ’a ltra  parte , è 
sufficiente tenere conto delle capacità in terelettrodiche del triodo (come è 
in effetti necessario, in generale) perché la circostanza anz ide tta  non abbia 
luogo.

Analoghe considerazioni possono farsi con riferim ento a qualsiasi sistem a 
elettrico, meccanico, elettrom eccanico, ecc., ogni qual volta si trascurino le 
reazioni che le grandezze di uscita di un blocco hanno sulle grandezze di 
entrata del blocco stesso. Occorre peraltro  avere presente che T applicazione 
del procedim ento illustra to  ha interesse nei casi in cui tali semplificazioni 
non possono essere fa tte  e, di conseguenza, l’eccezione non ha im portanza.

U n a successiva N ota  sarà dedicata  7ad illustrare, m ediante esempi, l’u t i
lità  del procedim ento stesso.


