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Relatività. — SulVùso di coordinate armoniche in Relatività gene­
rale. N o ta 0  di F ranca G r a iff , presentata r )  dal Socio B. P in z i.

1. In troduzione . — Nella teoria della R ela tiv ità  Generale si incontrano 
frequentem ente scalari o sistem i di scalari, form ati con i simboli di Christoffel 
e con le loro derivate ordinarie, che, per la loro form a e per le id en tità  alle 
quali soddisfano, si prestano ad in teressanti in terpretazioni fisiche, m a of­
frono un  grave inconveniente: non sono né invarianti, né tensori.

Per poterli usare senza contravvenire  al principio di covarianza, ho usato 
questo m etodo (l) : accanto all’Universo riem anniano V 4, riferito a coordinate 
(per ora generiche) x  e di m etrica :

d s2 =  g ik (oc*) dx* d x k

ho considerato una varie tà  pseudoeuclidea E4, riferita a coordinate carte­
siane ortogonali y*, di m etrica quindi :

da2 = $ikdy*dyk.

I simboli di Christoffel della V 4 : j j non sono tensori, e nemmeno le 

loro derivate ordinarie; lego ora la V 4 alla E 4 m ediante le :

(*) x* =  y

intendendo cosi che qualunque trasform azione di coordinate sia sim ultanea 

per le due v a rie tà ; j j possono allora considerarsi, nel particolare sistem a 
di riferim ento x  , come le com ponenti delle differenze fra i simboli di Chri­
stoffel delle due varie tà  : e queste hanno cara tte re  tensoriale in entram be.

A nalogam ente, le derivate  ord inarie dei simboli stessi, possono conside­
rarsi, sem pre nel sistem a F ,  come le com ponenti dei tensori che si ottengono 
dalle differenze derivandole in E 4.

Q ualunque com binazione fa tta  con i simboli di Christoffel e con le loro 
deriva te  ordinarie rappresen terà ancora, nel riferim ento od, un tensore : per 
avere la form a di q u est’ultim o in un riferim ento generico, basterà  sostitu ire 
ai simboli stessi le differenze, ed alle derivate ordinarie quelle covarianti in E 4,

D al pun to  di vista teorico questo procedim ento è senz’altro  vantaggioso, 
m a offre un inconveniente: in fa tti le (*) stabiliscono un legame tra  ■l’U n i­
verso ■ incurvato  dalla gravitazione e quello vuoto della re la tiv ità  ris tre tta , 
m a non sono di n a tu ra  tensoriale : il tensore differenza dei simboli di Chri-

(t) Lavoro eseguito nelPam bito dell’a ttiv ità  dei gruppi di ricerca m atem atica del 
C .N .R .1

(**) Nella seduta del 9 novem bre 1963.
(1) F. Graiff, Carattere tensoriale dell'azione einsteiniana, questi « Rendic. », serie V il i ,  

voi. X X X  (1961).
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stoffel, che da questo legame risu lta  definito, non coincide, in generale, con 
l’analogo tensore differenza che si o ttiene qualora, nelle (*), si pongano al 
posto delle x  , altre coordinate x "  : le differenze tra  i simboli di Christoffel 
dipendono quindi, oltre che dalla n a tu ra  dell’U niverso V 4, anche dalla scelta 
delle coordinate x  .

Nella presente N o ta  preciso questa  caratteristica  sia delle differenze so­
p ra  considerate che della densità di azione con esse form ata e della corri­
spondente azione ; rendo poi conto del fa tto  che, pur non essendo q u est’u ltim a 
univocam ente determ inata , le equazioni di campo da essa ricavate con un  p rin ­
cipio analogo a quello di H am ilton, non risentono di questa indeterm inazione.

Rilevo inoltre che, dal pun to  di v ista pratico, è proprio la libertà  di scelta 
del legame (*) che risu lta  un elem ento favorevole, perché dà la possibilità 
di scegliere tra  i sistem i x  quello che offre m aggiori vantaggi nella soluzione 
dei vari problem i di re la tiv ità .

Considero, in particolare, il caso in cui le x  siano coordinate armoniche, 
e, dopo aver stabilito , in form a covariante, le condizioni di arm onicità, ne 
considero qualche im m ediato vantaggio.

Sem pre nello stesso ordine di idee, sviluppo invece piu am piam ente il 
caso in cui l’U niverso, incurvato  da u n ’unica m assa concentrata in un punto, 
possa considerarsi statico  a sim m etria spaziale sferica : definisco così, in forma 
invarian tiva, le forze grav itazionali e la densità di azione, dalla quale ricavo 
d ire ttam en te  le equazioni di campo sotto  form a di sistem a canonico, la cui 
integrazione po rta  alla no ta  soluzione di Schwartzschild.

2. F orze GRAVITAZIONALI ed  INERZIALI. -  Siano x { ed x ni due particolari 
sistem i di riferim ento per la V 4 ; siano tfjk ed vfk i tensori, differenze tra  i 
simboli di Christoffel della V 4 e della E 4, definiti qualora le due varietà siano 
legate dalla (*) o dalla
(**) x " 1 =  y i

rispettivam ente. Si considerino allora le formule che, in un generico riferi­
m ento x\; danno i simboli di Christoffel della V 4 per mezzo degli stessi nei rife­
rim enti x { e lx ' fi rispettivam ente, e cioè (2) :

dalle quali :

( 0

! qr

\ j k  I \ q r \  3*/ 3x k 3x ,p 3rd dx* dx'r

 ̂ i ) I fi !" d x"q dx"r dxì ( 32x " r dx*
[ j k  \ ~ [ g r  \ 3z j dxk dx’’P +  dx"r

j p  )' dx,q dx 'T dxi
1 <lr  ' dxj 3x* 3x ,p ~~

3x " e 3x " r 3x { " 3*x,r 3xi d^xnr dx*
1 dxJ dxk dx dxJ dxk dx’ r dxJ‘ dxk

(2) Cfr. ad esempio: B. Finzi e M. PASTORI, Calcolo tensoriale ed applicazioni, Bologna 
1961, p. 197.
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Ricordo ora che j ^ j  sono le com ponenti di p*jk nel riferim ento x  , che
{ 'Pi"

j sono le com ponenti di yfjk nel riferim ento x "  ; la differenza tra  parentesi 
quadra al secondo m em bro della (i)  ha quindi cara ttere  tensoriale, ed è precisa- 
m ente la differenza tra  i simboli diChristoffel di due varie tà  pseudoeuclidee, rife­
rite  agli stessi param etri x \  aventi come tensori fondam entali rispettivam ente:

'\  > r i\ x- 'àx' 9a )  ««(**) =  8 * - a") fàik Ĉ ?) —
dx',p
dxi

dx"q
dxk

e come m etriche qu ind i:

b') ds ,2 =  aik (od) dx* d x k b") ds" 2 =  a-k (x^) dx^ d x k.

Indicando con vik questo tensore, per le osservazioni fa tte  sopra, la (1) 
può essere scritta  :

( D  p i =  74 — v
Cioè il legame (*) tra  la V 4 e la E 4, fin che non vengono precisate le coor­

d inate x  , determ ina le differenze tra  i simboli di C hristoffel delle due varietà 
a meno di un tensore v\k, differenza, a sua volta, tra  i simboli di C hristo ffel 
di due varietà pseudoeuclidee, riferite agli stessi param etri.

Q ualora la trasform azione x n =  x ” (xf) possa in terp re tarsi in E 4 come la 
form ula che dà il passaggio da un osservatore inerziale che si vale di coordi­
n ate  cartesiane ortogonali x  ad un altro  in m oto qualunque rispetto  ad esso 
C O  > v^ st-a a rappresen tare le forze inerziali n a te  in E 4 per effetto del m oto 
stesso. Per la (T) esse risultano quindi il divario tra  i due sistem i di forze 
(gravitazionali ed inerziali) rilevate in V 4 nei riferim enti x  ed x "  e rap p re­
sentate , nel generico riferim ento x*, dai tensori p*k e rfjk rispettivam ente.

Se poi la trasform azione x ” =  x n ( x )  coincide con la classica trasform a­
zione di L orentz, v^. risu lta  natu ra lm ente  nullo.

Q ualora inoltre si riesca a trovare nell’U niverso incurvato  un riferim ento 
x  tale che per esso i simboli di Christoffel stiano a rappresen tare la g rav ita ­
zione pura e si annullino con essa, allora veram ente il tensore p)k rappresenta 
le forze gravitazionali spogliate dall’inerzia ; quest’ultim a, se la trasform a­
zione x "  =  x "  ( x )  rappresen ta un m oto dell’osservatore, sarà tu t ta  con­
ten u ta  nel tensore v*’ .

3. Azione ED equazioni di campo. -  Per quanto è sta to  detto , segue che 
il procedim ento già definito per trasform are pseudo-tensori e funzioni in 
q u an tità  di n a tu ra  tensoriale, dà luogo a tensori ed invarian ti d ipendenti dal 
legame (*) scelto, quindi non univocam ente determ inati. A d esempio, la den­
sità di azione po trà  essere definita nei seguenti due modi, a seconda che valga 
la (*) o la (**) <3>:

£' =  a« [p£ p'.. —  p£Py  £" =  *« [v)/,

essendo cdk la densità del tensore fondam entale di V 4.

(3) Cfr. F. Graiff, loco citato.
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Se però si applica lo stesso procedim ento al tensore di R iem ann o ai 
suoi con tra tti, si devono o ttenere espressioni diverse solo form alm ente, m a 
intrinsecam ente eguali. A d esempio, la densità del suo invarian te  lineare 
po trà  essere espressa nei seguenti due modi (4) :

oR — W  i i  
— 7T -  a __ £' 111£0 £  *ik

U W kUJ J

dove con una b arra  (/) e con due barre (//) si indichi derivazione covariante 
rispetto  alle forme ò') e ò”) rispettivam ente.

Eguagliando le due precedenti espressioni si può rapidam ente trovare il 
legame tra  £' ed £" :

£' £" + dZ'

9 ^ 7
0Ltk

U ,9a‘V
0L*k

lllJ

Si può allora concludere che le diverse densità di azione differiscono per 
la divergenza di densità vettoriali. N ell’azione quindi questo divario dà luogo 
ad in tegrali calcolati al contorno : questo spiega perché le equazioni di campo, 
ricavate col principio di stazionarietà d e laz io n e -s te ssa , non dipendano dal 
legame (*). Questo spiega anche il perché Palatin i abbia po tu to  dedurre in 
form a rigorosam ente tensoriale, da un  principio variazionale, le equazioni 
di campo (5)..

4. C oord ina te  arm oniche e condizioni di arm onicità. -  L a libertà 
di scelta del sistem a x  di V 4, da legare alle coordinate cartesiane ortogonali 
di E 4 m ediante la (*), risu lta  senz’altro  un elemento favorevole quando si 
vogliano affrontare problem i concreti di R elativ ità  Generale : essa perm ette  
in fa tti di scegliere come riferim ento x  quello che offre maggiori vantaggi per 
la loro soluzione.

Sia, ad esempio, questo riferim ento x  tale che, per esso, i simboli di C hri­
stoffel soddisfino a determ inate condizioni : ad esempio, si annullino in un 
punto , o lungo u n a  linea, o risultino nulle delle loro combinazioni lineari fa tte  
col tensore fondam entale. Dopo aver stabilito, m ediante la (*), il legame, tra  
la V 4 e la E 4, si cambi com unque il riferim ento : qualunque esso sia, le  diffe­
renze tra  i simboli di Christoffel delle due varietà soddisfaranno a quelle stesse 
condizioni soddisfatte, in x ', dai simboli di Christoffel di V 4.

Il sostitu ire quindi i simboli di Christoffel cón le differenze p o rta  ad un 
duplice vantaggio : godere delle semplificazioni permesse dal sistem a x  e 
lavorare in form a invarian tiva, con la possibilità di scegliere un riferim ento che 
apporti ulteriori semplificazioni.

T ra  i sistemi x  usati in R elativ ità , quello delle coordinate arm oniche ri­
sulta senz’altro  privilegiato, sia per i vantaggi che esso offre nella soluzione di

(4) Cfr. A. E ddington, The mathem. Theory o f Relativity, Cambridge 1954, p. 132.
(5) A. PALATINI, Deduzione invariantiva delle equazioni gravitazionali dal principio 

di Hamilton , « Rend. Ciré. M at. Palermo », 42 (1919).
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num erosi problem i (6), sia per una certa affinità che esso possiede con le coor- 
d inate  cartesiane ortogonali (7). Esso viene definito nel seguente modo : 

Consideriamo nella V 4, riferita  a coordinate generiche x', il sistem a sem ­

plice di scalari : j j . Per una trasform azione di coordinate x ' =  x ' (x),

esso si trasform a con la legge :

g 't ,  s * f  =  _  2ih s
5 | pq  ( * [ dxl dxh dxs j ik

cioè :

or PQ ) | =  —_ I 1
g  \ pq \ ~  U  *

dove i è un indice ordinale ed il D ’A lem bertiano ( □ )  è eseguito nella V 4 {8> 
riferita alle x l. Allora, se le q u a ttro  funzioni x  i (x k) hanno D A lem bertiano  
nullo nella V 4, nel nuovo riferim ento si avrà :

(2) - i - g g Jpq l
pq

da!**
dg*

Le coordinate x \  per le quali la. (2) risu lta  soddisfatta, sono de tte  a r­
moniche.

U n  vantaggio im m ediato del loro uso è che, per le (2), il tensore di curva­
tu ra  con tra tto , in form a controvariante, assume la seguente form a sem pli­
ficata (9) :

(3) §Jik = -----l- g pq ■ j____
d*** dx,p +  g prg >

k
Pq j * r

( rs  (

e la densità di azione, sempre per la (2), risu lta :

Associamo ora alla V 4, riferita  alle coordinate arm oniche x  , la E 4 riferita 
a coordinate cartesiane ortogonali y \  m ediante la  (*). Se ora cambiamo co­
m unque il riferim ento, qualunque esso sia, risu lterà :

(2') gte  =  o ovvero: vJhjk =  o.

L a prim a di queste due equazioni ha significato in am bedue le varietà, 
la secónda solo in E 4.

Le (2!) sono tensoriali e valgono in qualunque riferim ento.

(6) V. Fock, The theory o f space, time and gravitation, Pergam on Press, 1959, pp. XV, 
132, l 7$> ecc.

(7j) Cfr. V. Fock, loco citato , p. 346.
(8) Si è chiam ato D ’A lem bertiano, ed indicato con [ 3  l’operatore divgrad., per analogia 

con gli spazi pseudo-euclidei, essendo la V4 considerata a m etrica indefinita. (Cfr. B. Finzi 
e M. Pastori, loco citato , p. 189).

(9) Cfr. V. Fock, loco citato , p. 175.
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L a conseguenza più im portan te  (I0> di questo procedim ento è la seguente: 
T u tti  i m etodi usati per risolvere problem i di R elativ ità  passando a t t r a ­

verso le coordinate arm oniche, non contraddicono il principio di covarianza. 
Così il tensore di R iem ann con tra tto , in un  riferim ento generico, si esprim e :

(3') &ik =  — —g ^ g ikjP9 +  gtrg qs ?kpt P‘,

m entre la densità gravitazionale r isu lta :

(4')

Inoltre, il porsi in condizioni di arm onicità, il legare cioè TUniverso in ­
curvato  dalla m ateria  con quello vuoto in modo che le (2!) risultino soddisfatte, 
non solo non pregiudica la generalità  del prim o, m a non vincola il riferim ento, 
per cui rim ane ancora la possibilità di una opportuna scelta delle coordinate.

Illustro  quanto  ho d e tto  con un semplice esempio.
Si cerchino le equazioni cara tteristiche delle equazioni di campo della 

R ela tiv ità  : =  ó. Per le (2'), queste ultim e possono porsi nella form a :
g p q • = 0 ,  dove i puntin i indicano term ini, tu tti  tensoriali, nei quali non 
en trano  le derivate seconde di g ik. Se t ( *»') == h sono le equazioni delle incognite 
caratteristiche, posto: x° =  t , x1 =  0? , 3c2 =  * 2 , *3 =  *3 si trova im m ediata­
m ente ( 11} che, nel riferim ento sopra definito, deve essere soddisfatta la :

-00 hn dx° d*°°° p-pq------  ------ q
6  dx* 3x*

e quindi le incognite devono soddisfare, come è noto, la :

g P q Tjp T/ q =  o .

5. F orze gravitazionali dovute ad una massa pu n tifo rm e . -  È  noto 
che, nel caso di una m assa g rav itan te , concentrata in un punto , l’U niverso 
corrispondenjte può considerarsi statico  a sim m etria spaziale sferica : la sua 
m etrica può quindi esprim ersi 10 11 (I2) :

(5) ds* =  c* e*a dt2 —  é?213 dr2 —  r2 *2 y (d 62 +  sen2 0 dcp2)

dove oc , (3 , y sono funzioni della sola variabile r. È solito im porre che, per 
r  °°> le variabili a , § , y tendano a zero. Q ualora poi la massa, causa delle 
curvature, si riducesse a zero, la varietà sopra considerata deve ridursi a pseu­
doeuclidea.

(10) Si può anche rilevare che, operando nel senso descritto, le soluzioni delle due equa­
zioni differenziali:

v*tkjk — °  h1 e □  / =  o. in V4

risultano due problemi stre ttam en te  legati.
(11) Cfr,, ad esempio, J. L. SYNGE, Relativity', the general theory, A m sterdam  i960, p. 226;

M. Pastori, Propagazione delle azioni gravitazionali ed elettromagnetiche, « Rend. 1st. Lomb.», 
72i 5°9~5 ( i939)> fi- P inzi, Discontinuità sul fronte d'onda delle azioni gravitazionali, questi
« Rend. », ser. V i l i ,  voi. VI, (1949).

(12) Cfr., ad esempio, V. Fock, loco citato, p. 188.
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Viene allora spontaneo legare l’universo V 4, così definito, ad una varietà 
E 4, in m odo tale che la m etrica di quest’ultim a, riferita agli stessi param etri, 
/  , r  , 0 , 9, risu lti :
(6) da2 =• c2 d t2 —  dr2 —  r2 (dQ2 -f- sen2 0 dtp2)

L a trasform azione di coordinate :

(7) *0 =  et ; x x =  r  sen 0 cos cp ; x z =  r  sen 0 sen 9 ; x 3 =  r  cos 0

dà alla (6) form a pseudopitagorica,, non così alla (5) ; le x  risu ltano cioè car­
tesiane ortogonali per la E 4.

Posto : x° =  t, =  r, ;r2.=  0 , x 3 =  9, le com ponenti (diverse da zero) 
della densità del tensore fondam entale di V 4, in questo riferim ento, sono:

i a°° =  sen 0 — a a11 =  — sen Qcr2 ea+2^~^

(8) / oc22 =  —  sen 0- cea+$ a33— — — a22
\ sen2 0

e le com ponenti delle differenze p\k tra  i simboli di Christoffel delle due va­
rietà, diverse da zero, risu ltano : (l’accento indica derivazione rispetto  ad r)

o r1 Poi =  a Pii -  P' Pia =  Y

(9) pC =  c* g2(a_W a' p22 =  — r  [(1 -f- HO e2^ ~ ^  —  1] co 11

j P33 .== sen2 6 pL .

Osservo ora che P annullarsi-'della m assa g rav itan te  p o rta  come necessaria 
conseguenza l’annullarsi di oc , (3 , y ovunque, e viceversa : il tensore p\k ri­
su lta  in questo caso nullo. A  ragione esso può quindi rappresentare le forze 
gravitazionali.

6. Condizioni DI ARMONICIt A. -  Nella particolare varie tà  presa in con­
siderazione, le coordinate arm oniche risultano definite a meno di una trasfor­
m azione di L orentz (l3). Per quanto  è sta to  precedentem ente detto , esse si 
presentano quindi come le più idonee per il legame (*).

Se si vuole che le coordinate (7) V , cartesiane ortogonali per la E 4, risul­
tino arm oniche per la V 4, nel sistem a x  stesso le a!ik dovranno soddisfare le 
condizioni (2). In  un generico riferim ento, ed in particolare in quello consi­
derato  ( t , r  , 0 , 9 )  le condizioni di arm onicità sono le (2').

Per la partico lare n a tu ra  della V 4, e per il riferim ento preso, tre di queste 
equazioni sono già identicam ente soddisfatte, e precisam ente :

a ik p? ■= o  0La  p2 = 0  a*  p? === o .* ik xik *tk

L a quarta : cdk pxik =  o, p o rta  alla seguente condizione tra  a , (3 , y e le 
loro derivate (l4) :
( io )

(13) Cfr. V. Fock, loco citato, p. 346.
(14) Cfr. V. Fock, loco citato, p. 188.
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7. Azione, equazioni di campo ed id e n t i tà  d e l  Bianchi. -  Calcolo ora, 
m ediante le (8) e (9), tenendo conto delle (4') e (10), la densità (tensoriale) 
di azióne ; risu lta  :

(11) £ =  cr2 sen 0^(a+2Y_ l5) [oc'2— (3'2-f- 2y ' 2— 2 y ' ( a - | ~ 2 y  — (3)'] 

e l’azione gravitazionale (invariante) si esprime allora :

(12) S — c j r 2 sen 0^(a+2Y-P) [oc'2 — (3'2-f  2 y '2— 2 y '(a - |-2 y ;— fì)']dtdrdQd(p.
X

Im ponendo che oc , (3 , y siano funzioni di r  tali da rendere l’azione s ta ­
zionaria, si ottengono le equazioni di campo : esse sono le equazioni di E u lero - 
Lagrange, qualora si assum a come L agrangiana la (11), si consideri come sola 
variabile indipendente la r , e 0 come param etro  : sono in num ero di tre, tan te  
quan te  le incognite oc , (3 , y. Indicando queste ultim e con , le equa­
zioni di campo sono allora :
( v \d_ _3£_____3£_ __

dr 3 uk 3uk

Per la particolare form a della L agrangiana £, si può rapidam ente ricavare 
con i soliti m etodi della m eccanica analitica, una q u arta  equazione, conse­
guenza delle (13), e precisam ente:

( h )
dZ  , 2 £
dr ' r =  O.

Q uesta risu lta  la sola id en tità  del Bianchi, cheaper il riferim ento preso, 
e per il legame (*) stabilito , lega le equazioni di campo (13).

Essa è integrabile e risu lta  :

(14') r 2 2  =  h sen 0 con h costante.

Poiché 3en 0 >  o, si deduce che 2  deve avere sempre lo stesso segno, 
ed am m ettendo che l’azione S sia positiva, si conclude, per la (12), che 2  è 
sempre positiva assieme ad h.

8. Sistem a  CANONICO. -  Invece che esplicitare d irettam ente le (13), 
eseguo prim a un cam biam ento di variabili :

2 oc ='q± CL +  $ = q 2 a — (3 +  2 y - ^ 3  r  =  ~

L ’azione (12) si esprim e allora :

(12') S == —  ^ — sen 0 / 3 (ql — ql — ql) d td z  dQ d<p
X

e le equazioni di campo equivalenti alle (13) possono porsi so tto  forma di 
sistem a canonico, relativo alla L agrangiana :

0 0 £' =  —  ql — ql).
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Posto, come di consueto :

p k ^
di'
H i

la funzione di H am ilton risu lta  :

(15) H =  ^ 3  (pl — pl — fà-
9H

ed essendo =  o, risu lta pure H =  cost, (equivalente alla id en tità  del

Bianchi prim a trovata). Con un ragionam ento analogo al precedente, si con­
clude che H è una costante positiva :

(16) H =  m 2

Il sistem a canonico risu lta  allora :

[ pz =  o p*. =  o i^3==H
( T7)

[q I =  2 p I e qs q2 =  —  2 p 2e H #3 =  — 2 P 2e *3.

Tenendo conto, per il calcolo delle costanti di integrazione, della (16), 
delle solite condizioni al contorno (per z - ^ o ) ,  della condizione di arm onicità 
(io), il precedente sistem a canonico dà luogo alla classica soluzione dello 
Schwartzschild :

ds2 =  c2 r m dt 2 —  d r 2 —■ (r - f  ni) 2 \dfì2 +  sen2 0 d<p2] .r~ ^m  r — m K '  L 1 r J


