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Relativita. — Su/l’uso di coordinate armoniche in Relativita gene-
rale. Nota @ di Franca GrAIFF, presentata ¢ dal Socio B. Finzr.

I. INTRODUZIONE. — Nella teoria della Relativitd Generale si incontrano
frequentemente scalari o sistemi di scalari, formati con i simboli di Christoffel
e con le loro derivate ordinarie, che, per la loro forma e per le identita alle
quali soddisfano, si prestano ad interessanti interpretazioni fisiche, ma of-
frono un grave inconveniente: non sono né invarianti, né tensori.

Per poterli usare senza contravvenire al principio di covarianza, ho usato
questo metodo ) : accanto all'Universo riemanniano V,, riferito a coordinate
(per ora generlche) x" e di metrica:

ds® =g, () dx'" dx'*

ho considerato una varietd pseudoeuclidea E,, riferita a coordinate carte-
siane ortogonali 3%, di metrica quindi:

* = Sy dy’ dyt.

I simboli di Christoffel della V,: 7 non sono tensori, e nemmeno le

| ik
loro derivate ordinarie; lego ora la V, alla E, mediante le:
® =y

intendendo cosi che qualunque trasformazione di coordinate sia simultanea

S .
per le due varietd ; 3 J ', ( Possono allora considerarsi, nel particolare sistema

di riferimento #’, come le componenti delle differenze tra i simboli di Chri-
stoffel delle due varietd: e queste hanno carattere tensoriale in entrambe.

Analogamente, le derivate ordinarie dei simboli stessi, possono conside-
rarsi, sempre nel sistema x’, come le componenti dei tensori che si ottengono
dalle differenze derlvandole in E,.

Qualunque combinazione fatta con i simboli di Christoffel e con le loro
derivate ordinarie rappresenterd ancora, nel riferimento ', un tensore: per
avere la forma di quest’ultimo in un riferimento generico, basterd sostituire
ai simboli stessi le differenze, ed alle derivate ordinarie quelle covarianti in E,.

Dal punto di vista teorico questo procedimento & senz’altro vantaggioso,
ma offre un inconveniente: infatti le (¥) stabiliscono un legame tra 1'Uni-
verso incurvato dalla gravitazione e quello vuoto della relativiti ristretta,
ma non sono di natura tensoriale: il tensore differenza dei simboli di Chri-

(¥) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei gruppi di ricerca matematica del
C.N.R/

(**) Nella seduta del 9 novembre 1963.

(1) F. GRATFF, Carattere tensoriale dell’ azione einsteiniana, questi « Rendic. », serie VIII,
vol. XXX (1961).
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stoffel, che da questo legame risulta definito, non coincide, in generale, con
I'analogo tensore differenza che si ottiene qualora, nelle (¥), si pongano al
posto delle x’, altre coordinate x’': le differenze tra i simboli di Christoffel
dipendono quindi, oltre che dalla natura dell’'Universo V,, anche dalla scelta
delle coordinate x’.

Nella presente Nota preciso questa caratteristica sia delle differenze so-
pra considerate che della densitd di azione con esse formata e della corri-
spondente azione ; rendo poi conto del fatto che, pur non essendo quest’ultima
~ univocamente determinata, le equazioni di campo da essa ricavate con un prin-
cipio analogo a quello di Hamilton, non risentono di questa indeterminazione.

Rilevo inoltre che, dal punto di vista pratico, & proprio la liberta di scelta
del legame (*) che risulta un elemento favorevole, perché da la possibilita
di scegliere tra i sistemi x” quello che offre maggiori vantaggi nella soluzione
dei vari problemi di relativita.

Considero, in particolare, il caso in cui le 2’ siano coordinate armoniche,
e, dopo aver stabilito, in forma covariante, le condizioni di armoniciti, ne
considero qualche immediato vantaggio.

Sempre nello stesso ordine di idee, sviluppo invece pil ampiamente il
caso in cui 'Universo, incurvato da un’unica massa concentrata in un punto,
possa considerarsi statico a simmetria spaziale sferica : definisco cosl, in forma
invariantiva, le forze gravitazionali e la densitd di azione, dalla quale ricavo
direttamente le equazioni di campo sotto forma di sistema canonico, la cui
integrazione porta alla nota soluzione di Schwartzschild.

2. FORZE GRAVITAZIONALI ED INERZIALL — Siano x’* ed #”’# due particolari
sistemi di riferimento per la V,; siano ¢ €d %, i tensori, differenze tra i
simboli di Christoffel della V, e della E,, definiti qualora le due varietd siano
legate dalla (¥) o dalla

(**) 2=y
rispettivamente. Si considerino allora le formule che, in un generico riferi-

mento #*, danno i simboli di Christoffel della V, per mezzo degli stessi nei rife-
rimenti &% e!x”’? rispettivamente, e cio¢ (2

3 Z $ LW 2y
TRN T gr\ sa axt ax? wl 3k ax'r
g i)\ p T ' oxf 2x"'r Jxf
; JEV T Lgr\ axd 3k 't ' o adk ax'”
dalle quali:
(I) 310 " 3x'? T 0xt _
97\ a7l axt ax?
1 " oY xT At e2x'” ot 2y oxf
= - - — - — - —
97 ox! oAt ax''? ox’ ot ax'” ox’ 9t ax'”

(2) Cfr. ad esempio: B. FINZI ¢ M. PASTORI, Calcolo tensoriale ed applicazioni, Bologna
1961, p. 197.
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V20

Ricordo ora che {gr{ SODO le componenti di pi, nel riferimento ', che

g f . g,, sono le componenti di v, nel riferimento z”* ; la differenza tra parentesi
quadra al secondo membro della (1) ha quindi carattere tensoriale, ed & precisa-
mente la differenza tra i simboli di Christoffel di due varieta pseudoeuclidee, rife-
rite agli stessi parametri 27, aventi come tensori fondamentali rispettivamente:

ox'? o'
ot oxk

ax''? ax''?

a')  au(x) =38 ") an () =8p 5

e come metriche quindi:
b") ds"” = ay (2*) dx* dx* b"™) ds"® = al, (2% dx* dxt.

Indicando con Vi uesto tensore, per le osservazioni fatte sopra, la (1)
Tk ’ 4
pub essere scritta:

) O = My Vi -

Cioe il legame (*) trala V, e la E,, fin che non vengono precisate le coor-
dinate 2, determina le differenze tra i simboli di Christoffel delle due varietd
a meno di un tensore vjlﬁé, differenza, a sua volta, tra i simboli di Christoffel
di due varieta pseudoeuclidee, riferite agli stessi parametri.

Qualora la trasformazione x” = z”’ (x) possa interpretarsi in E, come la
formula che da il passaggio da un osservatore inerziale che si vale di coordi-
nate cartesiane ortogonali 2’ ad un altro in moto qualunque rispetto ad esso
("), v}, sta a rappresentare le forze inerziali nate in E, per effetto del moto
stesso. Per la (I') esse risultano quindi il divario tra i due sistemi di forze
(gravitazionali ed inerziali) rilevate in V, nei riferimenti x ed x’' e rappre-
sentate, nel generico rlferlmento x, dal tensori ¢? s € “’ljk rispettivamente.

Se poi la trasformazione x” = x’’ (') coincide con la classica trasforma-
zione di Lorentz, v;.b risulta naturalmente nullo.

Qualora inoltre si riesca a trovare nell'Universo incurvato un riferimento
%" tale che per esso i simboli di Christoffel stiano a rappresentare la gravita-
21one pura e si annullino con essa, allora veramente il tensore %, rappresenta
le forze grav1ta21ona11 spogliate dall’inerzia; quest’ultima, se la trasforma-

zione ' &’ = x” (x) rappresenta un moto dell’osservatore, sara tutta con-
tenuta nel tensore vi,.

3. AZIONE ED EQUAZIONI DI CAMPO. — Per quanto ¢ stato detto, segue che
il procedimento gid definito per trasformare pseudo—tensori e funzioni in
quantita di natura tensoriale, da luogo a tensori ed invarianti dipendenti dal
legame (*) scelto, quindi non univocamente determinati. Ad esempio, la den-

sita di azione potra essere definita nei seguenti due modi, a seconda che valga
la (*) o la (¥*) ™

' it [of of o #Tnd v i ol
&= o] of — o0l Q7 = ot [0, — ]
essendo a* la densitd del tensore fondamentale di V,.

(3) Cfr. F. GRAIFF, loco citato.
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Se pero si applica lo stesso procedimento al tensore di Riemann o ai
suoi contratti, si devono ottenere espressioni diverse solo formalmente, ma
intrinsecamente eguali. Ad esempio, la densitd del suo invariante lineare
potra essere espressa nei seguenti due modi 4 :

e
aocz'é//j

oc"k] — ¢ R = [ oc"k} —
17 i
dove con una barra (/) e con due barre (//) si indichi derivazione covariante
rispetto alle forme &) e &) rispettivamente.

Eguagliando le due precedenti espressioni si pud rapidamente trovare il
legame tra £ ed £7:

= -+ 3 UL — %" ok
7 ok . et L
LAY 17 &l 15

Si pud allora concludere che le diverse densita di azione differiscono per
la divergenza di densita vettoriali. Nell’azione quindi questo divario da luogo
ad integrali calcolati al contorno : questo spiega perché le equazioni di campo,
ricavate col principio di stazionarietd dell’azione stessa, non dipendano dal
legame (*). Questo spiega anche il perché Palatini abbia potuto dedurre in
forma rigorosamente tensoriale, da un principio variazionale, le equazioni
di campo ..

4. COORDINATE ARMONICHE E CONDIZIONI DI ARMONICITA. — La liberta
di scelta del sistema z’ di V,, da legare alle coordinate cartesiane ortogonali
di E, mediante la (*), risulta senz’altro un elemento favorevole quando si
vogliano affrontare problemi concreti di Relativith Generale: essa permette
infatti di scegliere come riferimento x’ quello che offre maggiori vantaggi per
la loro soluzione.

Sia, ad esempio, questo riferimento «’ tale che, per esso, i simboli di Chri-
stoffel soddisfino a determinate condizioni: ad esempio, si annullino in un
punto, o lungo una linea, o risultino nulle delle loro combinazioni lineari fatte
col tensore fondamentale. Dopo aver stabilito, mediante la (¥), il legame tra
laV,ela E,, si cambi comunque il riferimento: qualunque esso sia, le diffe-
renze tra i simboli di Christoffel delle due varietd soddisferanno a quelle stesse
condizioni soddisfatte, in x’, dai simboli di Christoffel di V,.

I1 sostituire quindi i stmboli di Christoffel con le differenze porta ad un
duplice vantaggio: godere delle semplificazioni permesse dal sistema #' e
lavorare in forma invariantiva, con la possibilita di scegliere un riferimento che
apporti ulteriori semplificazioni.

Tra i sistemi ' usati in Relativita, quello delle coordinate armoniche ri-
sulta senz’altro privilegiato, sia per i vantaggi che esso offre nella soluzione di

(4) Cfr. A. EDDINGTON, Te mathem. Theory of Relativity, Cambridge 1954, p. 132.
(5) A. PALATINI, Deduzione invariantiva delle equazioni gravitazionali dal principio
di Hamilton, « Rend. Circ. Mat. Palermo», 42 (1919).
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numerosi problemi (), sia per una certa affinitd che esso possiede con le coor-
dinate cartesiane ortogonali (. Esso viene definito nel seguente modo :
Consideriamo nella V,, riferita a coordinate generiche 7, il sistema sem-

i

plice di scalari: g#? sal Per una trasformazione di coordinate x' = &’ (x),

)

esso si trasforma con la legge:

rogd 1| o2yt %'F | s
} —_

— gt~z ")
g | g\ — &7 | oxl ogh dxs | [k

cioé :
278 I R
g 29 ' ﬁy ‘ = D x
dove 7 & un indice ordinale ed il D’Alembertiano ([]) & eseguito nella V, ®

riferita alle x*. Allora, se le quattro funzioni #'¢ (x¥) hanno D’Alembertiano
nullo nella V,, nel nuovo riferimento si avra :

o™

ox'?

2 ____"pq% Z.$ = 0.
() I—g' g ,,

Le coordinate #’, per le quali la (2) risulta soddisfatta, sono dette ar-
moniche.

Un vantaggio immediato del loro uso & che, per le (2), il tensore di curva-
tura contratto, in forma controvariante, assume la seguente forma sempli-
ficata 9 :

2 1tk ( . 0y
(3) SRIik — _ig'ﬁq _a_g._,p_ + g'ﬁ’g'ﬂ‘ 3; ?, 3 z ’

2 ox'? dx
ela densita di azione, sempre per la (2), risulta :
= ’?75]' E'g 4 ’.
@ 1 Lol

Associamo ora alla V,, riferita alle coordinate armoniche #’, la E, riferita
a coordinate cartesiane ortogonali y/, mediante la (*). Se ora cambiamo co-
munque il riferimento, qualunque esso sia, risultera :

, . o
2" g e, =o0 ovvero: o, = o,

La prima di queste due equazioni ha significato in ambedue le variet,
la seconda solo in E,.
Le (2') sono tensoriali e valgono in qualunque riferimento.

(6) V. FOCK, The theory of space, time and gravitation, Pergamon Press, 1959, pp. XV,
132, 175, ecc.

(7) Cfr. V. Fock, loco citato, p. 346.

(8) Si & chiamato D’Alembertiano, ed indicato con [ ], 'operatore divgrad., per analogia
con gli spazi pseudo—euclidei, essendo la V, considerata a metrica indefinita. (Cfr. B. FINZI
e M. PASTORI, loco citato, p. 189).

(9) Cfr. V. Fock, loco citato, p. 175.
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La conseguenza pili importante ** di questo procedimento ¢ la seguente:
Tutti i metodi usati per risolvere problemi di Relativith passando attra-
verso le coordinate armoniche, non contraddicono il principio di covarianza.
Cost il tensore di Riemann contratto, in un riferimento generico, si esprime :

. 1 . .
<3,) Rk — — ;gﬂglblm +gprgq: Pfsq P:’s
mentre la densitd gravitazionale risulta :
4) AN

Inoltre, il porsi in condizioni di armonicitd, il legare cioé 1'Universo in-
curvato dalla materia con quello vuoto in modo che le (2”) risultino soddisfatte,
non solo non pregiudica la generalita del primo, ma non vincola il riferimento,
per cui rimane ancora la possibilita di una opportuna scelta delle coordinate.

Ilustro quanto ho detto con un semplice esempio.

Si cerchino le equazioni caratteristiche delle equazioni di campo della
Relativita: R, = o. Per le (2'), queste ultime possono porsi nella forma :
&% g%+ - - - =0, dove i puntini indicano termini, tutti tensoriali, nei quali non
entrano le derivate seconde di g*. Se 7 (x*) = / sono le equazioni delle incognite
caratteristiche, posto: X° = 7 ,% = x*,X* = 27, X3 = #3 si trova immediata-
mente ®) che, nel riferimento sopra definito, deve essere soddisfatta la:

e quindi le incognite devono soddisfare, come & noto, la:

&% T1pTg = 0.

5. FORZE GRAVITAZIONALI DOVUTE AD UNA MASSA PUNTIFORME. — E noto
che, nel caso di una massa gravitante, concentrata in un punto, I'Universo
corrispondente puod considerarsi statico a simmetria spaziale sferica: la sua
metrica pud quindi esprimersi (2 ;

(5) ds* = ¢* e** dt* — e*P dr® —r* ¢2¥ (d0° + sen® 6 dyp?)

dove a, B, v sono funzioni della sola variabile . E solito imporre che, per
7—> oo, le variabili« , 8, v tendano a zero. Qualora poi la massa, causa delle
curvature, si riducesse a zero, la varieta sopra considerata deve ridursi a pseu-
doeuclidea.

(10) Si pud anche rilevare che, operando nel senso descritto, le soluzioni delle due equa-

zioni differenziali:
‘ aié/k=o in Eg, e Oyxy=o0 in V,

risultano due problemi strettamente legati.

(11) Cfr.,, ad esempio, J. L. SYNGE, Relativity: the general theory, Amsterdam 1960, p. 226;
M. PASTOR]I, Prbpagazz'one delle azioni gravitazionali ed elettromagnetiche, « Rend. Ist. Lomb.»,
72, 509-518 (1939); B. FINzI, Discontinuita sul fronte &’ onda delle azioni gravitazionali, questi
« Rend. », ser. VIII, vol. VI, (1949).

(12) Cfr., ad esempio, V. FOCK, loco citato, p. 188.
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Viene allora spontaneo legare 'universo V,, cosi definito, ad una varietd
E,, in modo tale che la metrica di quest’ultima, riferita agli stessi parametri,
t,7,0, ¢, risulti:
®) do® = ¢* dt* — dr* — r* (d0* + sen? 0 d¢?)

La trasformazione di coordinate :
@) xo=uct ; xy,=rsenlcosg ; x,=rsenlseng ; x,=7rcosb

da alla (6) forma pseudopitagorica, non cosi alla (5); le 2’ risultano cioé car-
tesiane ortogonali per la E,.

Posto: x°=1¢ x, =7, 2, = 0, x; = ¢, le componenti (diverse da zero)
della densita del tensore fondamentale di V,, in-questo riferimento, sono:

eB+zy—a

N 7.2
s o® = sen 0 v o' = — sen O¢p2gotav—B

©) |
I
( ®??2 = — sen 0. ce*+B o33 — o
sen? 0

e le componenti delle differenze f, tra i simboli di Christoffel delle due va-
rieta, diverse da zero, risultano: (l'accento indica derivazione rispetto ad 7)
Por = o fu =@ P=Y

(9)

Poo = c*er@= M o Por=—7 [(1+7Y) e =P —1] p=7

e —— o

I I
P33 = sen®0p,,.
Osservo ora che 'annullarsi della massa gravitante porta come necessaria
conseguenza l'annullarsi di «, f,y ovunque, e viceversa: il tensore Pl ri-

sulta in questo caso nullo. A ragione esso pud quindi rappresentare le forze
gravitazionali.

6. CONDIZIONI DI ARMONICITA. — Nella particolare varietd presa in con-
siderazione, le coordinate armoniche risultano definite a meno di una trasfor-
mazione di Lorentz *». Per quanto ¢ stato precedentemente detto, esse si
presentano quindi come le pili idonee per il legame (*).

Se si vuole che le coordinate (7) &/, cartesiane ortogonali per la E,, risul-
tino armoniche per la V,, nel sistem4 x’ stesso le «'# dovranno soddisfare le
condizioni (2). In un generico riferimento, ed in particolare in quello consi-
derato (¢,7,0,¢) le condizioni di armonicitd sono le (2").

Per la particolare natura della V,, e per il riferimento preso, tre di queste
equazioni sono gia identicamente soddisfatte, e precisamente :

at‘k p?é =0 o(ik pfk =0 at‘k pgk = 0.

La quarta: o’ p%, = o, porta alla seguente condizione tra «,B,y e le
loro derivate 4 :

(10) (@ +2y—B) = [V —1].

(13) Cfr. V. Fock, loco citato, p. 346.
(14) Cfr. V. Fock, loco 'citato, p. 188.
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7. AZIONE, EQUAZIONI DI CAMPO ED IDENTITA DEL BIANCHI. — Calcolo ora,
mediante le (8) e (9), tenendo conto delle (4) e (10), la densitd (tensoriale)
di azione; risulta:

(11) Q= cr*sen Oe@t2v=B [0 — B 2v°— 2y (¢ + 27 — P)]

e l'azione gravitazionale (invariante) si esprime allora:

(12) S= 5/72 sen Oe@+2v=R [a* — B L2y — 2y (at-2y —B) | dtdrd0ds.

T

Imponendo che a, $, v siano funzioni di » tali da rendere ’azione sta-
zionaria, si ottengono le equazioni di campo : esse sono le equazioni di Eulero—
Lagrange, qualora si assuma come Lagrangiana la (11), si consideri come sola
variabile indipendente la 7, e 0 come parametro: sono in numero di tre, tante
quante le incognite & , 8 , y. Indicando queste ultime con #, , u. , #,, le equa-
zioni di campo sono allora:

d 3 o
(13) @,

—— = 0.
S%k

Per la particolare forma della Lagrangiana £, si pud rapidamente ricavare
con i soliti metodi della meccanica analitica, una quarta equazione, conse-
guenza delle (13), e precisamente :

s 28
(14) & T, =0

”

Questa risulta la sola identita del Bianchi, che, per il riferimento preso,
e per il legame (*) stabilito, lega le equazioni di campo (13).
Essa ¢ integrabile e risulta :

(14") 7*Q = /hsenb con /% costante.

Poiché sen 6 > o, si deduce che ¥ deve avere sempre lo stesso segno,
ed ammettendo che 'azione S sia positiva, si conclude, per la (12), che £ &
sempre positiva assieme ad /.

8. SISTEMA CANONICO. — Invece che esplicitare ~direttamente le (13),
eseguo prima un cambiamento di variabili:

2% ='¢; “+BEQZ “—B+2YEQ3 =

L’azione (12) si esprime allora :

(12") S =— /-2 sen 06 (47 — i3 — §3) dt dz dO do

e le equazioni di campo equivalenti alle (13) possono porsi sotto forma di
sistema canonico, relativo alla Lagrangiana:

(1) V= G — ).
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Posto, come di consueto:
o
g

b=
la funzione di Hamilton risulta :
(15) H=¢"(pi—p:— 17
ed essendo %z o, risulta pure H = cost. (equivalente alla identitd del

Bianchi prima trovata). Con un ragionamento analogo al precedente, si con-
clude che H & una costante positiva :

(16) H=m
I1 sistema canonico risulta allora :

'1=0 '.2=O '3=H
(17) ! ! !

§ =2pe f2=—2pe g3 =—2pye .
Tenendo conto, per il calcolo delle costanti di integrazione, della (16),
delle solite condizioni al contorno (per z— 0), della condizione di armonicita
(10), il precedente sistema canonico di luogo alla classica soluzione dello
Schwartzschild :

ds? = 27—

dr— IE" g (7 -+ m)* [d9* 4 sen? 0d¢?].

7+ m r—m



