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Meccanica. —  S u l significato delle caratteristiche cinetiche e delle 
equazioni del Maggi per sistemi anolonomi. N o ta r) di E l is a  U d e 

s c h in i  B r i n i s , p resen ta ta  ^  dal Socio B. F i n z i .

Si consideri un  sistem a olonomo riferito ad n coordinate lagrangiane qk} 
variabili nello spazio delle configurazioni, e lo si sottoponga ad s (s <  n) 
vincoli anolonomi, trad o tti da a ltre ttan te  relazioni lineari nelle qk.

E noto che l ’a tto  di m oto del sistem a si può caratterizzare m ediante 
n —  s caratteristiche cinetiche indipendenti e che le n equazioni indefinite 
di m ovim ento si possono o ttenere associando alle s equazioni (differenziali 
del prim o ordine nelle qk =z qk{t)') che traducono i vincoli, n —   ̂ equazioni 
differenziali del secondo ordine : le equazioni del M aggi.

In  questa N ota m ostro che, considerando in ciascun punto  dello spazio 
delle configurazioni una opportuna ^ -p la  di congruenze ortogonali, le ca ra t
teristiche cinetiche si possono in terp re tare  come com ponenti in trinseche del 
vettore velocità del punto  rappresen ta tivo  del sistem a, secondo n — oppor
tune direzioni di tale n—pia e le equazioni del M aggi si possono in terp re tare  
come uguaglianza fra le com ponenti intrinseche del vettore accelerazione dello 
stesso punto  e quelle del vettore che caratterizza la sollecitazione a ttiv a , sem 
pre secondo le stesse n —  .s* (**) direzioni. Le com ponenti intrinseche del vettore 
velocità secondo le rim anenti s direzioni della ?z-pla sono assegnate dalle equa
zioni dei vincoli. Quelle del vetto re accelerazione hanno pure un semplice si
gnificato geom etrico e sono co llegati con una forma delle equazioni di m oto 
dei sistem i anolonomi d a ta  dal Synge.

Q uanto  sopra vale sia per vincoli anolonomi fissi (quando, cioè, le equa
zioni che traducono i vincoli sono omogenee), sia per un caso particolare di 
vincoli anolonomi variabili (quando, cioè, le equazioni che traducono i vincoli 
non sono omogenee, m a hanno coefficienti che non dipendono esplicitam ente 
dal tempo).

Nel caso, invece, di vincoli anolonom i genericam ente variabili, l’in terp re
tazione geom etrica viene m eno (ossia, vale solo is tan te  per istante), perché 
la ^ -p la  di congruenze varia, in ciascun pun to  dello spazio delle configurazioni, 
da is tan te  ad istante.

i. V in c o l i anolonom i f is s i . Ca r a t t e r is t ic h e  c in e t ic h e . -  Conside
riam o un sistem a dinam ico soggetto a vincoli fissi, di olonomia ed anolonomia.

Teniam o conto dei vincoli di olonomia riferendo il sistem a ad n coordi
n ate  lagrangiafie q1 , q* , • • - , qn. Il m oto del sistem a po trà  così essere rappre-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del 
C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 novembre 1963.
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sen ta to  da quello di un punto  P =  P (q1 , q2 , • • •, qn) di una varietà riem an- 
n iana V n (spazio delle configurazioni), di m etrica :

d i2 =  2 T  dt2 =  aik dq* dqk (i , k  =  1 , 2 , • • •, ri)

essendoT  l ’energia cinetica del sistema. Le co o rd in a te^ , però, non sono libere, 
dovendo ancora soddisfare ai vincoli di anolonomia. Tali vincoli, che abbiam o 
supposto fissi, saranno trad o tti da equazioni lineari omogenee nelle derivate q 
delle q rispetto  al tem po ; si avrà cioè :

( 0 A r qr = o
v =  1 , 2 , 
r =  1 ,2 ,

-,s
■’ n,

(s <  n)

con A r funzioni note delle qk.
V

Risolvendo le (1), si possono esprim ere le qk m ediante n -— ^ param etri 
indipendenti ea che sono le caratteristiche cinetiche :

0 )
n

q{ =  2 a  e«
S + I

( Ì=  1 ,2

Le (1) impongono al vetto re velocità del punto  rappresenta tivo  P di es
sere ortogonale a ciascuno dei v etto ri A r e quindi, supposte le (1) indipendenti,

V

allo spazio Ks ad s dimensioni, tangente a V„, che tali vetto ri individuano in 
ciascun punto  di V».

È sem pre possibile sostituire gli vettori A con versori B, m utuam ente
V V

ortogonali, che individuano in ciascun punto  di V n lo stesso E* individuato  dai 
vettori A (I). Si possono cioè sem pre sostituire alle (1) le equazioni :

V

(3) Br qr =  O (v =  1 , 2 ;. . •, s)
V

con :

(4) Br Br == 8 ( 8 = 1  per (jl =  v ; S = o  per [jl-)= v).
v fxv fxv f-iv

O vviam ente, le (2) sono anche soluzioni delle (3).
Consideriamo, nello spazio delle configurazioni V», una n-pla  di con

gruènze ortogonali ind iv iduata in ciascun punto  P dai seguenti versori : d) gli 
versori B che individuano i vincoli ; b) a ltri n —  s versori A  (oc =  s +  1 ,

v a
s +  2 , • • • n) ortogonali fra loro ed ai precedenti (la cui scelta può essere fa tta  
in infiniti modi) (2), tali cioè che:

(s) Ar Ar =  S e .(s')
a p ap

A, Br =  o
a v

v =  I

“ > p =  J .+

2 ,• * -, S

» s +  2 , • • •, n

È noto che, approfittando delle com ponenti dei versori di una ^ -p la  di 
congruenze ortogonali, si possono costruire dei sistem i di invarian ti (compo-

(1) Cfr. J. L. Synge, On the Geometry of Dynamics, «Philos. Transactions R. Soc. of 
London », ser. A, 236, 31-106 (1927).

(2) Cfr. M. PASTORI, Sulla curvatura della direttissima nel principio di Hertz. In corso 
di pubblicazione presso questi « Rendiconti».
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nenti intrinseche) a tti  ad individuare vetto ri e tensori. Così, ad esempio, 
per un vettore u , le com ponenti intrinseche u  rispetto  ad una ^ -p la  di con-

i
gruenze ortogonali di versori X (i =  i , 2 ,• • -n)y si o ttengono secondo le :

i

U  =  Uk ^  =  u k ‘kk .
i i i

Le com ponenti intrinseche di un vettore non sono altro  che le sue proie
zioni sulle direzioni della ^ -p la  di congruenze. Poiché le (3) im pongono al 
vetto re v, velocità del punto  rappresen ta tivo  P, di essere ortogonale allo Es 
dei versori B, possiamo quindi porre :

V
n

(6) ®
■f+i a a

(essendo : z/ =  o per v
V

Si ha pertan to  :

(7)

I , 2 , • • • ,  s).

n

2 ,a V* ‘j + i  a a

M entre le n com ponenti con trovarian ti qk non sono indipendenti, dovendo 
soddisfare gli legami (3), le n —  s com ponenti intrinseche v sono invece,

a
a priori, arbitrarie.

Dalla (6), m oltiplicando am bo i m em bri scalarm ente per dV]dqh, si o ttiene :

(8) ?i = 2 a Z,A^
j+ i a a

da cui anche :

(8') =
j+ i a a

Le (8') esprimono le qk soluzioni della (3), in funzione di n —  s param etri 
indipendenti v.

Osservo che, m ediante una opportuna scelta delle caratteristiche cine
tiche ea , si può sem pre fare in modo che i coefficienti Efa della (2) soddisfino 
alle condizioni di ortonorm alità  :

(9) Oik^ia %k  ̂ — (3) (8ap =  1 per a =  p ; §aP — o per a=|=:.p).

Le ea in corrispondenza alle quali la .(9) è soddisfatta sono tali da far assu
m ere all’energia cinetica T  del sistem a la form a canonica:

«

(3) Si possono, difatti, in infiniti modi, sostituire alle ea altrettante loro combinazioni 
lineari e'a , a coefficienti funzioni delle q> in modo da rendere soddisfatte le (9).

21. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 5.
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Ponendoci dunque nelle condizioni in cui vale la (9), il confronto delle 
(8') con le (2) perm ette  le identificazioni :

(10) V =  *a
a

(11) A h =  l ha.
a

Possiamo cioè in te rp re tare  le n —  s- caratteristiche cinetiche ea9 che 
danno all’energia cinetica la form a canonica, come le com ponenti intrinseche 
non identicam ente nulle del vettore velocità del punto  rappresen ta tivo  P 
nello spazio delle configurazioni, rispetto  ad una n-pla. di congruenze ortogo
nali (4), s delle quali siano ind ividuate dai versori B che caratterizzano  i

V

vincoli. Tali com ponenti si riducono soltanto  ad n —  s, essendo nulle quelle 
secondo i versori B.

V

I coefficienti , poi, non sono altro che le com ponenti controvarian ti 
in V« di n  —  s versori A ortogonali fra loro ed agli s. versori B.

a v

2. L e  EQUAZIONI DEL M a g g i . -  Ricordiam o le equazioni di m oto di un 
sistem a anolonomo nella form a del M aggi (5).

Esse sono:
( 19\ ( d  9T - 9T \ rka _ O £ka
w  ■. \ ~ d t w ~ w r  _ Q * v

dove Qk sono le com ponenti lagrangiane della sollecitazione a ttiv a  e, nel caso 
in esame di vincoli fissi, sono i coefficienti delle (2).

D e tte  ak le com ponenti covarianti in V» del vettore accelerazione del 
punto  rappresen ta tivo  P, le (12) si scrivono anche ;

(12') ak l ia= Q k l k\

(4) Se anche si considerano non soddisfacenti le (9). si possono ancora interpretare 
le ea come componenti intrinseche di v  secondo una opportuna ?z-pla di congruenze, indivi-

P
duata dagli s versori B e da n — s vettori X ortogonali ai B, ma non necessariamente ortogo-

V V

nali fra loro.
Precisamente, considerati gli n — s vettori X* =  ortogonali allo 'E* individuato dai

a
J3 . * . ap a lì

Bi si costruiscono gli n — vettori: X* =  2 ]a ^  S  (essendo g  i reciproci dei g — X X X). Dette
v f+i a a|3 a P

P P , . . . . . P “ P
^ =  le componenti intrinseche di v  secondo i A, si ha ancora: v = v k  •

S + 1  P
. . ,  . p

he caratteristiche cinetiche si identificano allora con le v.
(Per Fuso di componenti intrinseche secondo una ^-pla di congruenze non ortogonali, 

cfr. G. Ferrarese, Sulle equazioni di moto di un sistema soggetto a un vincolo anolonomo mobile, 
« Rend. Matem. » (3-4), voi. 22 (1963).

(5) Cfr. ad esempio, B. Finzi, Meccanica Razionale. Zanichelli, Bologna (1959), voi. II; 
F inzi-Pastori, Calcolo tensoriale e applicazioni. Zanichelli, Bologna (1962).
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Sem pre riferendoci al caso in cui le Z?a verificano la (9) e quindi si identifi
cano con le com ponenti dei versori A, le equazioni (12') diventano :

a

ai A l =  Qi A i
a a

ossia:

( I 3) a ~ Q  (a =  s +  1 , s +  2 , • • •, n).
a a

Le equazioni del M aggi, per vincoli fissi, si in terpretano  dunque; nello 
spazio delle configurazioni, come uguaglianza delle com ponenti in trinseche del 
vettore accelerazione del punto  rappresenta tivo  e del vetto re che caratterizza 
la sollecitazione a ttiv a , secondo una qualunque (n —  ^)-pla di direzioni ta n 
genti alla V» ed ortogonali fra loro ed allo E* ind ividuato  dai vincoli anolo- 
nomi (6).

3. L e  a l t r e  c o m po n en ti d e l  v e t t o r e  a c c e l e r a z io n e . -  M entre il 
vettore v è individuato  dalle sole com ponenti intrinseche v (essendo v =  ò),

a  v
il vetto re a accelerazione del pun to  rappresen ta tivo  ha com ponenti in tr in 
seche diverse da zero anche secondo le direzioni dei versori B.

v

Per determ inare tali com ponenti, riprendiam o le equazioni (3) dei vincoli 
anolonomi che si possono anche scrivere :

(3') B X »  =  0 (v =  1 , 2 ,• • -, s).

D erivando le (3') rispetto  al tem po o tten iam o:

dB
a X B +  v x  =  o

V d t

ossia :

(14) a = —  V x B lk qk =  — B*/* qh qk .

Poniamo, :

qk dqk   dqk di
dt di dt

dove di è l’elem ento d ’arco di tra ie tto ria  e quindi dqk\dl individua il versore 
della direziorie del m ovim ento. Le (14) si possono anche scrivere:

( h o a =  — v2 B
V V

dqh dqk
hfk ~~df ~ d f

Le (14') m ettono in evidenza un  semplice significato geom etrico-cine- 
m atico delle i  com ponenti a : ogni com ponente a (secondo la direzione del

| V  V

generico versóre B) uguaglia il p rodo tto  del quadrato  del modulo della velocità

(6) Vale anche qui l’osservazione della nota (4).
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per il coefficiente di rotazione del Ricci relativo alla direzione del versore B
* V

ed alla direzione del m ovim ento (7).
Osserviam o inoltre che le n equazioni o ttenu te  associando le (14) alle (13) 

si possono in terp re tare  come le proiezioni sulla ^ -p la  di congruenze ortogonali 
di yersori i e B  dell’equazione vettoriale di m oto del punto  rappresenta tivo  P :

a v

( 1 5) a =  Q +  <T>

3P n s
essendo: Q =  Qk =  j!L/aQA +  X v  QB il vettore di V» che rappresenta la

,  * j - f - i  a  a  i  v  v

sollecitazione a ttiv a  e <& (reazione dei vincoli anolonomi) un vettore, appar
tenente allo E* dei versori B, di com ponenti in trinseche:

V

0 =  0 ; 0  =  — Q — qh qk.
a v v v

Ritroviamo^ così un risu lta to  del Synge che ha dim ostrato  che un sistem a 
anolonomo a vincoli fìssi, la cui configurazione è individuata, ad ogni istante, 
dalla conoscenza di n coordinate lagrangiane, è equivalente ad un sistem a 
olonomo ad n gradi di libertà  che, oltre alla sollecitazione a ttiv a , sia soggetto 
ad una ulteriore sollecitazione appartenen te  allo E* individuato  dai versori B

V

che caratterizzano  i vincoli ano lonom i(8).
Se anzi prendiam o le equazioni di m oto del sistem a nella form a d a ta  

dal Synge :
s

(16) ak =  Q k —  X  (Bi, Q* +  Bm,„ q”> q”) B4
I  V v  V

e le poniam o in form a in trinseca rispetto  alla solita ^ -p la  di congruenze o rto 
gonali di versori B e 4 , otteniam o precisam ente le equazioni (14) e (13).

v a

4. V in c o l i a n o lo n o m i v a r ia b il i. — Consideriamo ora il caso di vincoli „ 
anolonom i variabili e continuiam o a supporre fissi i vincoli olonomi in modo 
da po ter ancora operare nello spazio delle configurazioni.

Le equazioni che traducono i vincoli anolonomi non sono più omogenee 
ed hanno la form a :

(17) A k qk =  o
V V

dóve i coefficienti A k ed oc sono, in generale, funzioni note delle qk e di A
V V

Se ne deduce :
n

( 18) ?* '=  2 «  5*  «« +  *]•'
S + I

(7) Cfr. M. Pastori, loco cit.
(8) Cfr. J. L. Synge, loco cit. Cfr. pure: C. A g o stin e lli ,  Nuova forma sintetica delle equa

zioni del moto di un sistema anolonomo ed esistenza di un integrale lineare nelle velocità lagran
giane, « Boll. U.M.I. », ser. I li ,  1-9 (1956).
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a) Riferiamoci dapprim a ad un caso particolare. Supponiam o, precisa- 
m ente, che i coefficienti delle (17), e quindi anche delle (18), non dipendano 
esplicitam ente dal tem po {9).

Le (17) impongono che il vetto re v velocità del punto  rappresen ta tivo  
abbia proiezioni assegnate (— a) sugli 5* vettori A ; esse assegnano, cioè, in

V V

ciascun pun to  di , la proiezione del vetto re  v  sullo spazio E,, ind iv iduato  dai 
vettori A.

V

Introducendo, come al paragrafo  1, n versori B ortogonali fra loro e che
V

individuano in ciascun punto  lo stesso E* individuato dai vettori A, possiamo
V

sostituire alle (17) le :

(19) qk +  b =  o
V V

C onsiderata ancora, in ciascun punto  di V», una n-pla, di versori o rto 
gonali B e A,  le (19) dicono che:

v a
(20) V = ---- b .

v v

Possiamo quindi porre :

v  =  V A ---
s+ 1  a a 1 v v

ossia :

(2 I) j * '= Ì S a * 'A4 —
j + i  a a 1 v v

Osservo che, con una opportuna scelta delle caratteristiche é?a , si può 
sem pre fare in modo che i coefficienti delle (18) soddisfino le condizioni di 
o rtonorm alità  (9) ed inoltre rf soddisfi le condizioni (lo) :

(22) =  0

(9) Ciò si verifica, ad esempio, per una sfera che rotola senza strisciare su un piano che 
trasla o ruota uniformemente muovendosi in se stesso. Se il piano trasla uniformemente in 
una direzione non appartenente al piano stesso, le equazioni dei vincoli anolonomi hanno an
cora i coefficienti che non dipendono esplicitamente dal tempo; ma, contrariamente alla 
nostra ipotesi, diventano mobili i vincoli olonomi.

(10) Ea (18), difatti, è somma della soluzione generale del sistema omogeneo (1) (corri
spondente al sistema completo (17)) e di una soluzione particolare f i  del sistema (17). (Cfr. 
ad esempio: M. P icone-G. FlCHERA, Trattato di Analisi Matematica, Tumminelli, Roma 
(1954), Voi, I, p. 44).

n
Presa quinldi la soluzione: j* =  ea +  rf, coi coefficienti %a soddisfacenti le (9),

S + I

se fi  non soddisfa le (22), se cioè: a^ ^kay\ =  ya, si può assumere come soluzione particolare la:
n
S p ? p yb.'J+i
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Le ea in corrispondenza alle quali valgono le (9) e le (22) sono tali da 
far assum ere all’energia cinetica del sistem a la fo rm a:

(23) T  =  - 2 a  «« +  Oik yf t\k .
z  s + 1

Ponendoci dunque nelle condizioni in cui le (9) e le (22) sono verificate, il 
confronto delle (18) con le (21) perm ette  ancora le identificazioni :

* =  *« ; =
a  a

ed inoltre :

(24) —  2 viB*. =  .TJ*.
I  V V

Possiamo cioè in te rp re tare  ancora le caratteristiche cinetiche ea che danno 
a ll’energia cinetica la form a canonica (23), come le com ponenti intrinseche 
del vettore velocità del pun to  rappresen ta tivo  P secondo una (n — ^)-pla 
di versori A,  tangenti alla V n ed ortogonali fra loro ed ai versori B.

(X y

I coefficienti r\kì poi, non sono altro  che le com ponenti controvarian ti del 
vetto re  —  ò'B che rapp resen ta  la proiezione del vettore velocità sullo spazio

V V

E , dei versori B.
V

L ’in terpretazione geom etrica delle equazioni del M aggi, stab ilita  nel 
caso di vincoli fissi, continua pertan to  a sussistere anche per vincoli anolo- 
nom i trad o tti da relazioni lineari non omogenee a coefficienti che non dipen
dono esplicitam ente dal tempo.

Q uanto  alle com ponenti a dell’accelerazione del punto  rappresenta tivo
V

secondo i versori B (che si determ inano ancora derivando le (19) rispetto  al
V

tem po) esse risultano :

(2 5) a — —  Bhjk qh qk —  bjh qh .
V V  V

Le equazioni (25) e (13) si possono ancora in te rp re tare  come proiezioni 
sulla ^ -p la  di congruenze ortogonali di versori A  e B, dell’equazione vettoriale

(X V

(15), dove la reazione <l> dei vincoli anolonomi ha ora com ponenti intrinseche :

(26) <5 =  o ; $ = _ Q  — By* qh qk —  è/k qk .
a v v v v

Le (26) ci ricollegano ad un risu ltato  di Bressan (II) che ha esteso al caso 
di vincoli genericam ente variabili il teorem a afferm ante che i m oti dinam ica- 
m ente possibili per un sistem a anolonomo, la cui configurazione è indivi
d u a ta  ad ogni is tan te  dalla conoscenza di n coordinate lagrangiane, sono anche

(11) Cfr. A. BRESSAN, Sul moto dei sistemi anolonomi a vincoli variabili, « Rend. Sem. 
Matem. Università di Padova», XXIX, 227-241 (1959).
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i m oti di un sistem a olonomo ad n g radi di libertà soggetto, oltre che alla solle
citazione a ttiva , ad una ulteriore sollecitazione appartenen te  allo spazio ind i
viduato  dai vettori che caratterizzano  i vincoli anolonomi.

b) Per vincoli anolonomi genericam ente variabili, quando cioè i coef
ficienti delle (17) dipendono esplicitam ente anche dal tem po, so ltan to  is tan te  
per istan te  sussistono le considerazioni precedenti. L a ^ -p la  di versori o rto 
gonali che perm ette  l’in terpretazione geom etrica delle ca ratteristiche cinetiche 
e delle equazioni del M aggi varia, in ciascun punto  di V», da is tan te  ad istan te .

L ’im m agine geom etrica, pertan to , non è più a ltre ttan to  espressiva come 
nei casi sopra esam inati.

L a stessa cosa, del resto, avviene per i sistemi soggetti a soli vincoli 
olonomi. Q uando si passa da vincoli fissi a vincoli genericam ente mobili, 
viene m eno la visione geom etrica del m ovim ento del sistem a, perché lo spazio 
delle configurazioni varia da is tan te  ad istante.


