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Meccanica. —  Sulla curvatura della « direttissima » nel principio 
di Hertz. Nota di M a r ia  P a s t o r i , p resen ta ta0  dal Socio B. F i n z i .

Il principio di H ertz  o della « d irettissim a » afferm a che per un sistem a, 
libero da forze a ttiv e  e soggetto a vincoli fissi, il m oto natu ra le  si distingue, 
tra  tu tti  gli a ltri m oti permessi dai vincoli, perché, a p arità  di a tto  di m oto, 
rende m inim a la cu rva tu ra  della tra ie tto ria  che dà Tim m agine del fenomeno 
in un opportuno spazio rappresen ta tivo  euclideo: lo spazio di H ertz.

Nel caso di vincoli di olonomia, si suol aggiungere, nelle comuni t r a t ta ­
zioni dell’argom ento, che tale tra ie tto ria  è una geodetica dello spazio delle 
configurazioni (la ben no ta  varie tà  riem anniana im m ersa nello spazio di H ertz) ; 
nulla si aggiunge, per quel che mi risu lta, nel caso di vincoli di anolonom ia ; 
né si determ ina il valore di questo m inim o di cu rva tu ra  che i vincoli im pon­
gono alla tra ie tto ria  e che sarebbe lo zero solo in" m ancanza di vincoli.

In  questa N o ta  determ ino il valore di questo minimo, sia nel caso di v in­
coli di anolonomia, sia in quello di vincoli di olonomia, verificando in questo 
secondo caso la coincidenza con la legge della geodetica nello spazio delle confi­
gurazioni.

Considero da ultim o il caso in cui i vincoli vengano im posti a coordinate 
lagrangiane generali, variabili nello spazio delle configurazioni, anziché a 
coordinate cartesiane, variabili nello spazio di H ertz.

1. R ic h ia m i . -  Per un sistem a olonomo od anolonomo, form ato da 
N p u n ti m ateriali, di m asse , m 2 , • • •, m N e di coordinate cartesiane

^2 , • • >%3n (I), lo spazio di H ertz  è uno spazio euclideo a 3N  dim ensioni 
(S3n) riferito  alle seguenti coordinate cartesiane :

( 0  = Ì m l x 1 , y 2 =  f m I x 2 , y 3 =  f m l x 3, y i = | /m3x 4>- ■ •, y 3 N *3 N •

Ogni configurazione del sistema è rappresentata da un punto P di tale 
spazio e il movimento del sistema dal movimento del punto P entro di esso. 
Per la (i) può porsi :

(2) P =  P(yO (a =  i , 2 • -, 3 N).

Il principio della direttissima o di Hertz riguarda la traiettoria del punto 
P entro S3n • Esso afferma che, in assenza di forze attive, il moto naturale si 
distingue tra tutti i moti compatibili coi vincoli (fissi) perché, a parità di velo­
cità in P, rende minima la curvatura della traiettoria entro S3N-. Come è ben 
noto, questo;principio può dedursi da quello di Gauss della minima costrizione

(*) Nella seduta del 9 novembre 1963.
(1) Le prime tre coordinate sono da attribuirsi al primo punto, le tre successive al se­

condo punto*e così via.
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dei vincoli ; in fa tti, invece del m inimo della costrizione dei vincoli si può 
considerare, in assenza di forze a ttive, il m inimo della seguente q u an tità  :

(3)
3n

t  =  'E a 'r1
p 2.

Introducendo l’arco di tra ie tto ria  s, si ha :

(4)
dP ..
ds

a 2 P
ds2 s 2 .

Il vetto re dP [ds ha la direzione della tangente alla tra ie tto ria  e modulo 
uno ; il vetto re d 2 P [ds2 ha la direzione della norm ale principale e modulo 
eguale alla cu rv a tu ra  (prim a curvatura) della tra ie tto ria  entro  S3N. Indicando 
questa cu rv a tu ra  con 1 [ra , il versore tangente con t  e il versore norm ale 
principale con n, la (4) d iv iene:

(4') P =  .s* +  r2~ « .
' a

Per la (3), indicando il modulo della velocità con u, si ha :

(3') T = = ^  +  ^ 4_L..

M a, per vincoli fissi, il teorem a dell’energia cinetica dà s — u  =  cost, 
s — o. Il m inim o di y, a p a rità  di velocità, coincide col m inimo di 1 [r2. Que- 
s t ’u ltim a q u an tità  è essenzialm ente positiva ; se non ci fossero vincoli, il suo 
m inim o valore sarebbe lo zero, e il m oto di P sarebbe rettilineo, oltre che 
uniform e. Vediam o ora che cosa rappresenta questo minimo in presenza di 
vincoli.

2. SISTEMI ANOLONOMI. -  Riferiamo lo spazio S3n a coordinate curvilinee 
generali g1 q2 * • • ^sN, ponendo :

(5) (a > (3 =  1 , 2 ,• • •, 3 N).

Si avrà allora :

( 5')  P =  f i - - ■,?«) .

e

(6) y =  aa$aa cP

dove aa sono le com ponenti controvarian ti delhaccelerazione di P e aa$ è 
il tensore fondam entale di com ponenti :

3 P 3 P
(7) aafì =  djìa =  X •

Le cojnponenti con trovarian ti della velocità sono le derivate rispetto  al tem po 
delle coordinate generali (qa) perché si ha :

(8 )
dP __ _3P̂  
dt ~  P<p V
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e le equazioni che traducono i vincoli (fissi) sono lineari omogenee nelle q. 
Supposto che siano in num ero di  ̂ — 3 N —  n, si avrà :

(9) A a i f  =  A a f  =  ■ ■ ■ A a i f  =  O.
I 2 S

dove Aa (v = '. i  , 2 , • • • , j  ; oc =  1 , 2 , • • •, 3 N) sono note funzioni delle q.
y

Se il sistem a è anolonomo, i coefficienti di ciascuna di queste equazioni 
non sono le derivate di una stessa funzione rispetto  alle q. Consideriamo da 
prim a questo caso. Le equazioni (9) impongono al vetto re velocità dì*P di 
essere ortogonale a ciascuno dei vettori A a , Aa A a . Supposte le (9)

1 2  j-
indipendenti, questi v e tto ri individuano un S3n-« a cui il vettore velocità 
deve essere ortogonale. È  sem pre possibile sostituire ai vetto ri considerati 
a ltre ttan ti vetto ri Ba , Ba ,•••' ,  Ba che siano a due a due ortogonali ed uni-

X Q. S
tari (2), il che equivale a sostituire alle (9) le seguenti equazioni:

(9') Ba =  B„ 5» =  • • • Ba j» =  o
I 2 J-

con :
Ba Ba =  8 (8 =  1 se [x =  v; 8 =  o se qx =|= v)
(X V (XV (XV (XV

E sta to  d im ostrato  che, in presenza di sollecitazione a ttiv a , ind iv iduata 
dal vetto re di com ponenti controvarian ti Qa, le equazioni di m oto del sistem a 
si possono m ettere  sotto  la form a seguente (3) :

(10) =  Q“ -  (B„.Q3 +  Bp/y if qy) B“
x 1 1

(Bp Qp +  Bp/y f  Ba .
s s  s

L a (io) m ostra che il sistem a si m uove come se, oltre alla sollecitazione a ttiv a , 
ci fossel una sollecitazione addizionale appartenente allo S3n_^ individuato 
dai vetto ri B che rappresentano i vincoli, ed avente, secondo tali vettori,

v •
le com ponenti indicate dalle espressioni entro parentesi.

Se la sollecitazione a ttiv a  m anca, le (io) diventano :

(io') aa =  — X v B p/Yf  jvB“ =  — ^ X v B p /YXpXYB«

dove si è po^to :

c o

(2) Cfr. J. L. Synge, On the Geometry of Dynamics, «Philos. Transactions R. Soc. of 
London», S. A ,1 236, 31-106 (1927), Cap. I, §3.8.

(3) J. L. Synge, loco cit. Cfr. pure C. Agostinelli, Nuova forma sintetica delle equazioni 
del moto di un sistema anolonomo ed esistenza di un integrale lineare nelle velocità lagrangiane, 
« Bollet. U.M.I. », ser. I li, Anno XI, 1-9 (1956).
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Tenendo conto del fa tto  che i vettori B sono ortogonali tra  lóro .ed unitari,
V

si trova allora per la (6) :

S s

C12). y =  X » (Bp/y f  cf<y =  «* Xv (bp/t xp x y .
I V  I V

E questo il valore minimo di y perché esso è sta to  dedotto  dalle equa­
zioni del m oto in assenza di forze attive. Il suo prim o fa tto re  u4 dipende dal 
modulo della velocità, che è costante in v irtù  del teorem a dell’energia ; ,il 
secondo fa tto re  dipende esclusivam ente dai vincoli e dalla direzione del m oto : 
tu tte  q u an tità  prefissate. Precisam ente il secondo fa tto re  è una somma di 
qu ad ra ti di quegli invarian ti che si presentano nello studio dei sistem i di 
congruenze e che vennero chiam ati dal Ricci «coefficienti di rotazione » (4). 
Possiamo in fa tti considerare una 3 N -p la  di congruenze ortogonali ind iv iduata 
in ogni punto  di S3N dai seguenti versori: a) gli s versori B, di com ponenti

V

covarianti Xp =  Bp (p =  1 2 , • ■ •, 3 N ; v =  1 , 2 , • • •, s) e di com ponenti
V V

controvarian ti Xa ; b) a ltri n versori, ortogonali tra  loro e ai precedenti, di
V

com ponenti controvarianti X“ , X“ • • • X°. L a scelta di questi n  versori può
s - \ - 1 j + 2  3 N

essere fa tta  in modo che il prim o di essi abbia la direzione del m ovim ento, 
perché tale direzione è in fa tti norm ale a tu tti  i B. Si po trà  porre allora X“ =  X“,

V J + i

e scrivere, con le notazioni del Ricci :

C12') Y =  »4X(Tv,J+I,! + i)2.
I

3. -  SISTEMI OLONOMI. — Sia le equazioni di vincolo (9), sia le equazioni 
di m ovim ento (io ) valgono anche se il sistem a è olqnomo. M a in questo caso 
i coefficienti di ciascuna delle (9) sono le derivate parziali di una stessa fun­
zione rispetto  alle qa e, in tegrando, si possono sostituire alle (9) le equazioni 
m term ini finiti delle ipersuperficie di cui i vetto ri A rappresentano  le normali.

V

L ’intersezione di tali ipersuperficie è una varie tà  riem anniana V n nella quale 
avviene il m ovim ento del punto  P : lo spazio delle configurazioni.

L a stessa V« può essere considerata come l’intersezione di un altro  in ­
sieme di =  3 N —  n  ipersuperficie, a due a due ortogonali tra  loro nei pun ti 
di V « . I versori delle norm ali alle ipersuperficie di questo nuovo sistem a pos­
sono identificarsi coi versori B delle equazioni (9'). Con questo significato di

v
tali versori, valgono ancora le equazioni di m ovim ento (io) e, quando il 
sistefna è libero da forze, la (ic /) e la (12). Q uest’u ltim a dà, anche in questo 
caso,' il valore minimo di y. M a gli invarianti che entrano nel secondo e terzo

(4) Cft. ad es. T. Levi-Civita, Lezioni di calcolo differenziale assoluto, Roma, 287 (1925).
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m em bro della (12) hanno significato geom etrico diverso e ben noto. In fa tti 
i term ini

0 3 ) . BW y =

rappresentano, a meno del fa tto re  i /d t2, l’insieme di quelle forme differen­
ziali che sostituiscono, per una V* im m ersa in un S3N, la seconda form a fon­
dam entale di una superfìcie dello spazio ordinario. Q uanto  al secondo fa tto re 
del terzo m em bro della (12), che è lo stesso per tu tte  le curve uscenti da P 
nella direzione ind iv iduata dal vettore X“, esso rappresen ta il quad ra to  della 
« cu rv a tu ra  norm ale» in P e nella direzione del m oto (5). Indicando tale 
cu rvatu ra  con 1 /R , si ha quindi :

(H ) rì- =  2 v(^ /y 'AP'AY)2
I  V

e la (12) d iviene:

C12') y =  ^ 4~ -

L a cu rvatu ra  norm ale in un punto  di una linea, traccia ta  entro  V M, è 
collegata con la prim a cu rvatu ra  1 jra della stessa, considerata come curva 
dello spazio in cui la V* è immersa, e alla cu rvatu ra  re la tiva o geodetica 1 jrg 
di essa, considerata come linea di V * , dalla formola (6) :

( i S )
1

W  ’

Il principio della d irettissim a afferma che, nel m oto naturale , libero 
da forze, e con una d a ta  velocità, è minimo i /r l .  M a, nel caso di vincoli olo- 
nomi, confrontando la (3') (in cui  ̂ =  ò) con la (12') e la (15), si trova che 1 \ra 
coincide con 1 /R 2 ; quindi 1 \rg =  o e la tra ie tto ria  del m oto è una geodetica 
di V n , cosa ben no ta  per . a ltra  via.

D unque il m inimo di y dipende, anche nel caso di un sistem a olonomo, 
dalla velocity in P e dai vincoli ed è precisam ente, per la (12), rappresen ta to  
dalla q u a rta  potenza del m odulo della velocità per la cu rvatu ra  norm ale nella 
direzione di tale velocità.

Nel caso particolare di pun to  vincolato a superficie fissa, il m inim o di y 
e rapp resen ta to  dalla q u arta  potenza del modulo della velocità per il quadrato  
della cu rv a tu ra  della sezione norm ale alla superficie nella direzione del m o­
vim ento.

4. D eduzione diretta per il caso di sistemi olonomi. -  Nel caso 
di sistemi olonomi si può giungere alle conclusioni precedenti anche d ire t­
tam ente, partendo  dall’espressione del vettore P entro lo S3n .

(5 ) Cfr* L. P. ElSENHART, Riemannian Geometry, Princeton (1949), p. 165.
(6) Cfr. L. P. Eisenhart, loco cit.
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Incominciamo "dal caso più semplice di un punto  vincolato a superfìcie 
fìssa. Si ha, per P entro S3 (7) :

3 P
(16) P =  bik q'.q* N (i , k  =  I , 2)

dove al sono le com ponenti controvarian ti sulla superfìcie dell’accelerazione, 
qi le coordinate curvilinee sulla superfìcie, bik è il secondo tensore fondam entale 
ed N il versore norm ale. M a è :

/ ì du .. i' . 1 „ i dll J . U •
( 7) ^ =  V-

«

dove v* rappresenta il versore norm ale entro  la superfìcie. Tenendo conto 
della formola precedente e del teorem a dell’energia, la (16) d iviene:

(16') P =  —  V' —  +  u* bik X!V  N.rg cql

Q uadrando ed indicando con i /R  la cu rvatu ra  della sezione norm ale alla super­
fìcie nella direzione del m oto (individuata dalle X*), si trova :

C8) =  +

M a u * è una costante data , per il teorem a dell’energia, ed i /R  è pure dato  
perché è prefissato il vincolo e la direzione deJL m ovim ento ; il m inim o di y 
richiede dunque il m inimo di i/r^ , ed essendo questa una q u an tità  essen­
zialm ente positiva e non soggetta più a nessuna restrizione, perché le con­
dizioni di vincolo sono soddisfatte, essa avrà per minimo valore lo zero (la 
tra ie tto ria  sulla superficie sarà una geodetica). Si ha dunque per il m inimo 
di y :

Il ragionam ento si può estendere a un qualunque sistem a olonomo, so­
stituendo alla (i 6) l’espressione del vettore P entro S 3n (8). Si ha in fa tti :

3 P 3N
(19) P =  «V-g-r +  ]£* bik q* qk N (7 , /§ =  I , 2 , • • - , n).

" n+i h h

M a per al vale la (17) dove natu ra lm ente gli indici variano da 1 ad n ì vv è il 
versore della norm ale principale entro V» e 1 jrg è la prim a cu rvatu ra  entro 
V« o cu rvatu ra  relativa. Per il teorem a dell’energia si trova ancora la (18) 
con diverso e ovvio significato dei simboli e da essa si ritrova la conclusione 
del paragrafo precedente.

(71) Cfr. M. PASTORI, Sul significato meccanico della seconda forma fondamentale per una 
superficie e delle forme analoghe per un sistema olonomo, « Rend. Istit. Lombardo », 95, 1012- 
1023 (1961).

(8) M. Pastori, loco cit.
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5. V in c o l i c h e  l e g a n o  c o o r d in a te  l a g r a n g ia n e . -  Spesso i vincoli 
di anolonom ia non legano le coordinate cartesiane dei vari pun ti del sistema, 
bensì le coordinate lagrangiane di un Opportuno spazio delle configurazioni. 
È ciò che avviene nel classico esempio di una sfera che rotola senza strisciare 
sopra un piano. Le formole (5') (7) (8) (9) (9') sono ancora valide pur di dare 
agli indici variab ilità  da 1 ad n\ se n  è il num ero delle coordinate lagrangiane 
e di tener presente che (7) rappresen terà il tensore fondam entale di una V *, 
in generale, non euclidea ; inoltre per il num ero s delle equazioni di vincolo 
si avrà in questo caso  ̂ <  n. Alle equazioni di m oto si può dare ancora l’aspet­
to (10) (9), dove i prim i m em bri si scriveranno, per la (17):

(20) aa — —  X“ +  X“p X13 (oc , p =  1 , 2 , • • •, n).

In  m ancanza di forze a ttiv e  e per il teorem a dell’energia, si avrà dunque per 
le equazioni di m oto :

s s

(21) u 2 X“p Xp -  —  BWy i f  Cff B“ =  — u 2 2 v Bp/v Xp XY B ° .
I  V V I V  V

M a anche entro V* vale il principio della m inim a cu rvatu ra  ; per esso, 
indicando con k  la cu rv a tu ra  principale della tra ie tto ria  con direzione Xa, 
corrispondente al m oto del sistem a, ponendo cioè :

(22) k 2 =  aat3 X“Y XY Xf8 X5

si trova che k 2 è minore della corrispondente espressione per qualunque 
a ltra  tra ie tto ria  con la stessa direzione e soddisfacente alle condizioni di 
vincolo (IO). L a tra ie tto ria  corrispondente al m oto del sistem a rende quindi 
minimo, in confronto con le altre  traie tto rie  con la stessa direzione e con­
sen tite dai vincoli, il quadrato  del secondo fa tto re dell’ultim o m em bro del­
la (21) chef salvo il diverso significato dei simboli, coincide cori l’espres­
sione (12).

Ariche in questo caso possiamo considerare in V» una ennupla di congru­
enze ortogonali ind iv iduata in ogni pun to  dai seguenti versori : a) gli s versori 
Ba =  Xa che individuano i vincoli, b) a ltri n  —  s versori ortogonali tra  loro
V V

e ai precedenti. Facendo coincidere il primo di questi u ltim i versori con quello 
che dà la direzione del m ovim ento, si ha ancora la (12') e si può  concludere 
che il m inim o della cu rvatu ra, im posta dai vincoli, è dato  dal quadrato  della 
velocità per la radice q u ad ra ta  della somma dei quadrati di quei coefficienti 
di rotazione del Ricci che si scrivono :

Yv,^+i ,j+ i (v 1 , 2 ,* • *, «r).

(9) J .L .1 Synge, loco cit.
(10) J. L. Synge, loco cit. Cap. I § 2.3, § 3.5 e § 3.6. Il Synge parla di «curvature 

relative a una terza curva C** ». Ma poiché quest’ultima è per noi una geodetica, si può parlare 
di curvature, senza l’aggettivo « relative ».
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Rim ane infine da considerare il caso in cui i vincoli im posti alle coordinate 
lagrangiane sono vincoli di olonomia. Ciò significa che il m oto del punto  ra p ­
presentativo non avviene liberam ente in V„, bensì in una in essa im mersa. 
Per una curva di q u est’u ltim a varie tà  vale ancora la (15), con i jra cu rv a tu ra  
principale entro  V„ , 1 jrg cu rvatu ra  principale entro V ^ . e  1/R  cu rv a tu ra  
norm ale entro (lI). Per il m oto natu ra le  in assenza di forze a ttiv e  il m i­
nimo di 1 /ra corrisponde all’annullarsi di 1 \rg e quindi coincide con la cu r­
vatu ra  norm ale 1/R , che è nota, noti i vincoli e la direzione del m ovim ento.

( n )  Cfr. L. P. E isenh ar t , loco cit.


