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M eccanica, —  Sulla  congruenza delle deformazioni in solidi 
viscoelastici non—omogenei. N o ta 0  di J. N. D istéfano , presentata 
dal Socio G. C olonnetti.

Consideriamo un solido viscoelastico isotropo, non necessariamente omo
geneo, occupando uno spazio V lim itato da una superficie S. Il corpo può 
essere soggetto a forze esterne e di massa, ed una parte della sua superficie 
potrà venire condizionata a non avere scorrimenti secondo certe direzioni. 
Si potrà inoltre supporre resistenza di un sistema di deformazioni impresse, 
tanto nell’interno come nella sua superficie.

Dopo queste premesse sia, come al solito, Aj f )  la componente elastica 
del tensore di deformazione, 4 0 0  la componente viscosa e s,y un sistema di 
deformazioni impresse.

Come è noto [3], la condizione necessaria e sufficiente perché la defor
mazione totale

4  00 +  4  (f) +  4*

sia congruente, è che l’equazione

( I ) j  [4  00 +  4  (0 +  4 ] 8a;y dV  — 0
V

sia soddisfatta per tu tti gli stati di coazione Say del corpo.
Ora, se vogliamo che le deformazioni elastiche 4 0 0  siano congruenti, 

si dovrà verificare

(2) I S*y(/)'Soty d V  =  O.
V

Per differenza si ha subito

(3) ( [ 4 ( 0  +  4 ]  Sa,y d V  =  o .
V

Se supponiamo -  senza restringere la generalità -  che il sistema di defor
mazioni impresse si introduce prima d ’attuare le forze esterne o di massa, e 
se prendiamo come origine del tempo l’istante d ’applicazione del sistema di 
deformazioni impresse, allora la deformazione viscosa sarà nulla in questo 
istante e la (3) diventerà

(4) j  ztj § Gij dSf =  o.
V

(*) Pervenuta all’Accademia il 13 settembre 1963.
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Per differenze tra la (3) e (4) si ha

(S) / 4 -(t)8a0 d V = o .
V

L iquazioni (4) e (5) vengono ad esprimere così condizioni necessarie per veri
ficare la congruenza delle deformazioni elastiche. E sono pure condizioni suf
ficienti, come si dimostra sostituendo (4) e (5) nelPequazione (1). Allora, 
con tu tta  generalità si può affermare :

« Perché in un solido viscoelastico le deformazioni elastiche siano congruenti 
occorre e basta che il solido sia esente da stati di coazioni e che le deformazioni 
viscose siano congruenti ».

Vediamo adesso -  in connessione con la teoria delPereditarietà lineale di 
Volterra -  cosa comporta che le deformazioni viscose siano congruenti. Defi
niremo i seguenti tensori

(6) V  (0 =  [— (! +  v) <*.>•(*) — 3 00] &>• +  2 (1 +  v) <J(>. (7)

(7) Vij 00 =  [— (1 +  a(j (t) — 3 3Cv<r„ (*)] + 2 ( 1  +  JCv) a,y (t)

dove

h j
1 se z = j  
o se i - \ - j

3C =  / a (/’T) •

gìj' è il tensore tensione, E , v sono il modulo di Young e di Poisson rispetti
vamente ; f j  ( t , t)  e / 2 ( t , t)  sono le funzioni di fluage longitudinale e tra 
sversale.

Con questa notazione si possono scrivere le relazioni

(8) =

t

(9) 4  00 =  f s>y (4  -A ( t , t ) d i .

Si riconosce subito che (8) non è altro che la legge di Hooke, e che (9) esprime 
la relazione d ’ereditarietà lineale di Volterra tra i tensori e# e nel caso 
dell’isotropia [4].

Il significato fisico delle funzioni f x ( t , t)  e f 2 ( t ,  t)  appare chiaro in 
quanto si considerano le deformazioni viscose di un elemento sollecitato uni- 
assialmente con una tensione unitaria costante. Infatti, dall’analisi della 
equazione (9) in un caso simile, si vede che l’integrale

t

(IO)
o

rappresenta la deformazione viscosa longitudinale dell’elemento sollecitato 
uniassialmente con una tensione unitaria costante applicata nell’istante t =  o.
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Nella stessa maniera se verifica che l’integrale
t

0 0 V / / 2 (t , T) rfT

rappresenta la contrazione laterale nel tempo, dell’elemento precedentemente 
considerato.

Per via di semplicità non si esplicitano le variabili x* , x 2 >xz . Ma, tranne 
indicazione in contrario, si supporrà che E , v , / x ( t , t)  , / 2 ( t , t)  , a (f) e e (/) 
sono in generale, funzioni di x z , x 2 , x 3.

Ritorniamo ora al problema iniziale. Abbiamo dunque il corpo esente 
di stati di coazioni iniziali, e dobbiamo ricercare la possibilità di congruenza 
delle deformazioni viscose, ogni volta che siano congruenti le deformazioni 
elastiche. Analiticamente questo fatto comporta ©he si devono verificare 
sim ultaneamente le equazioni (2) e (5).

Sostituendo (9) in (5) si deve, verificare

(12) % (T) • A  ( t , t) Scr/y d V  =  o

per il che occorre e basta che

(13) Sij 00- A i r  T) Ser.y dV  =  O .
V

M ediante una semplice transformazione algebrica, si può esprimere l ’equazione 
(7) nella forma

&*(*) = ( 1 — X )o ,/(t) +  KE4 -(t)

che sostituita nella (13) e tenendo conto che X =
f i  d

(H) j [(/, —/ a) ay +  E/a ^ t]dV  =  o .
V

Chiamando con

(15) «v =  E /? +  —
Zij

la precedente diventa

(16) j  |>0 (Y) oc„ Sctjj - f  e22 (/) a22(/) 8c22 - f  . . .]'aTV =  0
v

che dovrà essere soddisfatta simultaneamente con l’equazione (2), per tu tti 
gli stati di coazione 8<jty del corpo.

Allora sarà ovviamente necessario che per qualsiasi stato di coazione 
8(jzy le funzioni

O C.xi i  j  ,  0C2 2  ^ ^ 2 2  ,  ’ * * ,  ( Z 2 3  ^ ^ " 2 3

siano componenti di uno stato di coazione. Ma se vogliamo -  come abbiamo 
impostato all’inizio di questa Nota -  ottenere delle conclusioni qualsiasi sia
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il sistema di forze e conseguentemente di tensioni e deformazioni che agisce 
sul corpo, oc*y dovrà essere indipendente dallo stato di tensioni e deformazioni, 
ciò che implica d ’accordo con (15) che

07 ) / .= /■ •
Allora ouj diventa la funzione

a =  E /.

Ora non è diffìcile provare che perché aSoy,- sia uno stato di coazione qual
siasi sia lo stato de coazione , oc dev’essere una costante rispetto di x i . 
Infatti, gli stati di coazione $cr,y sono le soluzioni del sistema di equazioni 
differenziali omogenee

(18) — o (l’indice dopo la virgola indica derivazione)

che soddisfano le seguenti condizioni di bordo

0 9 ) 8ffy .7)y= 0

dove 73 . rappresentano i coseni direttori della normale alla superfìcie.
Ora, se aScrzy dev’essere uno stato di coazione, si dovrà verificare

(20) =  o

(21) aSW = 0 -

L ’equazione (20) rimane identicamente verificata qualsiasi sia la funzione a. 
Procedendo alla derivazione indicata della (19) si ha

[a • StT.y] ti =  a ,■ 8a,y +  aS(j,y> ,• =  o .

Tenendo conto della (18) la precedente diventa

che è un sistema di equazioni lineari omogeneo che am m ette la soluzione 
triviale
(22) oc =  costante indipendente di x {

oppure infinite soluzioni se e solo se

(23) det. | 8a# | =  o.

Ovviamente quest’equazione non può essere soddisfatta per tu tte  le 
soluzioni di (18) che soddisfano (19). Allora è necessario che si verifichi 
identicamente la (22) come volevamo dimostrare.

Allora (17) e (22) vengono ad essere -  insieme alla condizione di assenza di 
stati di coazioni iniziale -  condizioni necessarie perché le deformazioni elasti
che siano congruenti qualsiasi sistema di forze esterne agisca sul corpo. Ed è fa
cile dimostrare che sono pure condizioni sufficienti. Infatti, se il corpo è esente 
da sljati di coazioni, la congruenza delle deformazioni totali si esprime con

f  [4 <o +  4 (0 ] =  o.
Y

(24)
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Ma, se si verificano le condizioni (17) e (22) la precedente diventa, tenendo conto 
delle (8) e (9)

T)^T J  4 (T ) §<7;y d V  =  o 
V

che è una equazione integrale omogenea di seconda specie di Volterra, che 
viene soddisfatta se, e solo se [5]

ciò che esprime la congruenza delle deformazioni elastiche.
Le demostrazioni precedenti ci permettono allora di enunciare il seguente
TEOREMA. In  un corpo viscoelastico isotropo soggetto a qualsiasi sistema 

di forze esterne o d i massa, le deformazioni elastiche saranno congruenti ad ogni 
istante se, e solamente se, i l  corpo è essento di stati iniziali di coazione e si veri

ficano le condizioni (17) e (22).
La generalità del teorema impone sottolineare « soggetto a qualsiasi si

stema di forze esterne o d i massa » dell’enunciato precedente. Infatti, la neces- 
sarietà viene condizionata a che non uno particolare, ma qualsiasi sistema di 
forze possa essere considerato.

Vogliamo fare adesso due osservazioni con relazione al teorema prece
dente, non esente da interesse pratico.

Dall’analisi delle condizioni (17) e (22) sorge d ’immediato l’impossibilità 
che in corpo viscoelastico non-omogeneo che abbia almeno una parte sola
mente elastica, le deformazioni elastiche siano congruenti. Infatti, nella parte 
elastica si avrà identicamente f  ( t , t )  =  o e ciò implica -  secondo (22) -  
W  =  o dappertutto, che può riuscire possibile se, e solo se, il corpo è to tal
mente elastico.

Da un altro punto di vista invece, è interessante analizzare cosa com
porta la congruenza delle deformazioni elastiche nei cosidetti problemi lineari 
quasi statici, cioè nei quali lo stato di tensioni non dipende dalle deformazioni 
del corpo, e le forze esterne si suppongono applicate lentamente in maniera 
di trascurare effetti dinamici. In questo caso non è difficile dimostrare che 
lo stato di tensioni del corpo viscoelastico è coincidente con lo stato d i tensioni del 
corpo considerato elastico, senza tenere conto delle deformazioni viscose. Infatti, 
nei problemi lineari quasi statici l’energia di deformazioni del corpo non di
pende né esplicitaménte né implicitamente dalla posizione deformata del corpo 
e perciò dalle deformazioni viscose. Ora è noto che l’equazione (2) esprime la 
condizione di minimo della energia di deformazioni del corpo. Ciò significa 
che le tensioni del corpo viscoelastico saranno ciò che caratterizzano lo stato 
di tensioni del corpo considerato puram ente elastico, come volevamo di
mostrare.

20. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 5.
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Da ciò che precede non è difficile inferire il seguente
COROLLARIO : Nei problemi lineari, lo stato di tensioni di un corpo visco- 

elastico isotropo, non necessariamente omogeneo, soggetto a qualsiasi sistema 
di forze esterne o di massa, rim arrà costante nel tempo se e solo se il corpo 
è essento di stati di coazioni e si verificano le condizioni (17) e (22).

Se si considera un particolare sistema di forze agenti sul corpo, allora l’as
senza di stati di coazione e (17) e (22) sono condizioni sufficienti ma non 
necessarie per assicurare la costanza delle tensioni nel tempo.
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