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Geometria. —- Su  una nuova classe di p ian i grafici Nota di 
L uigi A ntonio  R osati, presentata ((*) **} dal Corrisp. G. Z appa .

M entre sono noti esempi di sistemi cartesiani propri infiniti, i sistem i 
cartesiani finiti conosciuti sono sempre dei quasicorpi. In a ltre  parole nei 
piani grafici fino ad oggi s tud ia ti nei quali si abbiano tu tte  le possibili omologie 
speciali di centro P ed asse r  (P e r) si verifica sempre uno dei seguenti fa tti :

a) esistono tu tte  le possibili omologie speciali di asse r  (piani di t r a 
slazione) ;

b) esistono tu tte  le possibili omologie speciali di centro P (duali dei 
piani di traslazione).

In  questa N ota, che ne riassum e u n ’a ltra  in corso di pubblicazione, si 
definisce una classe di piani grafici finiti (l), si fa vedere che non sono di tra 
slazione, né duali di piani di traslazione e si m ostra che contengono un punto 
P e una re tta  r, a p p a r te n e n t i ,  tali che esistono tu tte  le omologie speciali di 
centro P ed asse r, provando così per la prim a volta l’esistenza di sistemi car
tesiani finiti che non sono dei quasicorpi.

Si m ostra  anche che questi piani sono do ta ti di una sola coppia p u n to - 
re tta  incidenti (P , r) tale che esistano tu tte  le omologie speciali di centro P 
ed asse r. P e rtan to  essi costituiscono i prim i esempi di piani p ro iettiv i finiti 
appartenen ti alla classe II  della classificazione di Lenz.

1. Sia S un quasicorpo non d istributivo sinistro (2) d ’ordine q2 contenente 
come so tto-quasicorpo un campo F d ’ordine <7 e do tato  delle seguenti proprietà

(1) ai +  bi =  (a +  b) ì (i e F)

(2) (ab) i =  a (bi) (i € F).

A  partire  da S, T . G. O strom  [2] ha in trodo tto  un nuovo piano non 
desarguesiano A nella seguente m aniera.

I pun ti di A sono le coppie ordinate di elementi di S. Le re tte  di A sono 
gli insiemi dei pun ti (x , y)  che soddisfano una delle seguenti condizioni

a) y  =  xm  +  n (m , n fissi, m  e S — F)
b) x  =  ai +  c , y  =  aj +  d  (a =(= o , c , d  elem enti fissi di S, i , j  va

riabili in F).

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a ttiv ità  del gruppo di ricerca n. 8 del C om itato 
per la M atem atica del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 novembre 1963.
(r) La definizione di questi piani e le loro principali proprietà sono sta te  esposte la prim a 

volta in una riunione del gruppo di ricerca n. 8 del C om itato per la M atem atica del C.N.R., 
tenu ta  a Firenze nel dicembre del 1962.

Gli stessi piani sono sta ti definiti, in modo com pletam ente indipendente anche da 
T. G. O strom  e D. R. Hughes.

(2) Supponiam o cioè che in S valga la proprietà d istribu tiva a (ò -j- c) — ab -fi ac.
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U n piano di O strom , che indicherem o con I I2) si può ottenere in p a r ti
colare partendo  da un quasicorpo associativo sinistro R d ’ordine q2 avente per 
centro un campo d ’ordine q. Indicherem o con II, il piano affine di Hughes 
relativo ad R.

R am m entiam o che i pun ti di 11,. sono, come i punti di II2, le coppie ordinate 
di elem enti di R ed è facile riconoscere che le re tte  di I I I si possono dividere 
in due classi:

c) re tte  d ’equazione y  —  p  =  (x —  q) t (p , q e F  , /  e R  —  F) ;
d) re tte  d ’equazione ax +  by fi-  ̂ =  o (a , b e F  ; s e R).

Si vede im m ediatam ente che l’insieme dei punti (pc , y)  forniti dalle equa
zioni b) al variare di i , j  in F è un sottopiano di I I I e che le re tte  ad esso ap p ar
tenenti sono di tipo d).

Consideriam o ora un nuovo insieme, II, di « pun ti » e di « re tte  ». Preci
sam ente diremo pun ti di n  i pun ti di II, (e di -II2), re tte  di II le re tte  di 
n x di tipo c) e le re tte  di I I2 di tipo b).

Si dim ostra facilm ente il
Teorem a 1. — TI è un piano affine.
L a dim ostrazione si basa sui seguenti due lemmi.
Lemma i . -  A l variare di p  , q in F  la retta r di n x di tipo e) y  —  p  =  

— (x —  q) t descrive tutte e sole le rette di un fascio di rette parallele. Pertanto 
le rette di r i x di tipo c) si suddividono in q* -— q fasci di rette parallele.

LEMMA 2. -  Le rette di TI2 di tipo b) si suddividono in q fi- 1 fasci di rette 
parallele.

2. D ’ora in avan ti indicherem o con {ai fi-c  , aj f i-d }  la re tta  di II 
x  =  ai fi- c , y  — aj +  d. Indicherem o poi con fi il piano proiettivo corrispon
dente al piano affine II, con roo la re tta  im propria di II e, rispettivam ente, 
con /  ed I la re tta  {i ,j]  ed il suo punto  improprio.

E di im m ediata verifica il
TEOREMA 2 .  -  n  ammette le collineazioni di equazioni

x  == alx g x  +  a12 ay +  bz 
y  =  a2I ax +  a22 cry +  b2

essendo g  un automorfismo di R.
Pertanto n  ammette un gruppo , G, di collineazioni isomorfo al gruppo delle 

affinità d i II x [3].
R am m entiam o che, se P ed r  sono un punto  e una re tta  di un piano 

pro iettivo , questo si dice (P , ^ - tra n s itiv o  se am m ette tu tte  le omologie di 
centro P ed asse r.

TEOREMA 3. — Le uniche traslazioni dv II hanno le equazioni x  =  x  -f- a , 
y  — y  +  b (cf , b e F). Pertanto II è (P , r^f-transitivo se e solo se P coincide 
con I. Una collineazione di II che lascia ferm a r^  lascia fermo anche I.

D a questo teorem a discende subito il seguente
C o ro lla r io . -  Il non è desarguesiano né un piano di Hughes.

oij | =j= o ; ai/ , bx , b2 e F,
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In fa tti, presi com unque su uno di tali piani un punto  ed una re tta  inci
denti, esiste sem pre una collineazione che sposta il pun to  e lascia ferm a la 
re tta  (ved. [5] per quanto  riguarda i piani di Hughes).

Teorema 4, — I l  gruppo S delle omologie d i n  (di A) aventi per asse l  e 
che mutano in sé ciascuno dei due sistemi di rette b) e c) (a) e b)) è isomorfo al 
gruppo degli automorfi sm i di R  (di S) che lasciano ferm o ogni elemento d i F.

Il gruppo degli autom orfìsm i di un quasicorpo finito associativo non 
eccezionale è sta to  determ inato  da H. Zassenhaus [6]. F ra  i sette  quasicorpi 
associativi eccezionali ve ne sono tre d ’ordine q2 rispettivam en te  uguale a 
112 > 232 > 592 che hanno per centro un* campo di ordine q. A  proposito di 
questi stabiliam o il seguente teorem a che ci sarà utile nel seguito.

Teorem a 5. — Sia  R  un quasicorpo associativo finito  d'ordine q2 avente 
per centro un campo F  d'ordine q. Se R  ammette un automorfismo d'ordine q 
che lascia ferm i tutti g li elementi d i F, allora q =  3. Se R  è eccezionale l'ordine 
del gruppo degli automorfìsmi di R è uguale a due\ se q =  11, uguale a uno, 
s e q  =  23,59. _

Per il teorem a 3, Il è (I , roo)-transitivo. Ne viene che con una conve
niente scelta jleg li elem enti di riferim ento, il corpo ternario  delle coordinate 
dei pun ti di IT è un sistem a cartesiano. Ebbene, il seguente teorem a m ostra  
che questo sistem a cartesiano, per q fi-  3, non è un quasicorpo.

TEOREMA 6. -  TE non e d i traslazione e se q =f= 3 non è il duale di un piano 
di traslazione. Se q =  3, H è il duale d i un piano d i traslazione.

T enuto  conto di questo teorem a e del teorem a 3 si ha che l i  appartiene 
o alla classe II  o alla classe I I I  della classificazione di Lenz [1]. Il teorem a 7 
m ostra l’appartenenza in generale alla classe II del piano II che è perciò il 
prim o esempio di un piano proiettivo  finito appartenen te a tale classe.

T e o r e m a  7. -  Se è q fi^ 3  ed R  non è il  quasicorpo eccezionale d'ordine 
232 0 592> e. con P edjr indichiamo un qualunque punto ed una qualunque 
retta incidenti, allora II è (P ,r )—transitivo se, e solo se, P =  I, r  =  roo.

V ale inoltre il
Teorem a 8. — Se è q fi= 3, f i non è un piano proiettivo d i Ostrom.
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