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G eom etria . —  Su k-archi contenuti in cubiche p ia n e . N o ta  di 
C la u d io  D i C om ite, p r e s e n ta ta 0  dal Socio B. S e g r e .

In un piano lineare S2,q sopra un corpo finito <r di ordine q =  p h ( p - primo), 
il prof. B. Segre (ved. B. Segre [9], [io], [11], [12]) si è ripetutamente servito 
di curve algebriche per costruire /é-archi [le coniche sono (q +  i)-archi 
(B. Segre [9]), completi se q è dispari (B. Segre [11]), incompleti se q è pari 
(B. Segre [io]) ; in quest’ultimo caso (B. Segre [io]), da esse si ottengono 
infatti (q +  2)-archi (completi) mediante l’aggiunta di un punto opportuno 
(nucleo della conica) ; curve algebriche di ordine maggiore di due interven
gono nella costruzione (B. Segre [io]) di (q +  2)-archi (q 2h , h — 5 o 
h >  7) non contenenti una conica] ; così pure il prof. L. Lombardo Radice 
(ved. L. Lombardo Radice [4]) si è servito di coniche per costruire (q f -  $)l2~ 
archi completi (q dispari e q =  3 (mod 4)) ed io, consigliato dal prof. B. Segre, 
(ved. C. Di Comite [3]) mediante C3 cuspidate ho costruito 8-archi completi 
di S2,u e io-archi completi di S 2,17*

In questa Nota, prendendo l’avvio da colloqui concessimi dal prof. B. Se- 
gre, determino in S2,q Marchi contenuti in C3 nodate e, in particolare, dimo
stro che ogni C3 nodata contiene un (q -fi- i)/2-arco, da cui, per q =  13, si può 
ottenere un 12—arco completo di S2,I3 (12-archi completi di S2,I3 sono stati 
costruiti dal prof. M. See con l’aiuto di una calcolatrice elettronica (ved. 
M. Sce-L. Lunedi [5]).

1. A lcu n i richiami s u l le  C3 nodate di S2j(? (i). -  Nel piano proiet
tivo S 2,g sopra il campo finito a di caratteristica p  =f= 2,3 (2) ed ordine q — p h, 
sia K una cubica avente un punto doppio N a tangenti principali distinte, 
tx e t i , su <t.

Ogni retta di S2,q passante per N e distinta da t x e t2 interseca K, oltre 
che in N, in uno ed un solo punto, necessariamente su a. Ne segue che :

I) K contiene q punti d i S2,q.
Uoiché l’ordine di K è minore di p  (p  4 = 2>3)> è lecito servirsi nello studio 

di K delle formule di Pliicker, purché si tenga conto anche degli elementi 
(punti e rette) che non sono sul campo base. Risulta così che :

II) K è d i classe 4 e possiede 3 flessi.
Fissato su K un punto P di S2j<7 , P =)=N, e detta t  la relativa tangente, 

si scelga in S2,̂  un riferimento R al modo seguente :

o, =  *0*1 , oa = t n t ,  , o3 =  N , U e N P .

(f) Nella seduta del 9 novembre 1963.
(1) Alcune proposizioni di questo numero si possono dimostrare per altra via, più 

sintetica, ma si è preferito ricorrere a considerazioni di carattere algebrico perché queste 
risulteranno utili in seguito.

(2) Nel seguito, anche se non detto esplicitamente, si supporrà sempre p  =j= 2,3.
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In R , K è suscettibile della seguente rappresentazione parametrica:

(1.1) .x  — X2 , y  =  X , z =  (X —  i)2 (aX +  b) > con a , i = \ = o .

Pér X =  o si ha il nodo e quindi al variare di X in g  —  o si hanno i q —  i 
punti di Sa,q appartenenti a K e distinti dal nodo.

Se una retta, di equazione ux -f- vy  +  wz — o, interseca K nei tre punti 
di parametro rispettivamente Xx ., X2 , X3, con Xx , X2 , X3 =|= o, l’equazione

il X2 vX -f- w  (X —  i)2 (czX -f- $) =  o 

ha come radici Xx , X2 , X3 , risulta quindi

(1.2) Xx X2 X3 =  —  bfa =  g .

Con procedimento inverso si vede che, se è verificata la (1.2), resta deter
minata una retta che interseca K nei tre punti.

Dalla (1.2) seguo che un punto di K, di parametro X, è un flesso se e solo 
se X3 — g )  quindi (ved. B. Segre [12], Ch. 12, n. 79):

III) Se q ^  1 (mod 3), uno ed imo soltanto dei tre flessi d i K è su <j; mentre, 
se q se 1 (mod 3), o tu tti e tre i  flessi d i  K sono su a oppure nessuno d i essi lo è.

Dalla (1.2) segue inoltre che, per ogni X e cr —  o, il punto di parametro X 
ha per tangenziale il punto di parametro g'K' 2 e, a sua volta, è il tangenziale 
dei due punti che si ottengono in corrispondenza delle radici quadrate di 
X- 1 ^ ; quindi, entrambi questi punti sono in S2,̂  se X” 1 *̂ è un quadrato o, 
ciò che è lo stesso, se Xg è un quadrato, mentre nessuno dei due è in S2j<? se 
Xg è un non-quadrato ; in particolare Xg è un quadrato quando il punto di 
parametro X è un flesso (X3 =  g) ed, in tal caso, esso è il tangenziale del punto 
di parametro —  X, oltre che di se stesso.

Si conclude che :
IV) Delle tre tangenti passanti per un punto d i  S2j? appartenente,. a K 

e distinto dal nodo e dai fle ss ilo  soltanto la tangente nel punto medesimo è su g  

oppure tutte e\ tre sono su g  ; Vulteriore tangente passante per un flesso su g  è 
su g  ; detto i  i l  numero dei flessi su g , i l  numero dei punti del prim o tipo è 
( q — i)/2  e quello dei punti del secondo tipo ( q — 1) /2—2.

2. ^ -A rch i c o n te n u t i in  C3 n o d a te  di Sa,*. -  Sia Ko Tinsieme dei 
(q -— i)/2  punti di S2,* appartenenti a K, per ciascuno dei quali passa una 
sola tangente su a, vale a dire la tangente nel punto considerato, e, per ogni 
i — 1 , 2 >* • •, sia K* l’insieme dei tangenziali dei punti di K2-_ x ; detto r  
il massimo intero positivo tale che 2 r divida q —  1, si proverà che:

V) a) (Ki)2=0,i,--.,r costituisce una partizione delVinsieme dei pu nti d i 
S 2j* appartenenti a K, distin ti da l nodo, essendo inoltre Kr+X == Kr ;

b) per ogni i  =  o , 1 , • • *, r  —  1, K2 è un (q —  i) /2 i+I-arco, mentre, 
se ( q —  l)/2 r >  3 (3), K r è un { { q —  i)/2 r , 3 }-arco.

(3) Risulterà anche dal seguito che, se {q — i)/2r =  3 (quindi q =  1 (mod 3)), i tre punti 
di sono proprio i tre flessi di K, se questi sono su a ,  e sono quindi allineati, mentre essi non 
sono allineati se K non ha flessi su a.
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Riferendosi alla rappresentazione parametrica (1.1), per ogni i  =  o , 1 , • • •,
1 punti dell’insieme IO si ottengono in corrispondenza dei valori di X appar
tenenti all’insieme H* così definito :

/ (X 6 H0) <*==> (kg non-quadrato) , V i  — 1 , 2 , • • • :

(2.1) j (X € Hi) <==> (3 p, e H ,_  x b' X =  2) <==>

I «==» (3 v 6 Ho 9' X =  g(x ~ <- 2)z)/3 v(-

I (<q —  i)/2  elementi di H 0 sono o tutti i quadrati di cr —  o o tutti i non
quadrati, a seconda che g  sia non-quadrato o quadrato.

Si proverà che, se r  >  1, V i  — o , 1 , • • •, r  —  2 : (X e Hi) =» (—  X 6 H*). 
Infatti, per le (2.1), 3 v 6 H 09r X = / I - ( “ 2̂ 3 v(” 2)' e, per B. Segre [12]9 
n. 79, pag. 102, I prop., 3 s € cr—  09' s2l'+I =  —  1, d’altra parte s2 v e H 0, 
ne segue g^x “ 2)̂ /3 (s2 v)(“ 2)* =  —  X e H*.

Quindi (ved. (2.1)), per ogni f =  1 ,• • * , r —- 1, il numero di elementi di 
Hi è la metà di quello di H*-_! e, poiché H0 contiene ( q — i)/2 elementi, per
ogni i =  o , 1 , • • •, r ---- 1, H* contiene (q —  i)/-2*+1 elem enti(4).

Si dimostrerà ora che, al contrario, qualunque sia il valore di r :  
( X e H r_ I)=>(— X € H r_ x). Infatti, se per assurdo 3 X 6 Hr -  1 -— Xe Hr- i ,
per le (2.1) 3v, v 'eH c9' X = / x~ 2)'"'l)/3
da cui (v' v“ x)(~ 2)r 1 — —  1, e poiché v' v-1  è un quadrato, ciò è assurdo per 
B. Segre [12], n. 79, p. 102, I prop.

Quindi (ved. (2.1)) Hr contiene lo stesso numero di elementi di Hr - i ,  
cioè (q —■ i) /2 r.

E ovvio che, per ogni z =  o , 1 , • • - , r —- 1 , ( q —  i)/2*+I è anche il nu
mero di punti di K* e ( q —- i) /2 r quello di Kr.

Si osservi che K0 O K i =  0 , per ogni i  =  1 , 2 , • • -, r, poiché diversa- 
mente qualche punto dì K0 sarebbe tangenziale di qualche punto di K apparte
nente ad S2)?. Così pure, per ogni o <  zx <. i2 < r ,  K^ fl K;2 =  0 , perché 
diveitsamente si arriverebbe all’assurdo K0fl K/2-,- = 0 .

Gli insiemi K*, 2 =  o , 1 , • • - , r y sono dunque a due a due disgiunti e, poi-
r  —  x

chéil( numero di punti contenuti complessivamente in essi è 2  —  i)/2 ‘+I +
i— o

~h (q —- i) /2 r =  q — 1, (IO)/—o, 1, • •. ,r è una partizione dell’insieme dei punti 
di S2}q appartenenti a K, diversi dal nodo.

Si osservi anche che gli eventuali flessi su g appartengono a Kr, perché 
diversamente si avrebbero due Ki non disgiunti, ed inoltre Kr+X =  K r, poiché 
il tangenziale di un punto di Kr non può appartenere che a Kr e due punti 
distinti di Kr non possono avere lo stesso tangenziale.

Resta così provata la a) e parte della b). Per dimostrare che, per ogni
2 =  0 , 1 , • • •, r — 1, K* è un ( q — i)/2*+I-arco basterà far vedere ancora 
(si ricordi la (1.2)) che, per ogni /  =  o , 1 , • • - , r — 1, non può essere

( 2 .2 )  Xi , X2 j X3 G Hi  A ki X2 X3 :==: g .

(4) La conclusione a cui si è giunti è banalmente vera per r  =  l.
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Infatti, se per un i  < r  esistessero tre valori di X siffatti, dalle (2.1),
(2.2) seguirebbe resistenza di tre elementi vx , v2 , v3c H0 tali che 
(vi v2 v3^ " I)(” 2)J =  1; ma ciò è assurdo, poiché le radici della equazione

=  o, con i  <Cr, sono tutte dei quadrati (precisamente sono le potenze di 
esponente 2r~ i delle radici della equazione x*  =  1), mentre vt v2 v3g ~ x è un 
non-quadrato, essendo il prodotto del quadrato v2 per il non-quadrato  
v3g ~ x-

L ’ultima parte della b) si deduce subito dalla seguente prop., più generale, 
che ora si proverà:

VI) Ogni retta d i S2,q congiungente un punto d i KZl con un punto d i  K*2, 
con o <  ii <C i2 <  r, interseca ulteriormente K in un punto d i , che può  
coincidere con i l  punto prefissato d i  KZl soltanto se i2 — i T -f- 1 (5) 6.

Infatti, si considerino i punti di parametro rispettivamente X1 e e 
X2eH*2, con o <  ^ < . i 2 < r ì e sia X il parametro in corrispondenza del 
quale si ottiene l’ulteriore punto di K appartenente alla retta congiungente 
i primi due. Per le (2.1), 3 , v2 e H0 b' X,

: g( 1 ( 2)!=)/3 v(2 2) 2 e , per la (1.2), X = . g(l ( 2 )^ )/3 v ( 2)*I  ̂ o v e  v _ - I  - ( - 2)Z2-
: Vi V2

•sr<2-+(-2)*2-»l)/3 e è un non-quadrato, essendo il prodotto del non-quadrato

v7 *g per il quadrato v^(_2)l2 H ciQè v e H0 e quindi XeH, ' .
È evidente che, se a K*, per ogni i  =  o , 1 , • • •, r  —  1, si aggrega il nodo 

di K, si ottiene un {{q — i)/2‘+I -f- i)-arco, K, ; in particolare K0 è un
(q +  i)/2-arco e dalle V, VI segue che:

VII)  Relativamente a K0 ed a K0, ogni punto d i ha indice (6) (q —  3)/4, 
se r  =  1, e (q — 5) /4 , se r >  i, ed in quest ultimo caso ogni punto d i  K*, 
per ogni /  =  2 , 3 , • • •, r, ha indice (q —  i)/4-

E anche evidente che :
V i l i )  P er q^> 7, K0 non è contenuto in tma conica <?, più  in generale, 

per q >  i l ,   ̂ punti qualsiasi d i K0 720% appartengono ad una conica.

3. 6-A rchi com pleti di S2j7 e 12-archi com pleti di S2ji3 . -  Se K pos
siede almeno un flesso F su a (ved. prop. Il i ) ,  si può particolarizzare ulte- 
riormente il riferimento R, prendendo P == F e scegliendo opportunamente il 
punto unità sulla retta N F, in modo tale che K sia suscettibile in esso della 
seguente rappresentazione parametrica :

x — X2 y y  — X , 2 — (X  ■—  i ) 3.

Risulta cosi g =  1 e quindi H0 è l’insieme dei non-quadrati di a —  o 
ed FL, per ogni i  =  1 , 2 , • * * , l ’insieme delle potenze di esponente (—  2)* 
degli elementi di H 0.

(5) Una volta dimostrata la prima parte di questa prop., la seconda segue subito dalla 
definizione degli insiemi K* .

(6) Ved. B. Segre [i i ] oppure B. Segre [12], eh. 17, n. 179.
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Premesso ciò, si proverà che :
IX) Se K è una C3 nodata d i S2,7 avente i  tre flessi sul campo base, ag

gregando a l 4-arco K0 i due pu nti delle tangenti principali allineati coi flessi, 
si ottiene un 6 - arco completo d i S2,7 (7).

Infatti, siano Q x e Q2 i due punti delle tangenti principali allineati coi 
flessi, le tre secanti di K0 non contenenti N intersecano la retta Q x Q2, per la 
VII,  nei tre flessi di K, non passano quindi né per Q z né per Q2, inoltre le due 
rette NQj ed NQ2 (tangenti principali di K) sono due tangenti di K0, quindi 
Qx e Q2 sono due punti di indice zero ; la retta che li congiunge, contenendo i 
tre flessi di K, non può contenere nessun punto di K0 ed è quindi esterna a 
K0 ; si conclude che aggregando a K0 i punti Qs e Q2 si ottiene un 6-arco 
di S2,7. Si verifica poi analiticamente ch’esso non è contenuto in una conica 
e quindi, per il II teorema di B. Segre sui yè-archi (ved. B. Segre [8]) non è 
contenuto nemmeno in un 7-arco ; il 6-arco cosi ottenuto è cioè completo.

Si può anche provare analiticamente, valendosi delle V I, VII,  V i l i  e fa
cendo alcune considerazioni analoghe alle precedenti per abbreviare i calcoli, 
che :

X) Se ¥L è una C3 nodatà d i  S2,I3 avente i  tre flessi su l campo base, ag
gregando a l 7 -arco Kc i due pu nti delle tangenti principali allineati coi flessi 
ed i  tre punti diagonali del quadrangolo completo avente per vertici i  punti d i  K*, 
si ottiene un 12—arco completo d i S2,I3.

(7) 6-archi completi di S2,7 si possono anche ottenere in base al II teorema di B. Segre 
sui /L-archi (ved. B. Segre [8]).
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