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Matematica. — Prova esistenziale della geometria generale sopra 
una retta. Nota di U go  M o r in  e F r a n c a  B u s u l i n i , presentata (#) 
dal Corrisp. G. S c o r z a  D r a g o n i .

In questa  N ota  (I) si considera una retta s , d o ta ta  di un ordinam ento 
to tale e di un gruppo d i congruenze che godono di tu tte  le proprietà classiche, 
tranne quella della invertibilità  del segm ento (cioè che ogni coppia di punti 
AB della s sia coppia involutoria di una congruenza).

Le lunghezze a , b , • • • dei segm enti della definite canonicam ente, costi
tuiscono un gruppo additivo G. Ind ica ta  con a la lunghezza di un segmento 
AB e con d  quella del segm ento BA la m appa : a -^  d  risu lta  un an tiau to- 
morfismo in volu torio [8]

a b =  b d  , a =  ay
tale che [2, 3]

(1) a =)= o => d =j= —  a.

Con riferim ento ad un verso positivo della s, il gruppo G contiene un 
sistem a G+ di lunghezze positive tale che :

I) Ogni lunghézza soddisfa ad una ed una sola delle seguenti tre re
lazioni

a =  o o a e G +  o — a e  G+;

II) a , b e G+ => a +  b e G+ ;
III)  <2 e G + => <2 e G + ;

che contiene in particolare la (1).
Poiché, in contrasto  con la teoria classica dei gruppi ordinati, non risu lta  

d ire ttam ente  che G+ sia invariante, m ediante le convenzioni

— x  -\- y  e G + <=» x  O  y ,

y  —  x  e G + <==> x  y

si ottengono due ordinamenti diversi di G, detti rispettivam ente a sinistra  
o a destra , com patibili con la s tru ttu ra  di gruppo a sinistra o a destra
[8, 6, 4].

Ino ltre dalle p roprie tà  ordinali a ttrib u ite  alla risu lta che:
IV) L ’ordinam ento di G è denso e due classi di lunghezze, contigue 

a sinistra oppure a destra, am m ettono una lunghezza di separazione.
Si è verificato [8] che le seguenti tre proprietà:

o) è V identità', G è ab eli ano ; una lunghezza non è m ai uguale ad una  
sua parte >

sono equivalenti. (*)

(*) Nella seduta del 9 novembre 1963.
(1) Eseguita nell’ambito dell’attività dei gruppi di ricerca matematica del C.N.R.
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U na di queste tre proprietà , generalm ente la prim a, si assume in geo
m etria  elem entare come postulato.

Si è presentata allora la questione se è possibile sviluppare una geometria 
della retta , nella quale le tre predette proprietà non siano vere [9].

A questa dom anda, cui si è già d a ta  risposta afferm ativa per una re tta  
parzialmente ordinata \3], si dà in questa N ota risposta positiva  anche per 
un ordinamento totale.

Poiché sia dall’ipotesi che G + sia invariante , sia da quella che gli o rdina
m enti ad esso associati siano archimedei, segue che l’antiautom orfism o w è 
l’iden tità , si tra tte rà  di una geom etria non archimedea in cui il sistem a degli 
elem enti positivi non e invariante. La prim a condizione è natu ra lm ente  
necessaria, laddove la seconda risu lta anche sufficiente [8].

1. Indichiam o con Z l’insieme dèi num eri in teri è con a 1 =  (m 1 ;m 0) i 
bx =  (n1 , nQ) , • • • elem enti di ,GX =  Z X Z. M ediante la convenzione

(m 1 , m Q) -fi (nx , nQ) =  (m x\ +  n x , (—  i)n* m Q -fi nQ)

si definisce in G x urla legge di composizione, rispetto  alla quale esso è un gruppo  
non abeliano.

Ciò risu lta  sia da semplici calcoli, sia osservando che G x è una somma 
sem i-d ire tta  del gruppo additivo Z m ediante Z, [7].

L a mappa
00: a x-^  àx =  (m x , (— i)Wi m 0)

è un antiautomorfismo invQlutorio d i G x.
In fa tti, che ^  sia biettiva e involutoria è im m ediato. Inoltre

ài +  bx =  (m x -fi n x , (— ((— i)Wl m Q +  nQ)) =

=  (nx -fi m x , (—  1 Y 1+ni nQ -fi.(—- ì )m* m 0) =  bx +  d x.

L ’insieme G^ degli elem enti a x di G x per cui è

m x >> o oppure m x =  o , m Q >  o

soddisfa alle p roprie tà  I e II considerate nella introduzione.
Inoltre è im m ediato che è soddisfatta la I I I  :

ax =  (m x , m Q) e  G t  => àx =  (m x , (— i)m\ m Q) € G * .

2. Per dare la risposta preannunciata  nella introduzione, si costru irà 
ora up gruppo G più generale di quello considerato al n. precedente, che sod
disfa,' come vedremo, a diverse esigenze geom etriche [5].

Ino ltre il suddetto  gruppo G si può, in modo naturale, in terp re tare  come 
gruppo delle lunghezze dei segm enti di una re tta , d o ta ta  di un gruppo di 
congruenze [8, n. 5].
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3. Indicati con w* , m  , p t , • • • (7 =  1 , • . •, r) elementi del gruppo addi
tivo Z degli interi, con w G , nQ , p Q , • • • elem enti di un gruppo additivo abeliano 
G0 sem plicem ente ordinato, consideriamo gli elementi

a ,  — ( m r , , w 0),

■br = .(n r , nr- x n x , n Q),

^r  ( f i *  > f i r  — 1 > ‘ * * > f i \  ì f io )  ì

In Gr, insieme degli elem enti ^  , br , (V , • • • sia

( 2 )  a r +  £ r  =  ( m r +  ?Zr , (  I ) nr m r - x  +  « r _  x , (   l ) nr + nr -  i m y _  2 - f

+  n r - *  ,•• • , (—  i)wr+ “ -+Wi w Q -{- n o ) .

Si verifica che, rispetto  alla (2), Gr è un gruppo non abeliano.
In fa tti, l’addizione (2) è associativa :

(fir -j“ bP) -|“ Cr —

=  ( m r + U r  , ’( —  I ) Hr  W r  -  x +  W  -  x , • ■ , ( — ' I ) Ur +  ’ * ' +  ̂  W Q +  < > +  Q V  , p r  -  x , • • ‘ , / o )  =

=  (m r Wr pr , (-- - I^ + ^ r W r  -  i +  (--- i ) ^  flr -  i fir -  i y * * *

. . (—  i)"r+^+.*-+«1+^1- mo _j_ ( _  l y r+---+Pi Uo 4- p Q);

cir fi- (br “b Cp) =

=  (w r , w r -  x, • • •, w 0) +  (? * r+ ^ , (—  i)^ w r _ , +  p r _ x,. . ., (—  i>V+ • • • +*  ^0+ / 0) =-

=  (m r +  Mr +  pr , (--- l)nr*Pr Wlr-  i +  (--- l)Pr nr -  x "f" pr -  i , * • *

• • •, (—  i)v + ^ + ---+ ^ i +^i m 0 +  (—  I Uo >̂0) .

Lo o — (o , o , • • •, o) è elem ento identico dell’operazione addizione, 
l’opposto di fin elem ento ar è :

(3)   Ctr —  —  ( m r  , M r - I , • • W o ) =

— (  W, , (  I )mr+1 M r-i  ,• * - , + I m o).

4. Definiamo entro Gr un automorfismo pr ponendo

p r  ( t f r )  =  ( ------ m r  ,   W r -  1 * * /  , ------ W 0)  .

Consideriam o ora l’antiautom orfism o (or che si ottiene come prodotto  di 
pr per 1 ’an tiautom orfism o canonico di Gr

Oh) (Or (d P )  —— &r —— ~ p r (c ip )  —— p r  ( ~ — Cip)

=  ( n t r  , ( —  l)"V W r -  ! , • • ■ , ( —  ì ) wr + * ’ * + " * 1  W G) .

Poiché pr è un autom orfism o involutorio ed è perm utabile con l’an tiau- 
tomorfismo canonico di Gr, ne segue che &>r è un an tiau tomorfismo involu- 
torio.
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Dal confronto delle (3), (4) si ha :

ar =f= o => àr =|= —  ar .

Diremo che ar =  ,(m r , mr- i  • •, w D) =j= o appartiene a G* se il prim o 
elemento non nullo tra  gli m r ,m r-  x , • • •, m Q è positivo. Il sistem a G* soddisfa 
alle proprietà I e II della introduzione.

Inoltre è im m ediato che è soddisfatta la II I  :

ar € G ^ => pr (ar) € G ,

quindi cùr (ar) =  —- pr (ar) E G ? .
Infine se il gruppo G0 considerato al n. precedente è denso e continuo 

(ad esempio G0 è il gruppo additivo dei reali) L’ordinam ento, sia a sinistra 
che a destra di Gr , soddisfa alla proprietà IV  dell’introduzione.

5. Gli elem enti di Gr del tipo (o , mr-  z , • • •, m Q) costituiscono ovviam ente 
uh sottogruppo norm ale di Gr isomorfo a G, _ t . P ertan to  interpreterem o Gr _ , 
stesso come sottogruppo di Gr ; e così di seguito.

Si verifica d ire ttam ente  che ogni elemento di Gr _ x è infinitesimo attuale , 
sia sinistro che destro, di un elem ento ar E Gr con m r >  o ; e viceversa: 
ogni infinitesimo a ttua le  di ar appartiene a Gf _ r .

Ne segue la com patibilità dell’assioma sugli infinitesimi a ttuali

s <  s a <==> s <4d a,
dato  nella N ota [4].

Si osservi inoltre che [8] :

6 G r ---- à r  -f- a r  €: G^ — i •

Nelle applicazioni geom etriche interessa il caso in cui l’insieme degli 
ordini di m agnitudine degli elem enti del gruppo G delle lunghezze (cfr. in
troduzione), non è do ta to  di massimo [4, 5].

R icordato che G x C G2.C • • • C G r C • • •, ciò accade se come gruppo delle 
lunghezze si assume il gruppo

G =  U r G r  (r =  1 , 2 , 3 , * * * ) ,
con G + =  Ur G*.

In  particolare acquista una im m ediata verifica il teorem a 6, 4 0 della [4] 
enunciato nel seguente modo

(a , b e G + , a -f- b =  b +  a -f- e) =» ( e  a +  b) .

B asta in fa tti operare nel più piccolo Gr che contiene sia a che b.

6. Per o ttenere un gruppo di lunghezze T parzialm ente ordinato  [1, 3], 
nel qqale le lunghezze non confrontabili con lo zero siano infinitesimi a ttu a li 
rispetto  ad ogni lunghezza positiva, si può definire r  come somma d ire tta  del 
gruppo G e di un gruppo (additivo) H . Quindi gli elem enti di T sono del tipo

=  (a , h), oq =  (ax ,J q ) ,• • • ; a , ax e G; k  , h x E H; e a .- f  a, == (a -f- :az ,
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Diremo che a =  (a , h) e F + se a e G + ; il sistem a T+ soddisfa alla p ro 
prie tà  II deir introduzione. Il sistem a degli elem enti del tipo (o , k) sono in 
confrontabili con lo zero di F  e costituiscono un sottogruppo invarian te  di T.

Ne segue la com patib ilità  dell’assioma sugli elem enti inconfrontabili 
dato  nella N o ta  [4].

L a m appa
6) : a =  (a , K) -> à =  (à , k)

è un antiautom orfìsm o involutorio di F ? che oltre alla p roprie tà  I I I  dell’in tro 
duzione soddisfa anche alla p roprie tà  algebrica (1).

Nota. -  Il n. 1 è stato redatto da U. MORIN, i successivi da F. B usulin i.
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