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Equazioni differenziali. — Sw//’integrale massimo e minimo
e sulla unicita locale della soluzione delle equazioni e dei sistemi diffe-
renziall ordinari, normali, del primo  ordine®. Nota di GIUSEPPE
GHELARDONI, presentata ‘7 dal Socio G. SANSONE.

In questa Nota dimostrerd dapprima una condizione sufficiente perché
un dato integrale dell’equazione differenziale
7
y=Fx,y
sia massimo o minimo deducendone quindi un teorema di unicita.
Dard poi teoremi analoghi per i sistemi di equazioni differenziali
yz._—_Fi(x’yI,...’y”) (2'2172""’%>;

tutto cio nella classe delle funzioni assolutamente continue soddisfacenti
quasi ovunque l'equazione o il sistema differenziale dato ().
1. TEOREMA : Sia F (x,y) definita in

Cio<zr<a (a>o0);  ye€eE,

(Ex dnsieme numerico chiuso, assegnato in corrispondenza ad ogni x di [0, a],
o€k,
Supponiamo' che :

1° Fissato comunque 6> 0, esista in corrispondenza un k> 0 tale che, per
quasi tutti gli x di [0, k), presi a piaceve v, , v, €y con — by, <y, <k, risulti:

(D) Fx,9)—F(x,y)<o0;

2° y = f(x), definita in [0, a, wi assolutamente continua con f (0) = o,
f(x) € Es, soddisfi quasi ovunque in [0, a] I'equazione differensziale
(2) y=F@&,;

3° Qualungue sia la y (x), assolutamente continua in [0 ,3] (0 < 8§ < a),
y(©) =0,y x)€E,, y(x) =f(x), st verifichi quasi ovunque in [0 ,9] la

3  Flr,y@)—F(,f(#) <min )L 20O E—J@F

x3

con 0 << B <a<<1,M costante > o, L <14 a—B.

(*) Sezione Calcoli del C.S.C.E. del C.N.R. presso I'Universita di Pisa.

(¥*) Nella seduta del 9 novembre 1963.

(1) Fra i numerosi lavori sull’argomento ricorderd esplicitamente quelli di U. BARBUTI
[2] e di L. MERLI [3].

Per una ampia bibliografia ed una esposizione sistematica dei criteri in uso si veda [1],
pp. 85 e segg. :

(I numeri entro parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della
Nota).
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Allora se g (x) (a.c,, g(0) =o0, g(x)€E,) verifica la (2) q. 0. in [0, 3]
(0o <3< a), in [0,3] si ha-

g@®) <f(x).
Supponiamo esista una g (x) ed un x,, 0 <z, <9, in cui sia
) g (%) > f (x0) ;

indicato con [x;,x,] (0 <x, <% <, <3J) il massimo intervallo (conte-
nente x,) nell’interno del quale & g (x) > f (x), consideriamo la funzione
g (x per x€[x,, x,]
=1 4()  negli altri punti di [o, 5],

funzione ovviamente assolutamente continua e soddisfacente la (2) q.o.
in [0,8]; in [0,3] ¢ inoltre ¢ (x) > f (x).
Si ha, q.0. in [0, 3]:
¢ @)= @D=F@,e@®)—F@,f(x)

da cui, per la (3),.(sempre g.o. in [o,d]:
(5> (P’ (x) __f' (x) <M [o (%) ;‘ﬁf("f)]a =M [ ? () :f(x) ]“ xa—ﬁ

La (1) d’altra parte assicura che, fissato comunque ¢ > 0, esiste un A > o
tale che per ogni o <<x <A risulti:

¢ @ —f (= =f[F (¢, 0@)—F @¢,f@)]dt<ox,

da cui discende
(6) lim &=/ _ o,

¥ ->o0

La (6) garantisce lintegrabilitd di [—ﬂ)%&)—]a-ta_ﬁ su ogni inter-
vallo (0,x),0 <x <3. Dalla (5) si ha allora:

/x RO e F (@®]dt <M / : s @ t—f_@)J“ 2P gy

o

da cui

D) e@—W= gy [FRHA e <z <),

Poiché per la (6) & anche

lim [M)—r=o (o<x< %),

possiamo porre infine
® ¢ (@) —f(x) ={¢@) 2P+, [o,3],

con ¢ (x) assolutamente continua in [0, 3], ivi non negativa e § (0) = o.
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Dalle (8)—(3) abbiamo poi (q.o. in [0, 8]):
Y@= (W) =ab Y (@) 4 (e =B 1) P () <
<L 2O 1 0.9 (),
da cui
P @<L — 0 +oa—p)]2*" P4 (@)
e percio (essendo L <1 + o — B)
¢ #) <o gq.o.in [o,3d].

Presi allora comunque o < x, <<x, <38 si ha
b =) = [ ¥ @dr<o,

cio¢ ¢ (x) & non decrescente in [0,3]. Da ¢ (0) = o segue percid ¢ () <o,
ed infine (dovendo essere anche ¢ (x) > 0)

(@) =o
cp(x)—f(x)so, [0)8],

e cioé

identitd questa che contraddice la (4).
Quindi f (x) (in [0, &]) ¢ il massimo integrale di (2) uscente da (o, 0).

2. Dimostriamo ora il seguente criterio di unicita:
TEOREMA : Sia F (x,y) definita in C, valga I'ipotesi 1° del teorema prece-
dente ed inoltre si abbia che:
2° Per ogni coppia di funzioni y, (x),y. (%), a. c.in [0,8] (0 <3 < a),
con y:(0)=19,(0) =0 ¢ y: (x) €Ex,y, () €Es, y: () <. (%) per ogni x
di [o, é], st verifichi, q. 0. itn [0,39], la:

() Flr,3:@)—F @,y @) < min | L2080 De@—0e@7 |
como<B<a<1,M costante >0, L<14a—B.

Allora la (2) non pué avere (in [0, a)) pitc di una soluzione assolutamente
continua uséente dal punto (o , o).

‘Supponiamo che esistano due funzioni (distinte) f(x) e g x) (f (o) =
= ¢ (0) = 0), assolutamente continue in [0, 3] (0 <8 < a) e soddisfacenti
la =F(x,») q.o. in tale intervallo; sia, ad esempio, f (%) <g (%o)
(0 <% <3).

Poiché la (3') & verificata quando si ponga-f (%) in luogo di y, (%), il teo-
rema del n° 1 ci assicura che in [0, 3] &/ (x) > g (x), e cid in contraddizione
con la f () <g (x,). Donde la tesi del teorema.
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3. Vale infine il seguente
TEOREMA : Sia F (x,y) definita nella striscia

Sto<r<a (>0, —oo <y <+ oo.

Supponiamo che .

1° ¥ (x,y) sia misurabile rispetto ad x per ogni fissato valore di y e
continua riSpetto ad y per quasi tutti gli x di [0, a];

2° esista una funzione non negativa g (x), sommabile-L. in [0, a] tale
che sia

FE,nl=¢@);

3° sitano wverificate le ipotesi 1) e 2) del precedente criterio di unicita,
E. essendo per ogni x di [0, a] l'intervalla di estremi

ll=—[q(z‘)a’t, L= —1,.

Allora esiste in [0, a] una sola funzione a. c. che verifica la ¥ = F (x , y)
g.0. in [0,a].

Infatti per le ipotesi 1) e 2) (che sono poi quelle di Caratheodory [6])
esistono in [0, @] integrale massimo e minimo della 3 = F (x,y) (si veda
[4], pp. 13-19); il criterio di unicita precedente assicura poi I'unicita in [0, «]
della soluzione uscente da (o, 0).

4. Per i sistemi di equazioni differenziali vale il seguente

TEOREMA : Siano Fi(x,y:,¥:, -, ¥n) E=1,2, -, %) funzioni de-
Jinite in
Cio<x<a (@a>o0) , . €EY (f=1,2,--,n)

(B insiemi numerici chiusi assegnati in corrispondenza ad ogni x di [0, a],
o€ E®)
Supponiamo che :
1° in corrispondenza ad ogni o > O esista un k> O tale che, per quast
tutti gli x di [0 , k], presi a piacere y© , y@ € Ef:) con —k <y <k —k<
<Y<tk (r=1,2, -, n), risulti: '

{I} Fz~<x,y£2),...)’yﬁf))-‘Fi‘(x’ygI)’...)yﬁ:)) S‘G” (Z’: I’-..’n);
2° yi=fi(x),({=1,2, -, m), definite in [0, a], ivi assolutamente

continue, con f; (0) = o, f; (x) € EY, soddisfino quasi ovungque in [0, a) il
sistema differenziale

{2} y;':Fi(x’yr:y?:""yn’)) (Z‘:I'iz:"';”>;
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3° gualimque siano le yi (x), a.c. in [0,38] (0 <& < a), y:(0) = o,
vi (x) € ED, si verifichino quasi ovungque in [0, 8] le

{3} Felx,y:(@), @) —F@, i@, o)<
< min ch(x),M e (0))* y <Z.=Iy2!""%>’
x B

con . .
¢ (@) = max {max (3 (1) —£ (), 0}

¢ 0<B<a<1,M costante >0, L<1+a—p.
Allora se le g: (%) (a.c., g (0) = 0, gi (x) € EY) werificano le {2} q.o.
in [0,8] (0 <3< a),in [0,3) st ha:
g7<x>£f1<x) (2.21:2""7”)‘

Con ragionamento analogo a quello fatto nel n° 1 si prova infatti che esiste
una funzione ¢ (x), a.c. in [0, 3], ivi non negativa, con ¢ (0) = o, tale che

sia
@ () = § ()20t

e che questa funzione ¢ (x) & identicamente nulla, per cui in [0, 3] &

p(x)=o0
e cioe

& @) —fi(x) <o G=1,2, -, ).

5. Nel teorema precedente le {3} siano sostituite con le

{31} Fi('x’fl(x)"":f"(x»_—Fi(x»yl(x>""»y”<x)>S
e (x) [o: (£)]* ) C_
gmm(L p , M 5 ( (z 1,2, --,n)
dove

% (e) = max {max (f,(®)—,®),0},

ferme restando le altre ipotesi. ‘ /
Allora se le g: (x) (a.c., gi (0) = o, gi (x) € EP) verificano le {2} g. 0. in
[0,8] (0 <3< a), in [0,8] st ha:

g (x) = fi (x) G=1,2,--,7n).

Segue subito che, quando siano verificate contemporaneamente le {3}
e {3'}, si ha, in tutto un intorno destro di x = o, l'unicita della soluzione
uscente (0,0, -, 0) (2,

6. Valgono ovviamente teoremi (analoghi di quelli finora dimostrati)
relativi ad un intorno sinistro di x = 0; e questo tanto per l'equazione (2)
che per i sistemi {2 }.

(2) Per quest’ultima proposizione si veda anche [7].
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