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Equazioni differenziali. — Sull'integrale massimo e minimo 
e sulla unicità locale della soluzióne delle equazioni e dei sistemi diffe
renziali ordinari, normali, del primo ordine (*}. N o ta  di G iu s e p p e  
G h e l a r d o n i , p r e s e n t a t a ^  dal Socio G. S a n s o n e .

In  questa N ota  dim ostrerò dapprim a una condizione sufficiente perché 
un dato  integrale dell’equazione differenziale

y ' = F ( x , y )

sia massimo o m inimo deducendone quindi un teorem a di unicità.
D arò poi teorem i analoghi per i sistemi di equazioni differenziali

f i  =  F i  (x , y x , • • •, y n) (i =  1 , 2 , • • •, ri) ;

tu tto  ciò nella classe delle funzioni assolutam ente continue soddisfacenti 
quasi ovunque l’equazione o il sistem a differenziale dato  (l).

1. T eo rem a: Sia  F (x , y)  definita in

C : o <Lx <  a (# >  o) ; . y  G E*

(E* insieme numerico chiuso, assegnato in corrispondenza ad ogni x  di [o , a] , 
o G Eo)
Supponiamo che :

10 Fissato comunque g >  o, esista in corrispondenza un k >  o tale che, per 
quasi tutti g li x  di [o , h], presi a piacere y x , y 2 G JLX con — k < y x <Cy2 <  k, risulti:

(1) F  (x , y x) —  F ( x , y i ) < o ;

2° y  =  f  (x)y definita in [o , a], ivi assolutamente continua con f  (o) =  o, 
/  (x) G E 'ie, soddisfi quasi ovunque in  [o , a] Vequazione differenziale

(2) /  =  F (x , y)  ;

3° Qualunque sia la y  (x), assolutamente continua in  [o , S] (o <C 8 <  a), 
y  (o) =  o, y  (x) G EXf y  (x) > / (x), si verifichi quasi ovunque in [o , 8] la

(3) F  ( x , y ( x ) )  —  F  (x , / ( * ) )  <  m in j L   ̂M J U £ l = / W T  j

con o <  p <  a <  1, M costante > 0 ,  L  <  1 +  a —  p.

(*) Sezione Calcoli del C.S.C.E. del C.N.R. presso l’Università di Pisa.
(**) Nella seduta del 9 novembre 1963.
(1) Fra i numerosi lavori sulPargomento ricorderò esplicitamente quelli di U. Barbuti 

[2] e di L. Mer|li [3].
Per una atnpia bibliografia ed una esposizione sistematica dei criteri in uso si veda fi], 

pp. 85 e segg.
(I numeri entro parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta alla fine della 

Nota).
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Allora se g  (x) (a.c., g  (o) =  o, g  (x) e Ex) verifica la (2) q. o. in [o , §] 
(o <  S <  a), in [o , S] si ha :

g  (x) < / (x) .

Supponiamo esista una ^ (^ )  ed un xa, o < x Q < $ ,  in cui sia

(4) g ( x a) > f ( x 0);

indicato con [xz , x 2\ (o <  x 1 <  x 0 <Z x 2 <  8) il massimo intervallo (conte
nente x 0) nell’interno del quale è g  (x) >  f  (x), consideriamo la funzione

. . \ g  (x) per x e [ x j , x 2](p (Xj {
{ /  (x) negli altri punti di [ 0 ,8 ] ,

funzione ovviamente assolutamente continua e soddisfacente la (2) q. o. 
in [o , 8] ; in [o , 8] è inoltre <p (x) > f  (x).

Si ha, q. o. in [0 ,8 ] :

9 0*0 — / '  0*0 =  F (x , <p (x)) —  F ( x  , f ( x ))

da cui, per la (3), (sempre q. o. in [o , 8] :

(5) 9' 0*0 —/ '  0*0 M [9 (*) — f f i W =  M 9 (* )— / ( * ) x

La (1) d ’altra parte assicura che, fissato comunque a >  o, esiste un X >  o 
tale che per ogni o <  x  <  X risulti 1

X

•p 0*0 ~ /  0*0 =  j  [F ( f , <? fij) — F f i ,  f i  0-))] d t < G X ,
o

da cui discende
(6) jim .?_(*)-/(*) =  0<

*-*0 *"

Iia (6) garantisce Tintegrabilità di 
Fallo (o , #) , o <  ;r <C 8, Dalla (5) si ha allora :

9 00 -—/ o o su ogni inter-

X  X

9 oo —/fi)
t

M
da cui

(7) ? W - / ( r ) < a _ ? +  i

Poiché per la (6) è anche

9 (*)— f ( x ) • #a — p + i (o <  X <  X ^  8).

lim
x  —> o

9 (•*) ~ f  (*)
X

=  0 (o <  X <  X)  ,

possiamo porre infine

(8) <p (x) —f ( x )  =  |  (ar)-^“-P+I i [o , 8],

con (V) assolutamente continua in [o , S], ivi negativa e ^ (o) =  o.
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Dalle (8)—(3) abbiamo poi (q. o. in [o , 8]) :

<p' (x) — f  (x) — x°--p+1 • <J/ (x) -f  (a — p -f  1) • Xa~ p • ^ (x) <,

da cui
^ - p+I <j/ (x) <  [L — (1 +  a — p)] + (*)

e perciò (essendo L <! I +  oc— p)

<]/ ( /)  <C o q. o. in [o , 8].

Presi allora comunque o <; x x <  ;r2 <C 8 si ha
x2

ty (x *) ~  4* (*0 =  J  (x) dx <Z o ,

cioè ^ (x) è non decrescente in [o , 8]. Da ^ (°) =  o segue perciò ip (x) <  O, 
ed infine (dovendo essere anche ty.(x) >  o)

(x) =  o
e cioè

9 ( x ) — f(pc) =  o ,  [o ,8 ] ,

identità questa che contraddice la (4).
Quindi /  (#) (in [o , d\) è il massimo integrale di (2) uscertte da (o , o).

2. Dimostriamo ora il seguente criterio di unicità :
TEOREMA : Sia  F  (oc , y) definita in G, valga Vipotesi i °  del teorema prece

dente ed inoltre si abbia che :
2° Per ogni coppia di funzioni y z (x) , y 2 (x), a. c. in [o , 8] (o <  8 <  a), 

con y I f d ) = y 2 (o) =  0 e y z (x) e E , , ) / 2 ( x )  e Ex , y x (pc)<y2(x) per ogni x  
di [o , 8], si verifichi, q. 0. in  [o , 8], la:

(3') F (x , y 2 (x)) — F (x , y x (oc)) <  min | L — ^  , M ^y^ x) ~ yx ^  j

con o <[ p <  a <; 1, M costante >  0, L <  1 +  a — p.
Allora là (2) può avere (in [o , a\) più di una soluzione assolutamente 

continua uscente dal punto (o , o).
Supponiamo che esistano due funzioni (distinte) f  (oc) e g  (x) ( /  (o) =  

—/  (o ) '=  o), assolutamente continue in [o , 8] (0 <  8 <  a) e soddisfacenti 
la y ' = E ( x ì y)  q. o. in tale intervallo; sia, ad esempio, f ( x o )< C g(x 0) 
(o < x 0 <  8),

Poiché là (3') è verificata quando si p o n g a / (oc) in luogo di y x (x), il teo
rema del n° 1 ci assicura che in [o , 8] è f  (oc) >g(pc), e ciò in contraddizione 
con la f ( x 0) <.g (xQ). Donde la tesi del teorema.
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3. Vale infine il seguente
T e o re m a : Sia  F  ( x f y)  definita nella striscia

S : o < x  <  a (a >  o) , 00 <  y  <  -1- 00 .

Supponiamo che :
10 F (x , y) sia misurabile rispetto ad x  per ogni fissato valore di y  e 

continua rispetto ad y  per quasi tutti g li x  di [o , a] ;
2° esista una funzione non negativa q (x), sommabile-S^ in [o , a] tale 

che sia
| F  (x , y ) \ < q  (x)\

30 siano verificate le ipotesi 1) e 2) del precedente criterio di unicità, 
E* essendo per ogni x  di [o , a] V intervallo di estremi

l\ — / q (fi) dt , l<2 — l\ •

Allora esiste in [o , a] una sola funzione a. c. che verifica la y  ~  F (x ,y )  
q. 0. in  [o , a].

In fa tti per le ipotesi 1) e 2) (che sono poi quelle di C aratheodory  [6]) 
esistono in [o , a] in tegrale massimo e minimo della y  == F  (x , y)  (si veda 
[4], pp. 13-19) ; il criterio di unicità precedente assicura poi Tunicitk in [o , a] 
della soluzione uscente da (o , 0).

4. Per i sistemi di equazioni differenziali vale il seguente 
T eo rè m a  : Siano F ,■ (x , y x , y 2 , • • •, y n) (i =  1 , 2 , • • •, n) funzion i de

finite in

C : o < x  < a  (a >  o) , y r e É£° f i  =  1 , 2 ,• • •, n) 

(E*} insiemi numerici chiusi assegnati in corrispondenza ad ogni x  di [o , a] ,
o e E.!'')

Supponiamo che:
i° in corrispondenza ad ogni g >  o esista un k >  o tale che, per quasi

tutti g li x  di [o , k], presi a piacere y fi  , y fi  E E ^  con —  k <  y f i  <  k, -— k <
<L y f } <  k (r =  1 , 2 , • • •, ri), risulti :

{1} Fi yV>) —  F i{x  , > » , • • •  <  <*., 0* =  i. , • • • , » )  ;

20 yi — f i  (x) , (i =  i , 2 ,• • - , ri), definite in [o , a], ivi assolutamente
continue, con f i  (o) =  o, f i  (x) E e£*\ soddisfino quasi ovunque in  [o , a] il 
sistema differenziale

y'i =  Fi (x , y x , y 2 • *}y n) (1 1 , 2 , • • •, n) 5
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30 qualunque siano le yi (x), a. c. in  [o , 8] (o <  8 <C<z), yi (o) =  o, 
yi (x) E Kx\ si verifichino quasi ovunque in  [o , 8] le

{31 E  (x , y 1 (x) ,■ ■ ■, y„ (xj) —  F,- (x , f I (x) , • • • ,f„ (x) <

< m i n  (* =  i , 2 ,• • •, n),
( X X ' )

con
9 (x) — m ax  { m ax ( v,- (x) —  f  (xj) , 0} 

i

e o <  p <; oc <  1, M costante >  o, L  <  i - f  a —  (3.
Allora se le gi (oc) (a. c., gì (o) — o, gì (x) e E ^) verificano le {2} q. o. 

in [o , 8] (o <C 8 <  a), in  [o , 8] si ha :

gi ix) < f ì  (x) (i =  1 , 2 , • . •, n).

Con ragionam ento analogo a quello fa tto  nel n° 1 si prova in fa tti che esiste 
una funzione cj/ (x), a. c. in [o , 8], ivi non negativa, con ^ (o) = ' o, tale che 
sia

9 (x) =  (x) ‘Xa~ P + I

e che questa funzione (oc) è identicam ente nulla, per cui in [o , 8] è

9 (oc) — o
e cioè

gì (oc) — f i  (x) <  o (t =z 1 , 2 , • • •, «).

5. Nel teorema precedente le {3 } siano sostituite con le 

{3'} fv (x , / i  (x) 1 fn (xj) —  Fi (x , y 1 (x) , • • •, y„ (xj) <

<  min • Lt T O) M [<pi (*)]a ) (i =  I , 2 , • • •, ri)

dove
?» (*) =  max { max ( / i  (?)— yi  (■*)) > o },

ferme restando le altre ipotesi.
Allora se le gì (oc); (a. c., gì (o) =  o, gì (x) E e£z)) verificano le {2} q. 0. in 

[o ,8] (o <  8 <  a), in [o , 8] si ha:

gi (oc) > f i  (x) ( i = i , 2 r - - , n) .

Segue subito che, quando siano verificate contemporaneamente le {3} 
e {3'}, si ha, in tu tto  un intorno destro di x  =  o, Xunicità della soluzione 
uscente (o , o , • • •, o) (2).

6. Valgpno ovviamente teoremi (analoghi di quelli finora dimostrati) 
relativi ad un intorno sinistro di x  =  o ; e questo tanto per l’equazione (2) 
che per i sistemi {2}.

(2) Per quest’ultima proposizione si veda anche [7].



268 Lincei -  Rend. Se. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXV -  novembre 1963

B ib l io g r a f ia .

[1] G. Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale, voi. IL Ed. Zanichelli, Bologna (1948).
[2] U. Barbuti, SulV integrale massimo e minimo e sulla unicità della soluzione delle equazioni

e dei sistemi differenziali del primo ordine, « Rend. Acc. Lincei », ser. V ili, voi. I li, 
pp. 272-276 (1947).

[3] L. M erli, Un teorema di unicità locale per le equazioni differenziali ordinarie del primo ordine
x ' — f  (x *t)> «Rivista di Mat. dell’Univ. di Parma », ser. 2a, voi. 20, pp. 61-65 (l0 Se
mestre 1961).

[4] F. C AFIERO, Sui teoremi di unicità relativi ad una equazione differenziale ordinaria del primo
ordine, «Giornale di Matematiche di Battaglini », voi. 78, pp. 10-41 e 193-215 (1948).

[5] E. GAGLIARDO, Teoremi di unicità per le soluzioni di una equazione differenziale ordinaria
del primo ordine, « Rend. Acc. di Scienze Fisiche e Matematiche della Società Naz. di 
Scienze, Lettere ed Arti in Napoli», ser. 4a, voi. XXII, pp. 181-192 (1955).

[6] C. CARATHEODORY, Vorlesungen ùber Reelle Funktionen, « Zweite Auflage, Berlin», pp. 665-
674 (1927).

[7] E. A. CODDINGTON-N. Levinson, Theory of Ordinary Differential Equations. Me Graw-
Hill Book Company, New York, pp. 48-49 (1955).


