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Teoria dei Numeri. — Sull'analogo della form ula dì Selberg nei 
corpi di fu n z io n i0 . Nota di E n rico  Bom bieri, presentata0  dal 
Socio B. S eg re .

I n t r o d u z io n e .  -  In  questa N ota ci proponiam o di estendere la classica 
form ula di A. Selberg nella teoria dei num eri primi, ab caso di un corpo di 
funzioni in caratteris tica  p ,  cioè, in altre parole, di trovare l’analogo di questa 
form ula quando si consideri la geom etria di una curva algebrica in un campo 
di Galois.

Come applicazione dei risu lta ti trovati, m ostrerem o che è possibile deter
m inare asin toticam ente per via del tu tto  elem entare il num ero di pun ti della 
curva nell’estensione finita di grado n del campo base, quando n~> 00.

Sebbene i risu lta ti tro v a ti siano ancora ben lontani dal profondo risu lta to  
o tten u to  da A. W eil su questo argom ento, riteniam o di un certo interesse 
l’introduzione del m etodo aritm etico di A. Selberg in questi problem i di n a tu ra  
principalm ente algebrica e geom etrica.

I. IL TEOREMA OTTENUTO. -  Sia C una curva algebrica di genere g  defi
n ita  su di un campo di Galois [q] con q elem enti. Indichiam o con N w il num ero 
di pun ti (contando anche i p un ti all’infinito) di C nell’estensione (unica) 
[qm] di grado m  del campo base [q\. Supporrem o inoltre C assolutam ente irri
ducibile, e non singolare.

D im ostrerem o qui, con m etodo in teram ente elem entare, il seguente : 
T e o r e m a  i .  -  S i  ha

(1) N m ^ q m quando m ->  +  00 .

A proposito del teorem a 1 bisogna ricordare il risu lta to  definitivo di 
A. Weil

(2 ) | Nw — {qm +  I) ! <  2g  Qiq)m,

che però è sta to  o tten u to  con i m etodi più elevati della geom etria m oderna. 
Ci sem bra inoltre che, applicando a questo problem a il m eccanism o delle 
« catene di formule di Selberg » da noi recentem ente stud iato  nel caso classico 
(E. Bombieri [1]), si possa andare m olto al di là del risu lta to  puram ente asin
totico (1).

Per d im ostrare il teorem a 1, dovrem o fare uso di funzioni aritm etiche 
costruite m ediante i divisori in teri di C, come pure del teorem a di R iem ann- 
Roch per la curva. R im andando, per le definizioni e la teoria dei divisori, ai (*) (**)

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca N° 40 del Comitato 
per la Matematica del C.N.R.

(**) Nella, seduta del 9 novembre 1963.
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libri di S. L ang [3] eM . Eichler [2], diamo qui i teoremi prelim inari sulla geo
m etria  della curva dei quali farem o uso nel seguito.

Indicherem o con a , b , c , • • • divisori interi ; con p i divisori prim i. 
Con deg (a) denoterem o il grado di ay con 1 (a) la sua dimensione. Come è 
ben noto, deg (ab) =  deg (a) +  deg (b) ; grado e dimensione sono sem pre 
num eri interi.

Se R  è il gruppo abeliano libero dei divisori sulla curva, e H è il so tto 
gruppo dei divisori principali, allora il gruppo quoziente R /H  perm ette  di 
istitu ire  una nozione di equivalenza in R. R /H  d iventa così il gruppo delle 
classi di divisori. Le funzioni deg (a) e l  (a) sono funzioni di classi, in quanto  
prendono gli stessi valori per divisori appartenen ti alla m edesim a classe. 
Se A  è una classe di divisori, con chiari significati potrem o allora scrivere 
deg (A) e /  (A).

Premesso questo, farem o uso dei seguenti fa tti ben noti :
i) il num ero di divisori in teri in una classe A  di dimensione 1 (A) è 

esa ttam ente

(3) (?'(A) — i ) l (q—  1);
*0 il num ero di classi aven ti il medesimo grado non dipende dal valore 

di q u est’ultim o, ed è un num ero

(4) h >  1 finito ;

in )  la p arte  dovu ta  a R iem ann del teorem a di R iem ann-R och, cioè : se

(5) deg (A) >  2 ^ — 2, allora / (A) =± deg (A) - f  1 — gì

dove g  è appun to  il genere della curva.
Osserviam o infine che un divisore intero si scompone in modo unico nel 

p rodo tto  di divisori prim i. Il collegamento tra  la teoria dei divisori in teri e la 
q u an tità  è espresso dalla no ta  relazione

(6) — 2 .  deg (p) ,
deg (p) | m

dove là som m atoria è estesa appun to  a tu tti  i divisori prim i p  per i quali m  
è un m ultiplo di deg (p).

II . L e  f u n z io n i  a r i t m e t i c h e  a s s o c i a t e  a l l a  c u r v a .  -  Poniam o per 
definizione

(7) E m == 2  1 (si intende a  intero, e m  >  1) , E0 =  1
deg (a) =  m

(8)
i se m =  o

1 o se m >' i

(9) 1! i)^,
a

dove la 1!  è estesa a tutti i divisori interi a per i quali deg (a) =  ni, e inoltre 
a =  p z - ■ ■ p k , dove i p j  sono divisori primi distinti, per m >  i e [Xo =  i.
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D ate due funzioni aritm etiche f m egm , indicheremo con il simbolo fm°gm 
la funzione aritm etica loro « prodotto  di C auchy », cioè

m
(io ) fm°gm =  'jju fhgm — h •

h — o

Poniam o infine per definizione 

(11) =  \imo (m k E m) .

Lem m a 1. -  Valgono le seguenti identità :

(i 2) == erny

(13) N «  =  N ot>

dove appunto  N« i  definita dalla  (6),

(14) +  N „ oN,

Dimostrazione. — Si ha :

y.moEw =  Xf z  i ) (  E ' ( — ! / ) =  E (— 0 4 =
h =  o \deg (a)=/ i  /  \ d eg (a') =  m — h /  deg (a) +  deg (a')== m

a ' = P T. . . p k a’ = p x . . . p k

= E (— 0" = E (— iY = E ( E (— iY\ ■
deg ( aa ' ) = m  deg ( ò ) = m  deg (ò)= m \ p 1 • • -pk | b /
a , = p 1- . - p k P-L-' -pf^b

Calcoliamo adesso l’u ltim a som m atoria entro parentesi. Se b =  p hp • • 'p hss y 
avrem o una sola scelta con k  =  o, in corrispondenza al fa tto  che [i0 — 1, e in

generale avrem o scelte di fa tto ri di b composti esa ttam en te  da k  fa tto ri

prim i d istin ti. Ne segue che

E (— = E(— o*(fi = (J — 9*=° se *>°-Pi * -Pfr b k=o \ t

Se s — o, vuol dire che deg (fi) — o, cioè m — o. M a ora per definizione 
E0 =  1 , [Jio =  1, da cui la (12).

In  modo analogo si dim ostra la (13).
Per d im ostrare la (14), osserviamo che il prodotto  di convoluzione (io) 

è com m utativo e associativo, e che vale sempre l’iden tità

(l5 ) m  (Jm°gm) =  +  fm°(mgm).

D alla (12), m oltiplicando per. w, si ha

O — m  firn°Enl) =  +  Nm,

da cui, facendo il p rodo tto  di convoluzione con N » , si ricava 

(16) Nrn°Nw =  ---  o ( m E m )  =    .
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D ’altra  parte , si ha necessariam ente

(17) nìiH'm =  (m[lrn)o(mEm) +  E m) =  (m[Lrn)o(mEm) +  N ^}

e, com binando questa id en tità  con la (16), si ha la (14).
Siamo adesso in grado di dim ostrare il 
Lem m a d i S e l b e r g  p e r  l e  c u r v e  :

mNm +  Nm°Nm•== 2 mqm +  O (qm) ,

dove la costante m  £?( • • • )  dipende unicamente dalla curva.
Dimostrazione. -  Dalle proposizioni i), ii), Hi) e dalla definizione della 

q u an tità  E m si ricava subito che

0 8 ) E m =  h (qm+1~ér— 1 )J (q— 1), quando m >  2 g —-2,

e dove h è il num ero di classi di divisori aventi il medesimo grado. Se invece 
ó <  m  <  2g  —  2, è una funzione razionale di q.

Calcoliamo adesso il valore asintotico della nuova funzione aritm etica 
Emo(rnEm). Tenendo presente l’espressione (18) per Em quando m  >  2g — 2, 
avrem o, calcolando d ire ttam en te  il valore di questa funzione aritm etica m e
d ian te la (io), che :

(19) Emo(rnEm) =  (h/(q —  1)) q '-z  E mj2 +  R z (q) rnEm +

+  R 2 ( q ) E m +  R 3 (q) +  R 4 (?) m -\- R 5 (g) m 2, quando m  >  4g  —  4,

e dove le funzioni Ri (q) sono funzioni razionali dipendenti da q e dalla curva, 
m a che non dipendono da m. L a dim ostrazione della (19) non presenta nes
suna difficoltà, in quanto  a noi non in teressa il valore esatto  delle R* (g). 

O ra osserviamo che si ha sem pre la disuguaglianza

(̂ O). j ]Xm | Em,

che e evidente dal confronto della (9) con la (7). Ne segue in particolare 
che | \Lm°rnk | <1 E m°m k =  0  (gm) per m  co, e dove la costante in O (• • •) 
dipende da q e dalla curva, m a non da m.

Effettuiam o adesso la convoluzione dei due m em bri della (19) con la fun
zione aritm etica [im. A  causa della (12) del lemma 1, si ha

(21) [Lm°Emo(mEm) =  mEm =  (kf(q— 1)) mqm+z -r O (m) ,

m entre la convoluzione al secondo m em bro ci dà

(22) W {q  —  I)) q*~> NL2>/2 +  R, (g) N „ +  O (qm)

tenendo appun to  presente l’osservazione successiva alla disuguaglianza (20). 
C onfrontando la (21) con la (22) ricaviam o

(23) NL2) =  2 mqm +  0  (N„) +  O (qm).

R icordando l ’iden tità  (14), la (23) è proprio il lemma di Selberg per le 
curve, con un resto in più O (N«). D ’a ltra  parte , questo resto viene certam ente 
assorbito nell’altro  resto O (,f  ), poiché dalla (23) e dalla (14), ricordando che 
N m >  o, è im m ediato che N w'=  O (qm).
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È ora abbastanza facile ricavare la dim ostrazione del teorem a 1 dalla 
form ula del tipo di Selberg ora trovata . Poniam o in fa tti N m\qm =  am. Dal 
lem m a di Selberg avrem o

m —  1

(24) m am - f  2 )  at am^ { =  2m  - f  O (1) , a- >  o
i —1

e dove la costante in <9 (- • •) dipende unicam ente da <7 e dalla curva in esame, 
m a non da m.

L a relazione (24) risu lta  collegata con alcuni teorem i di tipo tauberiano 
che si presentano appunto  nello studio di questo tipo di problem i.

Poniam o sm =  2 ) ai > e sommiamo i due m em bri della (24) da 1 fino a n.
i  < m

Ricaviam o così im m ediatam ente che

(25) X  ak (Sm—k +  k) — m '2 +  O (ni) , ak >  o .
k <  m

L a (25) è proprio un sistem a di condizioni asin to tiche stud iato  da P. Er- 
dòs [4] con m etodi in teram ente elem entari.

Dal teorem a di P. Erdòs si deduce allora che

(26) Sm — m  +  O (1).

Per passare di qui al teorem a 1, faremo uso di un risu lta to  di E. W ir- 
sing [5] :

Lem m a DI W ir s in g . -  Siano f z e f 2 due fu n z io n i reali definite in  (o , ex?) 
e sia

X

lim  ( i /x)  f f ì  (y) dy  =  F* (i =  1 , 2 ) .
x-^+oo J

o
S ia  ancora

X

R  (x ) — C1/^) J  A  (y) f*  O — y)  d y ,
o

e supponiamo che

lim ( i / x)
-̂>00

j  R (y) dy  =  o .

Allora si ha la relazione
X

(28) lim (1 jx) j  R 2 (y ) d y  <  (F t F 2)/2 .
x->oo J

o

E facile vedere che questo lemma ha un analogo, valido nel caso che si 
considerino somme discrete invece di integrali.

poniam o adesso ak =  i -\- rk . Sostituendo nella (24) e tenendo presente 
la (26) si ricava

(29) m rm +  X  rkrm-k  =  O (1),
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ed ancora si ha

(3°) | rm | <  1 +  O (1/m ).

Q uest’u ltim a disuguaglianza discende subito da

p .I m am 2 Tri -j- O (1^,

che è im m ediata conseguenza della (24).
Sia adesso A  una costante tale che

(3 0 lim —  2  r \ = A .

Se =  2  rk rm- k , avrem o dalla (29) che
k < m

(3^) Rw — —  (1 jni) 5

sicché, in base alla (26), o tteniam o

2  R^ =  O (log ni) =  o (ni) .
k < m

Ne segue, dal lem m a di W irsing, che

(33) (fin i) 2  R-! <  A 2/ 2 + 0 (1 )
k < m

onde, ricordando la (32) e la .(3°), si ricava la disuguaglianza

(34) A < A * /2 .

D ’a ltra  parte , è evidente che A < i  a causa della (30). Ne segue A —o, cioè

(35) ^ r l — o ( m) .
k < . m

Infine, dalla disuguaglianza di Schwarz, si ha che

2  rkrm—k :< 2  r\ — o (ni) .
k < m  k <  m

A pplicando questa disuguaglianza alla (29), ricaviam o finalm ente

(36) m  | r m | <  0 (ni),

vale a dire rm~  o, am~  i, e cioè N m / ^ ~ i .
Il nostro teorem a è così com pletam ente dim ostrato.
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