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Teoria dei Numeri. — Sw/l’analogo della formula di Selberg nei
corpt di funzioni . Nota di Exrico Bomsieri, presentata ™ dal
Socio B. SEGRE.

INTRODUZIONE. — In questa Nota ci proponiamo di estendere la classica
formula di A. Selberg nella teoria dei numeri primi, al-caso di un corpo di
funzioni in caratteristica p, ciog, in altre parole, di trovare 'analogo di questa
formula quando si consideri la geometria di una curva algebrica in un campo
di Galois.

Come applicazione dei risultati trovati, mostreremo che & possibile deter-
minare asintoticamente per via del tutto elementare il numero di punti della
curva nell’estensione finita di grado » del campo base, quando 7— co.

Sebbene i risultati trovati siano ancora ben lontani dal profondo risultato
ottenuto da A. Weil su questo argomento, riteniamo di un certo interesse
introduzione del metodo aritmetico di A. Selberg in questi problemi di natura
principalmente algebrica e geometrica.

I. IL TEOREMA OTTENUTO. — Sia C una curva algebrica di genere g defi-
nita su di un campo di Galois [¢] con ¢ elementi. Indichiamo con N, il numero
di punti (contando anche i punti allinfinito) di C nell’estensione (unica)
[¢”] di grado 7 del campo base [¢]. Supporremo inoltre C assolutamente irri-
ducibile, e non singolare.

Dimostreremo qui, con metodo interamente elementare, il seguente :

TEOREMA 1. — S7 /a

(1) Nmw~g™  quando m—> + co.

A proposito del teorema 1 bisogna ricordare il risultato definitivo di
A. Weil

(2) INw—(g" + 1) | < 2g (J9)",

che perd & stato ottenuto con i metodi pit elevati della geometria moderna.
Ci sembra inoltre che, applicando a questo problema il meccanismo delle
« catene di formule di Selberg » da noi recentemente studiato nel caso classico
(E. Bombieri [1]), si possa andare molto al di 12 del risultato puramente asin-
totico (1). '

Per dimostrare il teorema 1, dovremo fare uso di funzioni aritmetiche
costruite mediante i divisori interi di C, come pure del teorema di Riemann—
Roch per la curva. Rimandando, per le definizioni e la teoria dei divisori, ai

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del gruppo di ricerca N° 40 del Comitato
per la Matematica del C.N.R.
(**) Nella. seduta del 9 novembre 1963.
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libri di S. Lang [3] e M. Eichler [2], diamo qui i teoremi preliminari sulla geo-
metria della curva dei quali faremo uso nel seguito.

Indicheremo con a,&4,c¢,--- divisori interi; con p,; divisori primi.
Con deg (@) denoteremo il grado di @, con /(a) la sua dimensione. Come &
ben noto, deg (a6) = deg () 4- deg (8); grado e dimensione sono sempre
numeri interi.

Se R ¢ il gruppo abeliano libero dei divisori sulla curva, e H & il sotto-
gruppo dei divisori principali, allora il gruppo quoziente R/H permette di
istituire una nozione di equivalenza in R. R/H diventa cosi il gruppo delle
classi di divisori. Le funzioni deg (&) e 7 (a) sono funzioni di classi, in quanto
prendono gli stessi valori per divisori- appartenenti alla medesima classe.
Se A & una classe di divisori, con chiari significati potremo allora scrivere
deg (A) e I/ (A).

Premesso questo, faremo uso dei seguenti fatti ben noti:

2) il numero di divisori interi in una classe A di dimensione /(A) &
esattamente

3) @D —1Dlg—1);
#2) il numero di classi aventi il medesimo grado non dipende dal valore

di quest’ultimo, ed & un numero

(4) /£ >1 finito;

7i7) la parte dovuta a Riemann del teorema di Riemann—Roch, cioé : se-
() deg (A)> 2¢—2, allora /(A)=deg(A)+ 1—g,

dove g & appunto il genere della curva.

Osserviamo infine che un divisore intero si scompone in modo unico nel
prodotto di-divisori primi. Il collegamento tra la teoria dei divisori interi e la
quantita N. & espresso dalla nota relazione
(©) Nn= X deg(p),

deg (2) | m
dove la sommatoria ¢ estesa appunto a tutti i divisori primi p per i quali 7
¢ un multiplo di deg (p).

II. LE FUNZIONI ARITMETICHE ASSOCIATE ALLA CURVA. — Poniaimo per
definizione

) En= Y 1 (si intende « intero, e m >1) ,E, =1
deg (@) =m
| T ' =0
®) en = S
e} se m >'1
©) b = X (— 1),

dove la X' ¢ estesa a tutti i divisori interi @ per i quali deg (2) = m, e inoltre
a = p:- Py, dove i p; sono divisori primi distinti, per m > 1 e w, = 1.
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Date due funzioni aritmetiche fm e gm, indicheremo con il simbolo fmogm
la funzione aritmetica loro ¢« prodotto di Cauchy», cioe

(IO) fmogmz}gfhgm~h-

Poniamo infine per definizione
(11) NP = pmo(m* E.).
LEMMA 1. — Valgono le seguenti identita
(12) Ym0 B = e,
(13) Ny = No,
dove appunto N & definita dalla (6),
(14) N = mNy + NpoN.

Dimostrazione. — Si ha:

m

Lm0 Em = E

I
h=o (deg (@a)=% ) (deg (@ )y=m—

=, T =

deg (2)+-deg (2’)=m

a=p ety a'=p -ty
= X (—1f= X (—1t= (2 oY
deg (aa’) =m deg ()=m deg (O)=m \p1---pp| &

a'=ﬁ1“'?k PI"'?klb

Calcoliamo adesso 'ultima sommatoria entro parentesi. Se & = p%:- . . phs
I s ?

avremo una sola scelta con 2 = o, in corrispondenza al fatto che w, = 1, e in
generale avrem@(é) scelte di fattori di 4 composti esattamente da £ fattori
primi distinti. Ne segue che

:»

E (“I)k=2(ﬁl)k(;>#(l—l)’:o se §>o0.

Ijx"'P,éJb k=o

Se s =0, vuol dire che deg (6) = o, cio¢ m = o. Ma ora per definizione
E,=1, po=1, da cui la (12).

In modo analogo si dimostra la (13).

Per dimostrare la (14), osserviamo che il prodotto di convoluzione (10)
‘& commutativo e associativo, e che vale sempre l'identita

(15) m (fmogm) = (mnfw)ogm -+ fono (mgm).
Dalla (12), moltiplicando per #, si hé.\

0 = m (umo Em) = (mpm)oEm + Nu,
- da cui, facendo il prodotto di convoluzione con N, si ricava

(16) NowoNw = — (m1im)o Emopmo(mEm) = — (mpm)o(mEm)
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D’altra parte, si ha necessariamente
(17) N = (mipn)o(MEm) + pomo (1 Em) = (mpom)o(mEnm) + N

e, combinando questa identitad con la (16), si ha la (14).
Siamo adesso in grado di dimostrare il
LEMMA DI SELBERG PER LE CURVE:

mNm + Nmon = qum —I- o <qm>’

dove la costante in O (---) dipende unicamente dalla curva.
Dimostrazione. — Dalle proposizioni 7), i), #27) e dalla definizione della
quantitd E. si ricava subito che

(18) En=17(@"t"~¢—1)[(¢g—1), quando m > 2 — 2,

e dove % ¢& il numero di classi di divisori aventi il medesimo grado. Se invece
0<m < 2g—2, Ex ¢ una funzione razionale di g.

Calcoliamo adesso il valore asintotico della nuova funzione aritmetica
Ene(mE»). Tenendo presente I'espressione (18) per E» quando m > 2 g—2, .
avremo, calcolando direttamente il valore di questa funzione aritmetica me-
diante la (10), che:

(19) Eno(mEn») = (h|(g — 1)) m* ¢*~¢ En[2 + R, (¢) mEm +

+ R. (@) En + Ry (9) + R, (9) m + Ry (¢) m*, quando m > 40 — 4,
e dove le funzioni R () sono funzioni razionali dipendenti da ¢ e dalla curva,
ma che non dipendono da 7. La dimostrazione della (19) non presenta nes-

suna difficolta, in quanto a noi non interessa il valore esatto delle R: (@)
Ora osserviamo che si ha sempre la disuguaglianza

(20) | Wm l < Em,

che & evidente dal confronto della (9) con la (7). Ne segue in particolare
che | umomt | < Emomt = O (¢™) per m—> 0o, e dove la costante in O (-4
dipende da ¢ e dalla curva, ma non da .

Effettuiamo adesso la convoluzione dei due membri della (19) con la fun-
zione aritmetica ps. A causa della (12) del lemma 1, si ha

(21) o B (nEm) = mBm = (hf(g — 1)) mg™++~¢ + O (m),
mentre la convoluzione al secondo membro ci di
(22) (h/(g— 1)) ¢"* N3 [2 + R, (g) N + O (¢7)

tenendo appunto presente l'osservazione successiva alla disuguaglianza (20).
Confrontando la (21) con la (22) ricaviamo

(23) N = 2mg” 4+ O (N.») + O (¢™).

Ricordandp I'identita (14), la (23) & proprio il lemma di Selberg per le
curve, con un resto in pitt O (N»»). D’altra parte, questo resto viene certamente
assorbito nell’altro resto O (¢™), poiché dalla (23) e dalla (14), ricordando che
Nm >0, & immediato che N» = O (4™).
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E ora abbastanza facile ricavare la dimostrazione del teorema 1 dalla
formula del tipo di Selberg ora trovata. Poniamo infatti N./¢” = am. Dal
lemma di Selberg avremo

m—1

(24) Mam + E @; @y = 2m + O (1), a; >0

e dove la costante in O (- - -) dipende unicamente da ¢ e dalla curva in esame,
ma non da .

La relazione (24) risulta collegata con alcuni teoremi di tipo tauberiano
che si presentano appunto nello studio di questo tipo di problemi.

Poniamo s» = , a;, e sommiamo i due membri della (24) da 1 fino a .
i<m

Ricaviamo cosl immediatamente che
(25) 2 @ (s B) =m0+ O (m), a,=o.
<m
La (25) ¢ proprio un sistema di condizioni asintotiche studiato da P. Er-

d0Os [4] con metodi interamente elementari.
Dal teorema di P. Erdés si deduce allora che

(26) sm=m + O (1).

Per passare di qui al teorema 1, faremo uso di un risultato di E. Wir~
sing [5]:

LEMMA DI WIRSING. — Séano f. e f, due funsioni reali definite in (0 , o)
e sia

lim (1)) [ 7 () dy = F: (=1,2).
X => 400 B

Sia ancora
R () =1/ [ £.0).Ce—9)dy,
e supponiamo che ’ N
Tim (1) [R () ay =o.
Allora si ha la relazione ’

(28) En; (1/x) / R2(y)dy < (F, F,)[2.

E facile vedere che questo lemma ha un analogo, valido nel caso che si
considerino somme discrete invece di integrali.

Poniamo adesso @, = 1 4 7,. Sostituendo nella (24) e tenendo presente
la (26) si ricava

(29) M+ k; 73¥mp = O (1),
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ed ancora si ha
(30) [7n] < 1+ O (1)m).
Quest’ultima disuguaglianza discende subito da
O <man<<2m+ O (1),

che ¢ immediata conseguenza della (24).
Sia adesso A una costante tale che

(31) lim — ¥ 7 =A.

Se mRm = 2, 7374, avremo dalla (29) che
k<m

(32) R =—rn+01/m);

sicché, in base alla (26), otteniamo
D R, =0 (logm) =o(m).
k<m

Ne segue, dal lemma di Wirsing, che

(33) (pm) 3 RE< Af2 +o0(1)
onde, ricordando la (32) e la (30), si ricava la disuguaglianza
(34) A < A2,
D’altra parte, ¢ evidente che A <1 a causa della (30). Ne'segue A=o0, cioé¢
(35) > =0 (m).
E<m

Infine, dalla disuguaglianza di Schwarz, si ha che

> riFmes gKE 7 =0 (m).

E<m

Applicando questa disuguaglianza alla (29), ricaviamo finalmente
(36) m | rm| < 0 (m),

vale a dire 7m~o0, am~1, e cioé Nujg™ ~ 1.
Il nostro teorema & cosi completamente dimostrato.
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