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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Algebra. — Sur les matyices qui sont permutables avec lewr inverse
généralisée. Nota di E. ARGHIRTADE, presentata @ dal Socio B. SEGRE.

I. La notion de matrice inverse a été généralisée par E. H. Moore [1] pour une matrice
rectangulaire quelconque; indépendamment des travaux de E. H. Moore cette généralisation
a été retrouvé par A. Bjerhammar [2] et R. Penrose [3], [4]; le premier a défini I'inverse géné-
ralisée d’une matrice rectangulaire de rang maximal (le rang est égal 4 la plus petite dimension
de la matrice) et le second I'inverse généralisée d’une matrice rectangulaire quelconque.

Les définitions données par ces trois auteurs pour I'inverse généralisée d’une matrice
sont equivalentes. Voici la definition donnée par R. Penrose [3; p. 406]: étant donnée la ma-
trice A (p X #), dont les éléments sont des nombres complexes, le systéme:

AXA=A ; XAX=X;

(1) ;
AX)*=AX ; (XA)*=XA,

(A¥ est la matrice transposée et complexe conjuguée de A ; A¥ = A’) admet toujours une
solution unigue X (n X p) qui est [’inverse généralisée de A; nous représenterons 'inverse géné-
ralisée par AP | sauf le cas ou A est carré et non-singuliére quand nous employerons la
notation habituelle A™ . Si la matrice A: (p X 7) est verticale et de rang maximal (p =7
rang A =7) alors on a:

(2) AT = (A¥A)TTAY |, ACYA —E;

si la matrice Az (» X #) est horizontale et de rang maximal (r < n ; rang A =), alors on a
— * *y— —

(3) AT =AJ(AADTT 5 AATY=E,

E, étant la matrice unité d’ordre 7, les matrices A¥ . A et A,. A¥ étant des matrices d’ordre
7 non-singulitres; les formules (2) et (3) sont dues & A. Bjerhammer [2; p. 190 et 193].

'Si A (p X n) est une matrices quelconque de rang 7, son inverse généralisée se calcule
par la formule [5; p. 40]:

@ A = ACIOAC,

Az (ou A;) étant une sous matrice de A formée par 7 colonnes (ou lignes) quelconques linéaire-
ment indépendantes de A, et § étant formée par les éléments communs & A; et A;; les ma-
trices A(:— D(r X p) et A(z_ 2 (n x 7) se calculent par (2) et (3) respectivement.

Une nouvelle définition de I'inverse généraliseé se trouve dans [8].

2. De la premiére relation (1) on déduit rang A <rang X et de la
seconde rang X < rang A, donc rang A = rang X. On a évidemment rang
AX <rang A et de la premitre relation (1); AXA = A, il en résulte rang
A <irang AX, donc rang AX = rang A. On a donc

() rang A = rang A”? = rang AAT? = rang ATV A,

(*) Nella seduta del 9 novembre 1963.
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LEMME 1. — Dans une matrice de rang r, les éléments communs & r lignes
quelconques linéairement indépendantes et & v colonnes quelconques linéairement
indépendantes, formem‘ une matrice d’ovdre v, non—singuliére. Soit rang A=r;
de (5) on a rang AT P = r et de (4) il résulte rang 8 > rang AT et comme §
est une matrice d’ordre 7, il s’ensuit rang § = 7.

3. Considérons la matrice A (p X n), de rang 7, et posons A = (a,);.
Supposons que les lignes de rang 7, <7, <--- < 7, sont linéairement 1ndepen-
dantes et forment la sous matrice A, (» X n) de A; alors toute ligne de A

ly = (Coy:, @0, ) Ban), (e=1,2,--+,9)
est une combinaisons linéaire de /; ,/Z;,,- - 5l
() lo=tar i+ Vazliy o+ b dy,, (2=1,2,--1,8);
les nombres @, ., o, - -, Rar sont les cogfficients de structure de la ligne de rang

o par rapport a A, et (6) détermine d’une maniére unique ces coefficients.

Formons maintenant une matrice . (p X ) dans laquelle la ligne de
rang « est formée par les coefficients de structure de la ligne de rang a de A
(par rapport a A,)

R :
@) pe=1| - = E ,

Upse - - -t -
les lignes de rang 4;,%,,---,% de p, formant la matrice unité, E,; p, est

le module de structure des lignes de A par rapport a A, ; on a p >7, rang pr=7;
la matrice yu, est verticale et de rang maximalet p{ * se calcule avec (2).
Supposons que les colonnes de rang j, <j, <--- < J» sont linéairement
indépendantes et forment la sous matrice A, (p X r) de A; on définit d’une
maniére analogue la matrice @, (r X 7) qui est Je module a’e Structure des co-
lonnes de A par rapport a A, la colonne de rang § de y, étant formée par les
coefficients de structure de la colonne de rang B de A par rapport 4 A, :

‘{';F cee Uy
€)) w, =1 - =(--E-..),
“"xr e (1-;17 ‘
les colonnes de rang j., 7., - -, j, de w, formant la matrice unité, E,; on a

r <, rang W, =7; la matrice w, est horizontale et de rang smaximal et
ul™? se calcule avec (3).

Les modules des structure ont deja été employes par I. Proskuriakov [7]
et T.N. E. Greville [6; pag. 15].

4. Considérons deux modules de structure p, et w, d’une matrice A,
w: (ou .) étant le module de structure des lignes (on des colonnes) de A par
rapport a une sous matrice A, (ou A,) de A; les éléments communs & A,
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et A, forment la sous matrice 8 d’ordre » de A, et (lemme 1), det §4=0: par
conséquant det § est un déterminant principal de A. Donc deux modules de
Structure Y, et |, somt associés a un déterminant principal det 3.

Réciproquement, étant donné le déterminant principal det 8, en prolon-
geant les colonnes (les lignes) de 3 on obtient la sous matrice A, (ou A,) qui
a le rang »; les lignes (les colonnes) de A admettent un module de structure
w: (ou ) par rapport a A, (ou A,); par conséquent, & chagque déterminant
principal det § on peut associer deux modules de structure ., et p., définis comme
on vient de le voire.

5. Les modules y, et u, vérifient les relations connus [6], [7] :
(9) A=E“1A2=A1U’2,
ot . (ou ) est le module de structure des lignes (des colonnes) de A par rap-
port a A, (ou A,).

Pour démontrer la premiére relation (9) on remarque que de (6) on déduit
pour les éléments @o: , o, - -, @, de la ligne /, de A :

(IO)‘ aa5=“a14ily+“a2ai2s+'"+y‘a?’dir: (“=1y2,"‘;ﬁ;3=1’2,'";n)§

réciproquement, de (10) on déduit (6); en calculant le produit des matrices
we(p X 7) et A, (» X n) on trouve, en tenant compte soit de la formule (7)
qui donne p.; que de (10), la premiére formule (9); la seconde s’établit d’une
maniére analogue.

6. On ne connait pas de régle générale donnant l'inverse géneralisée d’un
produit de matrices. Un cas particulier a été indiqué par R. Penrose [3; page
408], qui a montré que (A*-A) = ACPA* ) Un autre cas particulier est
indiqué ci-dessous. ‘

LEMME 2. — Considérons les matrices B, (p Xn) et B, (nXq) pour lesquelles:

(11) rang B: = rang B, = #;
alors on a: (B, B)™? = B{ Y.B{".
De (11) on déduit p > 7 et # < ¢; donc BS? se calcule avec (2) et B P
avec (3).
Notons C = B, B, et Z = B(; R B‘I_ I)v; il suffit de montrer que C et Z
vérifient les relations (1). En tenant compte de (2), de (3) et de (1), on a:
CZC =B, B,BS ™) (B¢ ”B,)B, =B, E,E,B,=B,B, =C,
ZCZ = BS P (B B,) (B,BS ) B =B YE,E,B&? —BC OB =7,
CZ =B,(B,B{ B ?=B,E,BI? =B,B{?,
ZC =B P (B VB) B, = BEYE, B, = BS VB, ;
et, comme d’aprés les derniéres formules (1) on a (B, B ?)* = B, B{"” e

(B(“ B.)* =B VB,, on en déduit (CZ* =CZ et (ZC)* =ZC. DODC
7 — C(— 0 __ (B B)(—I)
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7. Revenons aux formules (9) et remarquons que p, (p X 7) et A, (» X #)
vérifient les conditions du lemme 2 et aussi A; (p X 7) et w, (» X #). Donc,
en appliquant le lemme 2 aux formules (9), on obtient

(12) A= A(z—l) E"(I_ n_ H(z—l) A(I—I)
et, en tenant compte de (9), (12), (2) et (3), il en résulte:

s AA(—I) = [ (Az ’A(z_x)) y'x— » = Wy En [J‘(I_I) = ; U'(x-l) )

(13) L e _ _
[ATIA = w2 A A) g = VB = o500,
En remplacant (™, u{"* par les valeurs déduites de (2) et (3), on a:
A-A-(_I) = [ ((‘L;k p‘x)h_l p"xk )
(14)

. ACDA (-L;k (szz)—x L, .

8. LEMME 3. — Une matrice A (n X n) de rang », qui permute avec son
inverse généralisée, admet anw moins un mineur principal d’ordre v non nul.

Une matrice A (p X #) admet une matrice inverse A" (% X ?) et, si
A-AT? = ACY.A on doit avoir p =mn; donc une matrice permutable
avec son inverse généralisée est necessairement quadratique.

Posons AAT” — B. On a de (5) rang B =7 et, d’aprés les derniéres
formules (1), B* = B; donc B (z X %) étant hermitienne, admet [7; p. 90,
exerc. 631] un mineur principal M, d’ordre » non nul; supposons que M est
formé par les lignes de rang 7 , 7, R par les colonnes de méme rang.
Soit A, la sous matrice de A formée par les lignes de rang 4,,7,,---, % et
soit C, la sous matrice de A“ ¥ formée par les colonnes de méme rang ; d’aprés

la formule de Binety—Cauchy, M = 28; A, ol on fait la somme pour tous les

déterminanté 3:, d’ordre 7, qu’on peut déduire de A,, et A; représentent les
déterminants correspondant de C,; comme M == o0, on déduit que A, a le
rang . Mais on a aussi B = AT P A et soit A, la sous matrice de A formée
par les colonnes de rang 4,7, --, 7, en raisonnant comme plus haut on
déduit que A, a aussi le rang 7.

D’aprés le lemme 1, les éléments communs 4 A, et A, forment une matrice
d’ordre 7; 3, qui est non—singuliére ; le determinant non nul de § est un mineur
principal de A, puisqu’il est formé par les lignes de rang 7, ,%,,-- -, 4, et par
les colonnes de méme rang.

9. En général une matrice carrée quelconque A (7 X #) n’est pas per-
mutable avec son inverse généralisée; un cas particular a été indiqué par
R. Penrose [3; p. 408] qui a montré que, si A est normale (AA* — A* A),
alors A7 A = AA“ Y. 11 nlest pas faite aucune mention dans l'article [3]
concernant le théoréme réciproque ; I'exemple suivant prouve que le #héoréme
réciproque n'est pas vrai. '
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Soit la matrice d’ordre 4 et de rang 2

I o] I O\

1 1 1 1 I O\
A= ; 8=( ); det d==o0.
1 o 1 o 1

I I 1 I

I O

1 I I O I o
A:: 5 A2= .

I O I I 1 I

11

La matrice A n’est pas normale, car

2 2 2 2 4 2 4 2
4 2 4 2 2 2
AA¥* = ;o A¥A =
2 2 2 2 4 2 4 2
2 4 2 4 2 2 2 2
Des formules (2) et (3) on déduit
1 O\
A _ 1 I o I o ; A L —1 1 ’
X 2\ I —1 I ® o2 1 o
—1 I
et de (4)
I o I o
ACD ACOgaGn LT T )
2 I °
4 1 o I o
—T 1 —1 1/

quoique A n’est pas normale, elle permute pourtant avec son inverse généralisée:

2 0o 2 o
AACD _ aCa—|© 2 0o 2
\2 o 2 o

o 2 -0 2

10. THEOREME. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une ma-
trice A (n X n), de rang r, soit permutable avec sont inverse généralisée, est

qu'elle admette un déterminant principal dont les modules de structure vérifient
la relation

(13) | e = uk.

La condition est suffisante, comme il résulte des formules (14) et (15).
Pour démontrer qu’elle est aussi nécessaire, remarquons que, si A permute
avec son inverse généralisée, elle admet, d’aprés la lemme 2, un mineur prin-
cipal d’ordre 7, M == 0, et supposons que M est formé par les lignes de rang
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i ,4., -, %, et par les colonnes de méme rang; en prolongeant les lignes et
les colonnes de M, on obtient dans A respectivement les sous matrices A,
et A, et soit w, (et w,) le module de structure des lignes (des colonnes) de A
par rapport a A, (ou A,); d’apres (7) et (8), les lignes (les colonnes) de rang

i1 ,%,+, % de p, (ou @,) forment la matrice E,.
En effectuant le produit u, i, et en tenant compte de ce que les lignes
de rang 7, ,7,,- - -, ¢, de u, forment la matrice unité E,, et d’apres la régle de

multiplication des matrices, il en résulte que dans y, u'~? les lignes de rang
Iey 8oy, ty forment la matrice p.(,— 9,

En effectuant le produit pl ” u., et en tenant compte de ce que dans
., les colonnes de rang 7, , 7, ,- - -, 7, forment la matrice unité E,, il en résulte
que dans ce produit p{ ? ., les colonnes de rang 7, ,7,,-- -, i, forment la
matrice pl Y.

Mais, d’aprés les derniéres formules (1), la matrice p&™ ” p, est hermltlenne
uS Y we = [ul P wl¥, et alors les lignes de rang iy, iy, -, i, de ul s for-
ment la matrice [u$ 7]* et d’aprés un résultat de R. Penrose [3; p- 408] on
a [U'(z_ I)]* — P"f(_ 1).

Mais, si AAT? = AT Y. A, il en résulte de (13) qu’on doit avoir p, p$™? =

= P w.; en écrivant que dans les deux membres les lignes de rang
Ly 422,y 2, SONL composées des mémes éléments, on déduit, d’aprés ce qu’on

a établi plus haut, que p& ® = ur T, d’ou résulte la formule (135).

REMARQUE 1 — Il résulte de ce qui précéde que, si la matrice A, de rang 7,
permute avec AT 7, elle admet au moins un mineur principal d’ordre # non nul ;
et que, pour tout mineur principal d’ordre » de A non nul, ses modules de
structure vérifient (15).

Quant aux mineurs d’ordre » non nuls qui sont non-principaux, leurs

modules de structure peuvent vérifier on ne pas vérifier la relation (13),
comme nous allons le voir.

Dans I'exemple du nr. 8, soit M; le mineur dont les éléments appartiennent aux deux
premiéres lignes et aux deux derniéres colonnes; M: est un mineur non—principal et pourtant
ses modules de 'structure vérifient (15), car on a:

, I (o] I o
e =p,= :
(o] I o I

Dans le méme exemple, soit M. le mineur dont les éléments appartiennent 4 la seconde
et troisieme ligne et aux deux premiéres colonnes; M. est un mineur non-principal et ses mo-
dules de structure ne vérifient pas (15), car on a

. o I o I I o I o ,
b= - ) » Me= ), oy ==Ly
1 o I o o I o I

REMARQUE 2. — Soit la matrice A (» X %), de rang 7, qui permute avec
A" P soit det 3 un mineur principal d’ordre 7 de A non nul; i 8 est une ma-
trice hermitienne (8 = 8*), alors A est aussi hermitienne (A = A*) comme il
résulte facilement de (15).
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11. Finalement, nous allons indiquer une formule pour le calcul de AT
a l'aide de p et y,. Soit la matrice A (p X 7), de rang 7, dans laquelle les lignes
de rang 4, ,4,,- -+, 4, sont linéairement mdependantes et forment la sous ma-
trice A, et les colonnes de rang /. , 7. ,- - -, /, sont linéairement indépendantes
et forment la sous matrice A, ; les éléments communs & A, et A, forment la
sous matrice § pour laquelle (lemme 1) det § 5= o.

La ligne /, de A s’exprime linéairement & 'aide des lignes bioyliy e, Z,"r
de A par les formules (6) et avec les coefficients oy s Bay s " " o, - Les élé-
ments de /, s’expriment 2 l'aide des éléments correspondants des lignes
by liy - *, 4, par les formules (10); en particulier, les éléments de la ligne
de rang « de A; s’expriment linéairement par les mémes formules (10) 4 I'aide
des éléments correspondants des lignes de & ; on en déduit que la ligne de rang
« de A; s’exprime par les formules (6) comme une combinaison linéaire des
lignes de & (les lignes de & étant linéairement indépendantes); donc les coef-
ficients de structure de la ligne de rang « de A, par rapport & § sont
Hay s Bay > " s tho, €t, par conséquant, le module de structure de A, par rap-
port a § est précisément ., et, d’aprés la premitre formule (9) appliquée
cette fois—ci & A, et 3, on a

(16) A, = . 9,

et d’'une maniére analogue

(17) A, = By, .
De (9), (16), (17) il s’ensuit:

A=y dp,

Posons A = .. §; les matrices p. (p X 7) et § ( X 7) vérifient les conditions
du lemme 2, aussi bien que les matrices A (p X 7) et w, ( X 7). Donc, en
appliquant le lemme 2:

ATY = )0 = B L s

il résulte :

AP = ‘L(z—l) P E‘-(I_I)

les matrices u¢” ¥, pS™” se calculant avec (2) et (3) respectivement et § étant

non singuliére.

12. On démontre facilement a I'aide de (15) qu’une matrice permutable
avec son inverse généralisée est une matrice EP,, [9], et réciproquement,
une matrice EP, étant une matrice pour laquelle une relation de dépen-
dance linéaire quelconque-entre un certain nombre de lignes, entraine une
relation de dépendance linéaire entre les colonnes de méme rang avec de
coefficients complexes conjugués (Je dois cette remarque 34 E. Boros).
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