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Geometria. —* Este?isìone del teorema di Segre—M ahler allo spazio. 
N o ta r) di József M o ln à r , presentata dal Socio B. S e g re .

Chiam iam o un poliedro dello spazio di cu rvatu ra  costante (l) ad n dim en­
sioni poliedro Segre-Mahler, brevem ente poliedro SM, se l’angolo di due suoi 
iperpiani arb itrari, passan ti per lo stesso vertice, è sempre ^  ■

Nella geom etrìa discreta è noto il seguente teorem a di Segre-M ahler [19] :
Se in un poligono SM del piano euclideo 

sono comunque collocati cerchi disgiunti(2) e con­
gruenti, allora la densità dei cerchi rispetto al 
poligono è sempre ig 77 =  0,9069- • • (3).

r 12

Sia dn (r), nello spazio di cu rva tu ra  co­
stan te  ad n dimensioni, la densità delle n +  1 
sfere fra loro a due a due tangenti di raggio r, 
rispetto  al simplesso regolare determ inato  dai 
centri di queste sfere (fig. 1, n =  2).

F ra le varie generalizzazioni ed esten­
sioni del teorem a di Segre-M ahler finora fa tte  
(Fejes T óth  [4], [5], [6], [7], Groem er [11], 

Hadw iger [12], M olnàr [13], [14], [15], [16]), segnaliamo la seguente (4) : 
Se in un poligono SM di una superficie di cu rva tu ra  costante sono co­

m unque collocati cerchi disgiunti e congruenti di raggio r, allora la densità 
dei cerchi rispetto  al poligono è sempre ^  d2 (r) (5).

Nel presente lavoro sarà esteso questo teorem a allo spazio ; più preci­
sam ente, dim ostrerem o il

Teorema : Se in un poliedro SM dello spazio a tre dimensioni d i curva­
tura costante sono comunque collocate sfere disgiunte e congruenti di raggio r, 
allora la densità delle sfere rispetto al poliedro è sempre <1 d3 (f) {6).

(*) Pervenuta  all’Accademia il 4 settem bre 1963.
(1) Ossia di uno spazio euclideo, di uno spazio sferico o di uno spazio iperbolico.
(2) Più precisam ente, si suppone che i cerchi non abbiano punti i n t e r n i  comuni.
(3) Intendiam o per d e n s i t à  dei cerchi { Q }  rispetto al dominio D, il quoziente fra

la somma delle aree C*n D e l’area del dominio, cioè ^  (ved. per esempio F e je s

T ó th  [7] p. 73), ove per un dominio e per la sua m isura usiamo lo stesso simbolo. In  modo 
analogo si definisce la densità di un insieme di sfere collocate in un dominiQ.

(4) M o ln à r  [14].

(|5) Nel piano euclideo d2 (r) — ——..  =  0,9069- • • .
I 12

(6) Nello spazio euclideo d3 (;r) = f  18 j^arc cos —-----— j =  0,7797- • • . Questo è il migliore

estremo superiore finora noto per la densità delle sfere disgiunte di raggio r  collocate nello 
spazio (R o g e rs  [18]). Il giovane m atem atico K. Bòròczky (B ò rò c z k y -F lo r ia n  [i]) ha di-
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Dimostrazione (7). -  Sia S ii  poliedro SM e siano {S*} le sfere collocate 
nel po lied ro ., Indichiam o con D* il luogo dei pun ti le cui distanze dal centro 
della sfera S* siano non m aggiori delle distanze dai centri delle altre  sfere. 
Si vede facilm ente che la cella D* (cella D irichlet, poliedro Voronoi (8)) corri­
spondente alla sfera S* è un poliedro convesso. I 
poliedri {D*} associati alle sfere {S*} ricoprono in te­
ram ente e sem plicem ente il poliedro S, ad eccezione 
delle frontiere dei poliedri {D*}.

Per dim ostrare il nostro teorem a basta  far vedere 
che, nel caso di una qualsiasi cella D*, abbiam o

3 7  ^  A  ( r ) .

Indichiam o con il raggio della sfera circoscritta al Fig. 2.
simplesso regolare di dimensione n e di spigolo 2 r (fig. 2).

Considerando la lim itazione am m essa per l’angolo di faccia del poliedro S, 
si vede facilm ente che il poliedro convesso D*, contenente la sfera S rd i raggio r, 
ha ancora le p roprie tà  seguenti: le d istanze dei suoi spigoli dal centro O* 
della sfera S* non sono m inore di 2R e le distanze dei suoi vertici da Oi non 
sono m inore di 3R (9). Per i poliedri D* di questo genere, è s ta to  d im ostrato

S •recentem ente dal Bòròczky che —  d3 (r) (IO). Con ciò il teorem a enun-
■ D  i

ciato rim ane stabilito .
A. Florian {II) ha dim ostrato, poco tem po fa, che

d 3 (r) ^  K m y 3 W  =  (i +  ~  —  —  — ~  +  —  +  - ^ -------- )“ * =  0,853 - • • <I2)-

U sando questo risu lta to  del Florian, dal nostro teorem a segue il 
C oro lla rio  : Se in un poliedro SM dello spazio a tre dimensioni di cur-

m ostrato, poco tempo fa, la congettura di F e je s  TÓTH [ io], secondo la quale d3 (r) dà l’estremo 
superiore per l i  densità anche nello spazio sferico e nello spazio iperbolico.

L ’estremo superiore del nostro teorem a è preciso, per esempio nel caso in cui il polie­
dro SM è una cella del mosaico regolare sferico { 5 , 3 , 3 }  e {Sz} si compone soltanto della 
sfera inscritta  a questa cella.

(7) Il ragionam ento della dim ostrazione di questo teorema è perfettam ente analogo 
a quello del teorem a testé citato  (MOLNÀR [14]).

(8) Ved. Coxeter  [2].
(9) Se D i non ha una faccia comune con il poliedro S, l’affermazione è ovvia. Se invece 

D i ha almeno una faccia comune con S, allora l’affermazione segue im m ediatam ente spec­
chiando SA sulle corrispondenti facce comuni (cfr. MOLNÀR [14]).

(10) Bòròczky nel suo ragionam ento si lim ita ad un poliedro inscritto  sulla sfera di 
raggio 3R concentrica con Sz- (cfr. F e je s  TÓTH [7]) e considera la densità della sfera Si 
in una piram ide il cui vertice coincide con il centro della sfera Si e la base della piram ide e una

S •
faccia del poliecfro (cfr. MOLNÀR [8]). La dim ostrazione della inuguaglianza 5̂  d3 (r) si

i L >i
fonda sul concetto d ’un lim ite della densità (BÒRÒCZKY-Florian [ i ]).

(11) Bòròczky- F lorian [ i ].
(12) Ci sem bra verosimile che 0,853- • • sia pure la densità della più densa collocazione 

di orosfere disgiunte (C o x e te r  [3], F e je s  T ó th  [9], [io]).

12 -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. 3-4.
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vatura costante sono comunque collocate sfere disgiunte e congruenti di raggio r, 
allora la densità delle sfere è sempre <C 0,853 * • • •

Osserviam o che si possono ottenere, con ragionam enti analoghi, estrem i 
superiori anche nei casi seguenti : i° i raggi delle sfere sono noti, 2° i raggi sono 
in un intervallo  assegnato, 30 le lunghezze dei raggi assumono n valori diversi. 

Menzionando infine che ci sem bra verosimile la seguente :
C o n g e t t u r a . -  Se in un poliedro SM dello spazio di cu rva tu ra  costante 

ad n dimensioni sono com unque collocate sfere disgiunte e congruenti di raggio 
r, la densità delle sfere rispetto  al poliedro non supera mai dn (r).
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