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A lgebra. — Une nouvelle definition de Vinverse généralisée d'une 
matrice. N ota °  di E . A r g h ir ia d e  e A . D ra g o m ir , presentata dal 
Socio B. S e g r e .

1. L ’ inverse généralisée d ’une m atrice rectangulaire dont les éléments sont des nom- 
bres complexes a été definie par E. H . Moore [1]. U ltérieurem ent et indépendam m ent des 
travaux  de E. H . Moore cette définition a été retrouvée par A. B jerham m ar [2] et R. Pen
rose [3], [4]; le prem ier a défini Pin verse d ’une m atrice rectangulaire de rang m axim al (le rang 
est égal à la plus petite  dimension de la m atrice) et le second Pin verse d ’une m atrice rectan
gulaire quelconque, Pour définir P inverse généralisée d ’une m atrice quelconque A ( p X n ) ,  
R. Penrose [3; p. 406] considère le système:

( AXA  =  A ; X A X  ■=■ X
( 0 .

( (AX)* =  AX  ; (XA)* -  XA ,

(A* est la m atrice transposée et complexe conjuguée de A ; A* =  A'). Le système (1) adm et 
toujours une solution unique, X  (n X p), qui est par définition Vinverse généralisée de A et 
que nous représenterons par sauf dans le cas ou A est carrée et non-singulière, quand
nous employerons la notation  habituelle A~~z.

U ne au tre  définition plus dirècte de la m atrice inverse a été donné par T. N. E. Gre- 
ville [5]. D ans le mème ordre d ’idées m entionnons les travaux  de M. Stojacovic [6], [7]: le 
déterm inant D de la m atrice A ( p x n ) ,  ou fi < n, est défini comme é tan t la somme de tous 
les mineurs d ’ordre p  de A; et chaque élém ent aik de A adm et un complément algébrique, qu ’on 
obtient en supprim ant la ligne de rang  i et la colonne de rang k de A et en p renan t le déterm i
n an t de la m atrice restan te  dans laquelle les éléments sont m ultipliés par y  1 suivant une 
certam e règie; la  m atrice {np) formée avec ces compléments algébriques, divisée par D, 
donne une matrice quasi-inverse de A, qui [7; p. 877] est différente de Pin verse généralisée de 
E. H . Moore e t A. Bjerham m ar.

2. Nous allons m ontrer q u ’en définissant d ’une m anière convenable les 
com plém ents algébriques, la m atrice formée avec ces com plém ents algébri- 
<j[ues conduit à Fin verse généralisée de E. H. M oore e t A. B jerham m ar.

LpMME. -  Soit A  (r X n) une matrice horizontale et de rang maximal 
(r <Z n ; rang A  =  r); le système

(2) A X  =  E f ; (XA)* =  X A ,

admet toujours une solution unique, qui est Vinverse généralisée de E . H . Moore 
et A . Bjerhammar.

S i  la matrice A  ( p X r )  est verticale et de rang maximal (p  > r  ; rang A  =  r) 
le mème énoncé est valable pour le système :

XA =  E r ; (AX)* =  A X ,

E,, étant la matrice unìté d'ordre r.

(*) Pervenuta all’A ccadem ia il 4 settem bre 1963.
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D ém ontrons la première partie du lemme: nous savons que le système (i) adm et toujours 
une solutions unique X  (n X r) ; m ontrons que X vérifie aussi (2). On a de (1): A* X* =  
=  (XA)* =  XA, done A* X* =  X A  et en tenan t compte de (1)

(3) AA* X* =  A XA  =  A ;

la m atrice AA* est d ’ordre r  et non singulière et de (3) il résulte

X* =  ( A A * )~ 1 A
et aussi

X =  A* ( AA*)~~1 ;

de cette dernière relation on déduit AX  .=  et la première des relations (2) est vérifiée;
la seconde relation (2) est évidem m ent vérifiée, comme appartenan t à (1).

Réciproquem ent supposons que la m atrice X (n X r) vérifie (2); montrons qu’elle véri
fie aussi (1) et est par conséquant l’unique solution de (2). On a de (2)

AXA  =  E r • A =  A ; X A X  =  X Er =  X ; (AX)* -  (Er)* =  Er =  AX  ,

la quatrièm e des relations (1) é tan t évidem m ent vérifiée.
Done la première partie  du lemme est démontrée; la seconde se dém ontre d ’une manière 

analogue.

3. Soit A  (r X n) une m atrice horizontale (r <L n)\ on définit la norme de 
la matrice comme é tan t le déterm inan t :

(4) N (A) =  det (AA*).

Si Ton employe la no tation  habituelle pour les m ineurs de la m atrice A :

Ud* • * *Ax\
2̂ * * * 2aJ

alors, d ’après la formule de C auchy-B inet on déduit de (4) :

a H Ji °*iJ2 * * ■ a*iJa

a *2h  a i2j 2 ' * ' a i2Ja 

a*a 3 2 * * * aiaSa

(s) N (A) =  X  A
ti ^  ' ‘ ' ‘‘C Jy

f i j 2 ' * •Jr 
I 2 • • • r

A J1J2- 
, 1 2  • • • r i 9

dans le second m em bre le second m ineur é tan t complexe conjugué du prem ier 
et ou Ton doit faire la somme pour toutes les combinaisons j x , j 2 , • • • >jr des 
nom bres 1 , 2 , • • •, n ( r  <  n).

Convenons de représenter par

(6) A,v
/j / 2 * l(x

k\ k 2 ' * ’ k(x

le com plém ent algébrique de Télément dans le m ineur de la m atrice A :

l  x ^ 2  * * * la ^A
kx ka ' * ‘ ka

(i est égal à un nom bre déterm iné de la suite kx , k2, • • •, ka e t j  est égal à un 
nom bre déterm iné de le suite lx , 4  , • • • -, /a).



fóo Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. XXXV -  Ferie 1963

D ans (5), développons dans le second m em bre le prem ier m ineur su ivant 
les élém ents de la ligne de rang i, (i <  z '< r )  : ai j i , a ^ , -  ■ - , aiJr en laissant 
le second m ineur inchangé ; il vient, en tenan t com pte de la no tation  (6),

A
* * ' Ji

I 2 • • • r 2  aij * A# i 2 • • • / • • •  r

en rem pla^ant cette valeur dans (5) il vient

(7) N ( A ) =  2 À A A - - - /
\ I 2 • • • r

(1 < i  < r ) .

2 ) aij 7 x72 - • -Jr 
i 2 - - - r

Dans le second m em bre on choisit d ’abord une combinaison déterm inée 
j i 7*2’ • ■ jr  (avec j \  < j 2 < • • • < > )  des nom bres 1, 2 , • • - , n, on fa it la somme 
p ar rap p o rt à  ̂ settlem ent pour la dernière parenthèse, e t on répète la mème 
opération pour toutes les combinaisons j xj a • • • j r des nom bres 1 , 2 ,• • - , n 
pris r  à r.

D ans (7), laisson dans le second m em bre non développés les deux m ineurs

à P  j ’
\ 1 • • • r et A«

7 i • * 'J r  
i . . .  r

alors chaque term e contient un facteur de la forme et on peu t arranger 
tous les term es de (7) su ivant les élém ents aix , ai2 , • • - , ain de la ligne de rang i 
de A.

On peut obtenir formellement de (7) un développement de la norme N (A) 
suivant les éléments de la ligne de rang i

(8) N (A) — ail B iz -f- • • • -f- aik B-k +  • • • +  ain Bin

il est naturel, alors, d ’appeler le coefficient Bik de aik dans ce développem ent 
le complément algébrique de aik dans A.

On déduit de (7)

(9 ) S À p 1' ■ J\ ■ ■ -J.
\ I

• Aij (À- • 'Js' • • /  

i • • • i  • • • r (7 x ^ 7 2 <̂ . m * * < j r  i ^  z < L r) ,

où Ton donne a j s une valeùr déterm inée j s =  k  telle que j s représente une 
colonne déterm inée de A ; dans la formule précédente on d o it considérer 
toutes les combinaisons r  a r :  j \  , / 2 ,• • - , j r des nom bres 1 , 2 n qui 
contiennent le nombre déterminé j s =- k .

En posant j s — k ou déduit de (9) la form ule qui donne le complément 
algébrique Bik de V èlément aik de la matrice A  (rXn),  où r  < n ,

• -Or-A

« i <  * * * <  <*Q- i  <  k  <  ocQ <  . • • <  CLr_ x ; l < i < r \

( i o )
= X  . A f . '

ctj a2<  • • • -<a„_ \  I "  *

-i •*r-x
• r ' Avfe

a x* •

I 2 -
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id  I’on fa it la somme pour toutes les combinaisons r  à r  :

(11)  a x OCa- • ■•aQ—! ^ a c - • -Or—!

des nom bres i , 2 , • • • , ?z ẑzz contiennent le nombre k et, dans le second mem bre, 
le second facteur représente le com plém ent algébrique de l’élém ent aik, ce 
com plem ent algébrique é tan t considéré dans un déterm jnant qui est le com- 
plexe conjugué du déterm inan t représenté par le prem ier facteur.

Si dans les combinaisons (11) on supprim e le nom bre k , on ob tien t les 
combinaisons (r —  1) à ( r — 1) des nom bres:

(12) 1 ì 2 , • • •, k —  1 , k -(- 1 n

qui sont au nom bre de

P ar conséquent dans la form ule  (io) on doit fa ir  e la somme en prenant pour 
ocx , • • •, aQ__x, ae , • • - , 0Lr^ x toutes les combinaisons (r — 1) a (r —  1) des nom
bres (12).

D ’ailleurs, de (io) ou déduit que le com plém ent algébrique se calcule 
par la regie suivante, qui est fort simple : pour avoir le complément algébrique 
Bik d* un élément aik de la matrice A  (r X n) , (r <  n)f on considère tous les 
mineurs Sa d'ordre r de A qui contiennent Pélément aik :

et> dans chaque determinant §a , on considère le complément algébrique de aik ; 
on multiplie le mineur complexe conjugué 8a par le complément algébrique 
et) en f  aisant la somme de tous les produits ainsi obtenusy ou trouve .

Prafiqiieinent, pour former tous les mineurs qui contiennent aik, on commence par for
mer toutes les combinaisons des nombres (12) pris (r —  1) à (r — 1). À chaque combinaison 
Pi l'Pa , Pr—j. on ajoute le nombre k> on range ces nombres par ordre de grandeur crois- 
sante

Pi <  p2 < • • • < / § < • •  • <  P r~ i

et on forme le déterminant

a*px" ■ai k - ' “'P r - i

a^ l  ■ ■• • aik • •

■ ■' ar k " ’ “’V r - i

on obtient ainsijtous les mineurs qui figurent dans la formule (io) et qui contiennent l’élé
ment aik .

R em arques. -  Si pour la matrice A (r x n), ou r  < n , on a: rang A <  m in { r , n } , 
alors N (A) =  o et tous les compléments algébriques =  o.
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Pour une m atrice carrée A (n X n) on a:

( I2') . Brf =  A «det.A ,

ou est le complément algébrique habituel de a„-k .

4. Comme exemple, considérons la m atrice

( etxx <2i2 #13  #1 4  

CLitl Ctli @13 #24  

#31 #32  < 3̂3 # 3 4

et déterm inons le complément algébrique B23 de l’élém ent a23 . On forme les combinaisons 
des nombres 1 , 2 , 4  pris deux à deux

12 , 14 , 24

et on ajoute à chacune le nom bre 3; on obtient
123 , 134 , 234.

Done les mineurs d ’ordre 3 de A qui contiennent a23 sont:

etxx c tn  et%3 etxx Ct\3 Ctx̂ Ct\i #13  < 1̂4

cl2\  ^22 et23 > Ct2\ Ct23 #24 > Ct22 Ct23 Ct24

tt3i  ct32 a 33 #31 #33  #3 4 a 32 a 33 <234

et, par l’application de la formule (io), il vient

Ctxx Ctxi Ctx3 etxx Ctx  ̂ Ct\4 e t\2 Ctx3 Ctxn
etxx. e t \2

+

etxx < £14

Ct22 0t23 # 2 4

Ctx2 < 214
et2x et22 ct23 etix et23 < 224 +

ct3x et32 ^ 3 1  a 34 < 232 < 234
à 3 x d 3i  à 33 à 3 x < 233  <f3 4 < 232 < 233 < 234

5. Revenons à la formule (5), que nous écrirons

. X  .Jl < ' • • 'Kjy

° t j  X a x j 2  ‘ d x j x d x j 2 • • t Z z  jJ  y

a P J x a P J i  ‘ '■ ‘ a p j r à p j x Ù p j 2  ‘ Ù p j y

a d x a d 2 ’ ‘ a d y à q j x A / , ' - * Ù q j y

a r j x a . r j ,  • ■ a r j y a r j 1 arj 2 • • • d r j r

— N (A ).

Si dans le prem ier m ineur nous remplagons les élém ents de la ligne de 
rang  q par les élém ents de la ligne de rang p y en laissant le second m ineur 
inchangé, on obtien t

a iJx a xj2 * • • àx j\ ■ ‘ à*jr

1 
J*

 
'

; 
^

 
;

aPJi ‘ aPly àpjx dPJl * ' * dPÌy

aPJx aPj2 ' ‘ ’ apJy Uqj x ad 2 aqjr

a*! arj 2 • ’ * arjy arJx àrjz '■• • àyj^
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Effectuons les mèmes calculs q u ’on a effectué plus h au t pour passer de la 
formule (5) aux formules (8) e t (9), c’est à dire r développons le prem ier mi- 
neur su ivant les élém ents de la ligne de rang  q et arrangeons le résu lta t sui van t 
les élém ents de la ligne de rang q ; on trouve au lieu de (8), la formule

( X3 )  ap X B ^ 2 +  * * * +  CLpn B gn =  O .

De (8) e t de (13) ou déduit que les complements algébriques B-k vérifient les 
relations

(14 ) Bgx-\~ ap 2 2 -f- • • • -f- a.'pn Bgn
N (A) 

o

si P  =  q

si p=\=q

6. Pour une m atrice horizontale A (r X n ) , (r < n), les formules précédentes nous 
donnent la somme des produits obtenus eu m ultip liant les éléments d ’une ligne par les 
compléments algébriques des éléments de la mèm e ligne ou d ’une ligne differente.

Faisons la mèm e chose pour les colonnes et calculons la somme

aiP B i<7+  a*P B 2«7 H---------1“ arp Br<? *

Si l’on calcule les coefficients algébriques B iq , B2g, • • •, Brq avec la formule (io), on doit faire la 
somme en p renant pour cq , a 2 aQ_ i , ocQ ,• • toutes les Combinaisons des nombres

( J5) 1 ,2  , • • • , ?  — 1 ,q  +  i , - - > n

pris (r  — 1) à {r —  1) et, dans (io), on doit avoir oq <  • • • <  ae __l <  q <  <  • • • <  oq_  z .
On a, en tenan t com pte de (io):

( 16) 2  aXP —

2  A l" 1 e
I \ l 2

a i ' * ’a Q—I ^ao* ’ *°V —i r  / a x • * t
S  aXt K a 1 e~ I ? e  

Xp M i  2 ........................... r

(“! < • • • <  ae_ i  <  9 <  “e <  • • • <  “x - ,  ; 1 < P , q < n ) .  

Considérons le piineur

(17)

dans la dernière parenthèse de (16) on fait la somme des produits obtenus en m ultip liant les
éléments de la colonne de rang p  de A, qui sont:

* 1  p ’ ^ 2  p rp avec les compléments
algébrique des éléments de la colonne de rang p du m ineur (17); le résultat est évidem m ent 
le m ineur

* ' ’V - i / V  ’ *°V-

qui se déduit de; (17) en rem plagant les élém ents de la colonne de rang p du m ineur (17) par 
les élém ents de la  colonne de rang p  de A. Done, de (16) il résulte

\p  b l? — 2
«!<••• <<V

t ?ao - J ao• A
1 2 r
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D ans chacun des mineurs du second mem bre changeons la colonne de rang p successivement 
avec chaque colonne qui se trouve à sa gauche, jusqu’à l ’am ener à occuper la première place; 
par cela, le produit de ces deux mineurs se multiplie par (—  i )x~ Q =  1, et on a:

(18)

a xp B i q +  a *p B iq  H------ +  a rp Brq =

aI < . . .< a /. _ I \ l  2 .........-Z J \ l  2 .......... r  )

ai <  a2 <  ' ‘ ' < ar—Z

où 1’on fait le somme pour toutes les combinaisons oq , oq,- • - , oq ■ des nombres (15) pris
( r — 1) à ( r — 1); mais, si une de ces combinaisons oq oq - • - o q ^  contient le nombre / ,  alors 
le mineur

A
M  a 2 • • • oq  

1 2 ...........n
— o .

Done, si Ton représente par

(19) {1 >2 r " , n } \ { f i  , q}

l’ensemble formé par les nombres 1 ,2  duquel on a retire les nombres fi et q, il résulte
que dans ( 1 8 )  on doit faine la somme fiour toutes les combinaisons oq oq; • -oq des nombres ( 1 9 )  

finis ( r — 1 ) à (r -— 1).

7. Considérons m ain tenan t une m atrice horizon tale A  (r  X ri), de rang 
m axim al (r <  n ; rang  A  =  r) ; alors on a de (5) : N (A) =  2  | <*,-12> où on

i
fait la somme pour les carrés des modules de tous les m ineurs d ’ordre r  de 
A ; on déduit N (A )-|=  o.

Form ons m ain tenan t la m atrice

(20 ) B =
N (A )

Bir B„ • • • B 

b i2 b 22 • • - B

*B m B2 n • • • B

et calculons le p roduit AB

AB . =
N (A)

ttn &12 * ‘ n \ /B XI B2I • • Bri

2̂1 2̂2 * ‘ et 2 n I . ! BI2 b 22 • -■ • Bra

dir 1 dri ' • • Ctrn] \Bx n B2 n 1• * B yn

l ’élém ent cpq qui se trouve dans la ligne de rang / et dans la colonne de rang q 
de ce p roduit AB se calcule avec (14) et a la valeur

epq 1 I 2̂̂ 2 Bfa | * * * ~j~ Clpn B qn) --- $p

(8p é tan t le symbole de Kronecker) ; done AB =  Er, e t la prem ière des re la
tions (2) est vérifiée.
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Calculons m ain ten an t le p rodu it BA. E n tenan t com pte de (18) on a

2  A
oq <• • •< ar_ I

p & x  a 2 • • • QLr— z

I 2  . . . . .  r
•A

qu-i a 2 Q L y--T

I 2

«I < a 2 <  • • • < a r_ t) ,

Y„ =  X«!<•..<«V.

a2 ar
r •A

l I 2 ............ r  J  \ i  2

(cx.z <  a 2 * * * <'C —i) J

• ar.
- r

dans ces deux formules on doit faire la somme pour toutes les combinaisons 
des nom bres (19) pris (r — 1) à (r —  1). On déduit =  f qp ; ‘ done 
(BA)* =  BA, e t la seconde des relations (2) est aussi vérifiée.

Done : étant donne une matrice A (r X n), qui est horizontale et de rang 
maximal (r <Zn; rang A  =  r) on form e avec les complements algèbriques 
une matrice (n X r) et cette dernier e matrice, divisée par la norme N (A), donne 
précisèment Vinverse généralisée de E . H . Moore et A . Bjerhammar.

Si la m atrice A( nXn)  est non-singulière, on a, d ’après (12'), =  A ^ | À | et N (A) =

I A I • I A I ; alors Pélém ent bik de la  m atrice B est bik =  j ^ - r  • A ik et par conséquent
I A I

B =-A "
Pour une m atrice A {n X r) qui est verticale et de rang maximal (n >  r  ; rang A =  r), 

le méme problème se résout d ’une manière analogue et les modifications à intrbduire dans les 
formules sont faciles à établir.
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