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Algebra. — Une nouvelle définition de I'inverse généralisée d’une
matrice. Nota @ di E. ARGHIRIADE e A. DRAGOMIR, presentata dal
Socio B. SEGRrE.

1. L’inverse généralisée d’une matrice rectangulaire dont les éléments sont des nom-
bres complexes a été definie par E. H. Moore [1]. Ultérieurement et indépendamment des
travaux de E. H. Moore cette définition a été retrouvée par A. Bjerhammar [2] et R. Pen-
rose [3], [4]; le premier a défini 'inverse d’une matrice rectangulaire de rang maximal (le rang
est égal & la plus petite dimension de la matrice) et le second Iinverse d’une matrice rectan-
gulaire quelconque. Pour définir I’inverse généralisée d’une matrice quelconque A (pX7n),
R. Penrose [3; p. 406] considére le systéme:

(AXA:A ;0 XAX =X

® 2 (AX)* = AX ; (XA)* =XA,

(A¥ est la matrice transposée et complexe conjuguée de A ; A* = A’). Le systéme (1) admet
toujours une solution wnigue, X (7 X p), qui est par définition inverse généralisée de A et
que nous représenterons par A Y, sauf dans le cas ou A est carrée et non-singuliére, quand
nous employerons la notation habituelle A™*.

Une autre définition plus dirécte de la matrice inverse a été donné par T.N. E. Gre-
ville [5]. Dans le méme ordre d’idées mentionnons les travaux de M. Stojacovic [6], [7]: le
déterminant D de la matrice A (px#), ou p < 7, est défini comme étant la somme de tous
les mineurs d’ordre p de A; et chaque élément ¢, de A admet un complément algébrique, qu’on
obtient en supprimant la ligne de rang 7 et la colonne de rang # de A €t en prenant le détermi-
nant de la matrice restante dans laquelle les éléments sont multipliés par 4 I suivant une
certaine régle; la matrice (np) formée avec ces compléments algébriques, divisée par D,
donne une matrice quasi—inverse de A, qui [7; p. 877] est différente de l'inverse généralisée de
E.H. Moore et A. Bjerhammar.

2. Nous allons montrer qu’en définissant d’'une maniére convenable les
compléments algébriques, la matrice formée avec ces compléments algébri-

1

jues conduit a l'inverse généralisée de E. H. Moore et A. Bjerhammar.
q g J

LEMME. — Soit. A (r X m) wune matrice horizontale et de rang maximal
(r < m;rang A =r); le systéme
@) AX=E, ; (XA)=Xa,

admet toujours une solution unique, qui est ['inverse généralisée de E. H. Moore
et A. Bjerhammar.

Stz lamatrice A (pX#) estverticale et de rang maximal (p >r;rang A = »)
ile méme énoncé est valable pour le systéme :

XA=E, ; (AX)*=AX,

E, étant la matrice unité d’ordre 7.

(*) Pervenuta all’Accademia il 4 settembre 1963.
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Démontrons la premiere partie du lemme: nous savons que le systéme (1) admet toujours
une solutions unique X (7 X #); montrons que X vérifie aussi (2). On a de (1): A*¥ X* =
. = (XA)* = XA, donc A*¥* X* = XA et en tenant compte de (1)

(3) AA*X* = AXA =A;
la matrice AA* est d’ordre » et non singuliere et de (3) il résulte
X* = (AA¥TTA
et aussi
X = A* (AA¥™;
de cette dernitre relation on déduit AX = E, et la premiére des relations (2) est vérifide;
la seconde relation (2) est évidemment vérifiée, comme appartenant a (I).

Réciproquement supposons que la matrice X (7 X ) vérifie (2); montrons qu’elle véri-
fie aussi (1) et est par conséquant l'unique solution de (2). On a de (2)

AXA=E, A=A ; XAX=XE,=X ; AX)*=(E)*=E,=AX,
la quatrieéme des relations (1) étant évidemment vérifide.

Donc la premiére partie du lemme est démontrée; la seconde se démontre d’une maniére
analogue.

‘3. Soit A (» X %) une matrice horizontale (» < 7); on définit la norme de
la matrice comme étant le déterminant:

@ N (A) = det (AA¥).
Si 'on employe la notation habituelle pour les mineurs de la matrice A :
@iy jy Firjy* * * Wirjy
A (]I ] e h) | @ @ @iy |
C R S A
iz Xigjp" * * Wi 7y

alors, d’apres la formule de Cauchy—Binet on déduit de (4):

(5 N@ = % A(lh)A(,

' 71 <7< <, ) 127 IZ"?"
dans le second membre le second mineur étant complexe conjugué du premier
et ou 'on doit faire la somme pour toutes les combinaisons j;,7,, -,/ des
nombres 1,2,-:, 7% (r < n).

Convenons de représenter par

5,1, -1
6 Ai' ) o
©) ](,elkz.__éa)

le complément algébrique de 'élément @, dans le mineur de la matrice A:
A A [2 e Za
By h,

(¢ est égal a un nombre déterminé de la suite £, , 4,,- -+, kg et j est égal & un
nombre déterminé de le suite Z ,Z,,---,7,).
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Dans (5), développons dans le second membre le premier mineur suivant
les éléments de la ligne de rang 7, 1 <:<7r): a;, ,a;, -, a;;, en laissant
le second mineur inchangé; il vient, en tenant compte de la notation (6),

A(]I]"’."]r):Eaz:i:.A‘j:<jI]2."]'f“'jr>;

12 .-.7 Rt 12 ccvc2 covyp

en remplagant cette valeur dans (5) il vient

_jrjz"‘jr ” jsz"'jr

504 [$ 0,

(I 2---7’)»Lx§I YsTUs\12 .. .p
Q<i<r).

Dans le second membre on choisit d’abord une combinaison déterminée
JiJer -+ (avec j; <j, <---<j,) des nombres 1,2,---, %, on fait la somme
par rapport a s seulement pour la derniére parenthése, et on répéte la méme
opération pour toutes les combinaisons j, j,---j, des nombres 1,2, .-, 7
pris 7 a 7.

Dans (7), laisson dans le second membre non développés les deux mineurs

G Jy s Jr
I ...7 S\IL -7
alors chaque terme contient un facteur de la forme a; et on peut arranger
tous les termes de (7) suivant les éléments a;, , @;. ,- - -, a;, de la ligne de rang 7
de A.

On peut obtenir formellement de (7) un développement de la norme N (A)
sutvant les éléments de la ligne de rang i

7 NAo= X

J.x<j2<"'</.,

(8> N <A> = & BZAI —{— e —I_ A sz + e + a;y Bz’n ;

il est naturel, alors, d’appeler le coefficient B;, de «;, dans ce développement
le complément algébrigue de a,, dans A.
On déduit de (7)

@ By = ZA(J’- 7 /’>.A,~,- (]’ o ]') (e - <jri 1< <7),
5 I"'Z"'?’ SI...Zn.-r

ot 'on donne a j; une valeur déterminée j. = £ telle que j; représente une
colonne déterminée de A; dans la formule précédente on doit considérer
toutes les combinaisons » a »: j,,7.,---,7, des nombres 1,2,...,% qui
contiennent le nombre déterminé Js =

En posant j; = £ ou déduit de (9) la formule qui donne le complément
algébrique B, de Délément a, de la matrice A (rXn), ot r < n,

: - aI...aQ_I,éaQ...ar_l “x“‘“g—-x'é“g,"'“r——x
Bz'k= 2 kA' 3 'Az'k ’
(IO) o <ap< <,

U< Ly <L <Ly L, Ty
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ici 'on fait la somme pour toutes les combinaisons 7 & 7:
(11) Oy Ope * “Og—y Allg" * Oty

des nombres 1,2, - -, 7% gui contiennent le nombre k et, dans le second membre,
le second facteur représente le complément algébrique de I'élément a,,, ce
complément algébrique étant considéré dans un déterminant qui est le com-
plexe conjugué du déterminant représenté par le premier facteur.

Si dans les combinaisons (11) on supprime le nombre 4, on obtient les
combinaisons (» — 1) & (»— 1) des nombres :

(12) I,2,--,k—1,k+1,

7—1
=)
Par conséquent dans la formule (10) on doit faire la somme en prenant pour
Uyt oy gy, 0oy * *y Upy ZOutes les combinaisons (r —1) 4 (r —1) des nom-
bres (12). '
D’ailleurs, de (10) ou déduit que le complément algébrique By se calcule
par la régle suivante, qui est fort simple : powur avoir le complément algébrigue

Bie d'un élément a de la matrice A (r X n), (r < n), on considére tous les
mineurs 8, d’ordre v de A qui contiennent I'élément ay,:

n—1
e=1,2,...,
v 7 —1

et, dans chaque determinant 3,,, on considére le complement algébrigue M5, de a,, ;

on multiplie le minewur complexe conjugué 3, par le complément algebrzque M,k
et, en faisant la somme de tous les produits ainsi obtenus, ou trouve B,

qui sont au nombre de

Pratiquement, pour former tous les mineurs qui contiennent @, on commence par for-

i L . . 1 ..
mer toutes les combinaisons des nombres (12) pris (# — 1) & (» — 1). A chaque combinaison
Br, B2, -+, Br—; on ajoute le nombre #, on range ces nombres par ordre de grandeur crois-
sante ’

Br<Pa< <A< < Pres

et on forme le déterminant

on obtient ainsi tous les mineurs qui figurent dans la formule (10) et qui contiennent I’élé-
ment a, .

REMARQUES. — Si pour la matrice A (» X #), ou » < 7, on a: rang A < min {7, n},
alors N (A) = o et tous les compléments a,lge;briques B, =o.
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Pour une matrice carrée A (2 X #) on a:
(12') B,=A,detA,

ou Ay est le complément algébrique habituel de a,, .

4. Comme exemple, considérons la matrice
A1y Q12 A13 A1y
A=\ a: a- Q23 A2y
Q31 @32 A33 234 /

et déterminons le complément algébrique B.; de I'élément a,3. On forme les combinaisons

des nombres 1, 2, 4 pris deux a deux
12, 14 , 24
et on ajoute a chacune le nombre 3; on obtient
123 , 134 , 234.

Donc les mineurs d’ordre 3 de A qui contiennent a,; sont:

Q11 Q12 Q13 Q11 Q13 Q14 Q12 Q13 A1y
Q21 Q22 Q23 ) Q21 Q23 Q24 B Q22 Q23 Q24
Q31 A3z d33 Q31 Q33 A34 Q32 Q33 A34 ‘
et, par 'application de la formule (10), il vient
d]x d:[z Li13 d:: d[3 a-14 a-xz (1-13 ﬂ-14
o Qa1 Q12 oL Q11 A1y oL Q12 A1y
B23 = — | Q21 Q22 Q23 Q21 Q23 Q24 4 | @2 daj Q24
. Q31 Q32 . . Q31 Q34 . 32 A34
Q31 A32 d33 Q31 d33 A34 @32 A33 A34
\ , .
5. Revenons a la formule (5), que nous écrirons
a‘jx aljz e aljr aljx an2 e alj,
gy Apjp * * ° A, Apjy Cpj, * * * A,
J1<---<Y . e TN A
' 7| Ygiy U, s, Agj;, Qyj, yj,
a’jx a’fz e a’f/’,» a"/l a"jz e a’j,

Si dans le premier mineur nous remplagons les éléments de la ligne de
rang ¢ par les éléments de la ligne de rang », en laissant le second mineur
inchangé, on obtient ’

dljr d‘jz Y

@rjy Crjy " " g, A

iy A, " " " A,

Apje Cpj, " * * By,

Qrjy Qg * " g,

Qpjy Qpj, * * * Ay,
Qgjy Agj, * * * Agj,

Grjy @y ** *
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Effectuons les mémes calculs qu’on a effectué plus haut pour passer de la
formule (5) aux formules (8) et (9), c’est & dire: développons le premier mi-
neur suivant les éléments de la ligne de rang ¢ et arrangeons le résultat suivant
les éléments de la ligne de rang ¢; on trouve au lieu de (8), la formule

(13) as: B+ a5, Byt -+ a,,,,Bq,,—_—q

De (8) et de (13) ou déduit que les compléments algébrigues B,, vérifient les
rélations

N(A) si p=g

(19) 2Byt @52 Boat o+ 4 B = o si p¢

6. Pour une matrice horizontale A (» X #), (r < #), les formules précédentes nous
donnent la somme des produits obtenus eu multipliant les éléments d’une ligne par les
compléments algébriques des éléments de la méme ligne ou d’une ligne différente.

Faisons la méme chose pour les colonnes et calculons la somme

aﬁBw—i—aszq—f—u»—]—ar B,

Si I’on calcule les coefficients algébriques By, Bog,- - -, By avec la formule (10), on doit faire la
somme en prenant pour «_, o, ,- -, Y T T toutes les combinaisons des nombres
(IS) 1)2""rg—l’g+1:"'y”

7—1"

pris (# — 1) & (r— 1) et, dans (10), on doit avoir a <o < a,_ ., <g< ay, < <o
On a, en tenant compte de (10):

r

(16) 3 4,8, =

(@ <o <oy g <o, <oo<o

Considérons le mineur
(17) A(“"“aé~rg“9"'“’—‘).

dans la dernitre parenthése de (16) on fait la somme des prodults obtenus en multipliant les

éléments de la colonne de rang p de A, qui sont: @ pr @yt ts By, AVEC les compléments

algebrlque des éléments de la colonne de rang p du mineur (17); le résultat est évidemment
le mineur

qui se déduit de (17) en remplacant les éléments de la colonne de rang p du mineur (17) par
les éléments de la colonne de rang p de A. Donc, de (16) il résulte

4 | “‘-".a_ qoL -0 aI.. o pu .
Y 4 B, — AN A(x e—177 7 - IJ~A< 0—1 -1\
l.)="1 A2 e - 2 .- r

a'<...,<g,r_x I 2 ¢ ceeacenenns 7
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Dans chacun des mineurs du second membre changeons la colonne de rang p successivement
avec chaque colonne qui se trouve 2 sa gauche, jusqu’a I'amener & occuper la premiére place;
par cela, le produit de ces deux mineurs se multiplie par (— 1)@~ *(— 1)*~¢ = 1, et on a:

@ pBigta,, Bt +a,B,=
18) B v A<pocl o, - ‘“r_—x) A(QO& o, '“r_:>
a1<"~h<'flr_'.1 I20eceen 7 \ S

a1<a2<...<a

r—1

olt on fait le somme pour toutes les combinaisons o, , o, - -, ®,_, des nombres (15) pris
(r —1) & (¥ — 1); mais, si une de ces combinaisons «, o, - o

,__, contient le nombre g, alors
le mineur

Dong, si I'on représente par
(19) {1,2,-,72}\{2,9}

Pensemble formé par les nombres 1, 2,---, 7 duquel on a retiré les nombres p et g, il résulte
que dans (18) on doit faire la somme pour toutes les combinaisons a o, - o, _ . des nombres (19)
pris (r—1) a (r —1).

7. Considérons maintenant une matrice horizontale A (» X #), de rang
maximal (» < #;rang A =7); alors on a de (5): N (A)= E |3, ol on

z
fait la somme pour les carrés des modules de tous les mineurs d’ordre » de
A; on déduit N (A) ==o.
Formons maintenant. la matrice

Bn Bzx ‘ Brx
I ..
(20) B= gy | D P B
BI” B2 n B?’n
et calculons le produit AB
Qyy Qyo* * * Qi Bu le e 'Brl

—_.__I___. Qo1 Az * " Aon | Bu B22' * 'B;z
AB=xa (T '

............

AriQrz*** Arn B:xB.u: - By

I'élément ¢,, qui se trouve dans la ligne de rang # et dans la colonne de rang ¢
de ce produit AB se calcule avec (14) et a la valeur .

Cpr = NEA) (@5 Bgx + Qp2 Boo+-- - @pn Bon) = 8;

(33 étant le symbole de Kronecker); donc AB = E,, et la premiére des rela-
tions (2) est vérifide.
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Calculons maintenant le produit BA. En tenant compte de (18) on a

P%Oﬁz"'lxr._x o[G0y Ot Ky
YM—aI<.,,E<%__IA<[ 2 e 7 >A<1 2 e Va )

23 <°C2<' ‘ '<ar—1)1

(“I <o, <-- ’<ar—r);

dans ces deux formules on doit faire la somme pour toutes les combinaisons
des nombres (19) pris (»—1) a (»r—1). On déduit v, =7Y,,; donc
(BA)* = BA, et la seconde des relations (2) est aussi vérifide.

Donc: étant donné une matrice A (r X n), qui est horizontale et de rang
maximal (r < n; rang A =7r) on forme avec les compléments algébrigues B,,
une matrice (n X r) et cette derniére matrice, divisée par la norme N (A), donne
précisément linverse généralisée de E. H. Moore et A. Bjerhammar.

Sila matrice A (72X 7) est non-singulitre, on a, d’aprés (12), B = Az |A| et N (A) =

=|A|-|A|; alors 'élément &; de la matrice B est &;; = II—| -Ajz et par conséquent
=A"".

Pour une matrice A (z X 7) qui est verticale et de rang maximal (n > r; rang A = 7),

le méme probléme se résout d’'une manitre analogue et les modifications’a introduire dans les

A

formules sont faciles & établir.
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