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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Quasi-periodicità per una equazione 
operazionale del primo ordine (#). Nota ((*) **} di S a m u e l  Z a id m a n , pre
sentata dal Corrisp. L. A m e r io .

1. In  questa N ota  si estende un teorem a di quasi-periodicità per l’equa
zione del calore non-om ogenea dim ostrato  in un precedente lavoro [6].

Seguiamo ora l’im postazione a s tra tta  per equazioni paraboliche dovuta 
a Lions [4].

Siano quindi dati due spazi di H ilbert separabili, V  e H ; V C H  con im 
mersione algebrica e continua, e in più, V è denso in H. Si chiam a \ u \  la 
norm a in H e || v || la norm a in V.

Si dà inoltre una form a sesquilineare continua su V, a (u , v) che sia 
sim etrica :

a (u , v) =  a (v , u) , V u , v 6 V
e « coerciva »

3  X , oc >  o, tali che a (u , u) +  X | u |2 >  oc || u ||2 , y  u e V.

L a form a a (u yv) definisce un operatore au to -agg iun to  A, m ediante la rela
zione

a (u , v) =  (Au , , y- u e DA e v € H

(Da =r {u e V, tali che 3 / e H , con a (u  ,v ) — ( / ,  v)u , V v e V).
R icordiam o anche la definizione dello spazio V 1 —e H e, 0 < 6 <  i in te r

medio fra V  e H. Se ((u , v)) è il p rodotto  scalare in V, allora ((u , v))y =  
=  ( / \u  , v)n, V u € D a , ove /\  è un certo operatore au to -agg iun to  e posi
tivo, e si d im ostra che V  =  D A 1/2 (quest’ultim o spazio con la norm a del 
grafico).

Si pone poi, per definizione (Lions [5]) :

yx —0 H e =  D b i_  0 , B =  / \ J/2 con la norm a del grafico.

Si ha V C V 1 ~~9 H 0 C H algebricam ente e topologicamente.

2. A bbiam o dim ostrato  [7] (e anche nel caso, più generale, in cui 
a ( t , ù , v) d ipenda da un param etro  /), il seguente

(*) Istituto Matematico del Politecnico di Milano; Gruppo di Ricerche n. 12 del Comi
tato Nazionale per la Matematica del C.N.R. per l’anno accademico 1962-1963.

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1963.



SAMUEL Z aidm an, Quasi-ft ermeticità fter una equazione operazionale, ecc. 153

TEOREMA. -  Sia data una funzione f  (f) e Lfoc (J ; H). Esiste , nelle ipotesi 
fatte precedentemente, una funzione u (t) tale che

u (0  e Lfoc (J ; H) , con id (t) e Lfoc (J ; H)
e

a (u (t) , v) +  (u (t) , v)n =  (J (t)  , v)H , > p e V ,  

quasi-ovunque in  J (donde u (i) e Da quasi-ovunque in J e u' (t) +  A u (t) =
= / 0 0  q-°0-

Ricordiam o che J =  (—  oo , -J- oo).
Adesso osserviamo che u (f)  è continua da t  € J in V (Lions [5]) (I).

Il nostro risu lta to  a ttu a le  è espresso nel seguente
TEOREMA i. -  Sia f  (f) una funzione quasi-periodica da t  e J in  H . Se 

una soluzione u (t) eE \oc (J ; V), con u (t) e Lfoc (J ; H), dell’equazione u (t)
+  A u (t) — f  (t) risulta limitata in H  (| u (t) j <C M , t  e J), essa è quasi-pe
riodica da t e ] in  V 1” 0 H 0, per o <  0 <C 1.

Osservazione. -  i° Si ritrova (2) il Teor. IV. 1 di [6], qualora si prenda

V =  H V(R«), H =  U  ( R ”) , « (« , *) =  j %  ^  ^  dx  ;

Kn

2° il teorem a presenta interesse soltanto  se nella ipotesi di « coercività » : 
a (u , u) +  X | u  |2 >  oc || u  ||2, non si può prendere X.=  o.

Dimostrazione del Teorema I .  -  Come abbiam o visto nell’introduzione, 
l’operatore À  generato dalla form a a ( u \v )  è au to -agg iun to  ; esso è inoltre 
inferiorm ente lim itato, in quanto , ^  u  G DA, si ha

(Au  , u) =  a (u , u) >  oc | u  ||2 —  X | u |2 >  col | u |2 —  X | u  |2 == v | u |2 
allora

(—  A u , u) <  —  v | u  |2 , T  u € Da ,
— v

e -— A u =  j c r d E a u, ove E 0 è la famiglia spettrale di — A, norm alizzata così
— 00

che sia E 0 _  == Ea .
Sia E a,b =  Ea —  Eb) come noto, è

a (u ,u )  <  (—  A E a}i u  , u) <  b (u\ u) , Y u e H .

E U}b (H) CDa , se —  00 <  a <  b <  —  v.

Lem m a 1. -  Se u (t) e E?oc (J ; V), con d  (f) e Lfoc (J ; H) soddisfa l'equa
zione a (u (t) , v) +  (u (t) , v) =  ( /  (t) , v), ¥  v € V, quasi-ovunque in t e ]

(1) Dato che u (t) € (J ; DA), e u' (t) 6 LjL (J ; H), risulta da [5] che u it) è con
tinua da t E ]  in b^A+Jti)1/2 == V (quest’ultima relazione risulta dalle ipotesi fatte all’inizio 
sulla forma a{u,v).

(2) Leggermente migliorato.
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allora, V a , b, —  00 <  a <  b <L —  v, la funzione  E u ff)  è derivabile con 
continuità in H, e soddisfa l'equazione

~  Ea,i u (t) =  —  A E a,j u (t) +  Ea>b f ( t )  , 1 6 J.

D ifa tti, la funzione u (f) soddisfa per ipotesi alla seguente relazione in
tegrale :

+ 00 00 00

—  / (u (t) , <?' (t))H dt +  / (u  (t) , A ?  0 0 ) h  dt =-- / ( /  (0  , <p (^))h dt
—- OO OO — db

V 9 6 Lfoc (J ; H), 9' e Lfoc (J ; H), A9 e Li2oc (J ; H), 9 con supporto com patto. 
Sia ora v (t) € Co (J), e z/ € H ; la funzione 9 (/) — (Ea5j z/) v (7 ) —-00 <  a <  
<. b <L —  v, soddisfa le condizioni richieste. Si ricava quindi :

OO OO +00

— / d {t) (u (t) ,E a,b v)n d t + J v  (t) (u (t) , A E a,b v)ndt =  J  ( /  (t) , Ea>b ^)H v (t) d t .
-- OO  OO --OO

D a qui, usando il fa tto  che u (f) E Da quasi-ovunque, si ottiene
OO OO OO

V (t) (E„,b u ( t ) , v)n dt +  j V (t) (AEa>b u (t) ,v)Kdt == j (E„,* f ( t )  , z/)H v (t) dt

oppure, dato  che v è preso ad arbitrio  in H,
OO OO OO

—  / v' (t) E atb u (t) dt +  / v (t) A E 0ti u (t) dt =  / ( E / (V)) v (t) dt .
— OO OO v r-— OO

Quindi, nel senso delle distribuzioni vettoriali a valori in H, 

~  Ea>b u (f) — A E 0>* « (t) -f- E a>* / ( / ) .

Poiché A E 3j^  (/) è continua in H, come lo è ^  (7), il lem m a è dim ostrato. 
Lemma 2. -  SY# B ^  operatore auto-aggiunto limitato in  H tale che

m x (x , x) <  ( B x , x) < m 2 (x , x) ¥  x  E H ; <  m 2 <  o.

SY# anche g  (7) una funzione quasi-periodica da t  E J in H.
Se la funzione v (f) limitata da t E J in H, è derivabile con continuità e 

soddisfa l'equazione
(*) V (t) -r-- Bv (t) r  g  (/)

allora v (7) è quasi-periodica da t E J in H, è data dalla form ula
t

v (t) j  e'> <'- *>g  (%) d%
-- OO

e risulta I v (t) L <  , 1 . sup 1^ ([t) |h .
Im<21 t e j
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L a dim ostrazione è facile (si m oltiplica scalarm ente in (*) con v (f) quando 
g ( t)  == o, e risu lta  il com portam ento esponenziale delle auto-soluzioni, etc.).

Continuiam o adesso la dim ostrazione del teorema. Prendiam o la seguente 
decomposizione dell’operatore Ex =  x> T  x  € H :

L E(—00,— 1) +  E(_ ,  ,0) ~f" E(o5o + ) ~j~ E(o4.}—V)*

D im ostrerem o la quasi-periodicità in H delle funzioni

E(— 0 0 ,—  1) (l') 1 E(—r ,o )  t4, (^) y E(0j0+.) 14, (^) , E(0+J—y) 14 (/),

Si ha im m ediatam ente

E(0j0+) u (t) =  E(0)0+)f  (t)

e si applica il teorem a di Amerio [1].
Per E ^ 1}0) u( t )  e E(0+J__v) 24 (/) la dim ostrazione è iden tica; la faremo 

qui per 'E (_ I>o) ^  (£).
Consideriamo a tale scopo l’ulteriore decomposizione

00 / x 00

e<-,„> =  2 e ( - . i  , _ _ l _ )  =  2 f . .

R isulta (per il lem m a 1)

—  F« u (t) == — A F W F „ u Enf  (F« =  F«).

e applicando il lem m a 2, F n u( t )  è quasi-periodica in H.
Si ha

00

E (_  i ìQ)U(t) — ^ E n U  (t) , in H forte V t e ] ,
1

00

Inoltre, la serie 2  F * / (t) converge verso E (_ Ij0) f  (t) in H forte, uniforme-
j 1

m ente in l e  J, dato  che la tra ie tto ria  in H, per l e ] ,  della funzione q u asi- 
periodica E(i_Ij0) / ( / ) ,  è rela tivam ente com patta.

00

D ’altra  parte , anche la serie ^ — AF» F* u converge uniform em ente per
1

t e ]  in H  forte ; dato  che si ha

| A F„ F„ u  I <: — I Fn u  I <  — Sup. I u (I) I <  —1 1 n \ 1 n v  1 v. / 1 n

Osserviam o ancora chè A E n F* u  sono quasi-periodiche.
A llora la serie —  Fn u (t) converge uniform em ente per t e ]  verso una

d  00 d
funzione quasi-periodica ; si ha quindi E (_ I)0) u (t) =  J  En u (t) e ap 

plicando il teorem a di Amério [1], risu lta che E (_ Ij0) u (t) è quasi-periodica in 
H . Ci resta  da esam inare la quasi-periodicità della proiezione E(__ooV- i)  u (/)-
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Per questo, consideriamo la successiva decomposizione

00

E(— 0 0 ,— 1) == E(— n  — 1 ?— n )  •1

Le funzioni E u (t) sono quasi-periodiche per il lem m a 5; di più : si 
hanno maggiorazioni della forma

| £ ( _ * _ , ,_ „ )« ( / )  | < - s u p .  \ f ( i )  | 
n *ej

il che basta  per assicurare la convergenza uniform e della serie

00

E(--n--  x }--n') % 00 •
1

A bbiam o dim ostrato  così la quasi-periodicità in H della funzione u (t). Per 
dim ostrare la quasi-periodicità in V 1- 0 H 0(3) bisogna fare alcune osservazioni 
supplem entari.

LEMMA 3. - L o  spazio D (A + m)  ̂— 0)/2 con la norma del grafico è equivalente 
allo spazio V I~ e H 0 (le norme sono equivalenti).

Per dim ostrare il lem m a basta  osservare che lo spazio D (A + u f 2 con la 
norm a del grafico è equivalente con V  =  D a i/2. A llora il risu ltato  segue da 
una N ota disuguaglianza di Heinz (vedasi [2] oppure [3] per una estensione 
a operatori non auto-aggiunti).

O ra possiamo finire la dim ostrazione della quasi-periodicità in V I~ e H e,
o <  0 <  1.

Essa consta natu ra lm ente nel far vedere che (A +  Xl)ù —0)/2 u (t) è quasi- 
periodica in H.

Consideriam o la decomposizione u (t) =  E ^ o o ^  l} u (f) -f- E (_  x s__v) u (t). 
L ’operatore (A +  Xty1- 0̂ 2 E (_ x _ v) è lim itato in H , il che dim ostra la 

quasi-periodicità di (A -f- XI)(l~~0)/2 E(_ !s __v) u (f) in H.
Per l’altro  term ine (A +  E (_oo u (t) facciamo una ulteriore

decomposizione :
00

E(—0 0 ,— x) =  E (—n — I}—ny.
1

Si ha che

(A +  XI.)*1 °>/2 E _ (;2+I)5_ w u  (t) è quasi-periodica in H, V n. 

Ricordiam o anche la form ula

E—(n+i),— n % 00

(3) Con o <  0 <  1.
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(Lemm a 2). Ne segue

(A +  XI)<— •>/■ E_ (, +I)>_ , « ( 0  =
t

=  J(A +  XI)(>-«)/* /« - (* + .) .— ( ' - “B E _(b+i);_ k/ ( ^ ) ^ .
—  OO

Poiché risu lta

| (A +  XI)C«-<»/> <f-AE-(«+x),-*('-S>  E_ (k+i),_ . / ( « )  | <

i —8
<  Sup \ f(%)  | (n +  1 +

^ e j
si ha poi

| (A +  XI)(>-«)/- E _ (m+i)>_ „ « ( 0  | <  M -(” +--?-̂ X)(,~ e>/2, 

il che basta  per assicurare la convergenza uniforme in H della serie

00
2  (A +  XI)<— •>/* E _ („+I),_„ u (t).

1

Il teorem a è così com pletam ente dim ostrato.
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