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Matematica. —  S u l Teorema di Goldie (#). N ota (* (**)#) di I s r a e l  N. 
H e r s t e in ,  p resen ta ta  dal Socio B. S e g r e .

In  un articolo recente [3], il Procesi diede una bella dim ostrazione, a lta 
m ente concettuale, della prim a m età del teorem a di Goldie. Questo teorem a 
im portantissim o ha la storia seguente : nel suo prim o articolo [1], il Goldie 
dim ostrò che un anello prim o soddisfacente a certe condizioni ascendenti 
possiede un anello di quozienti e, inoltre, che questo anello di quozienti è 
precisam ente l’algebra di tu tte  le m atrici di un conveniente ordine sopra un 
corpo. Nel suo secondo articolo [2], egli lo estese quindi dal caso prim o a 
quello d ’un anello privo di ideali nilpotenti. Per tali anelli, il nuovo teorèm a 
asserisce resistenza d ’un anello di quozienti avente la form a d ’un anello semi
semplice con condizioni minimali.

M ostrerem o qui come si possa passare dal caso prim o al caso sem i-prim o 
(nel quale cioè Fanello non contiene ideali nilpotenti). Ci pare che la com bina
zione della dim ostrazione d a ta  dal Procesi con gli sviluppi qui p resen tati 
fornisca una dim ostrazione del risu lta to  complessivo breve, semplice e n a 
turale. Dal pun to  di v ista didattico, essa perm ette cosi l’insegnam ento dei 
suddetti teoremi ad un livello abbastanza elem entare, e precisam ente subito 
dopo il teorem a di W edderburn.

In un anello arbitrario , R, chiameremo annullatore sinistro  l ’insieme di 
tu tti gli elem enti di R che annullano a sinistra un certo sottoinsiem e di R. Si 
dice che R è sem i-prim o  quando l’ideale (o) è il solo ideale n ilpotente di R.

In seguito, R sarà un anello soddisfacente alle condizioni seguenti (le 
cosiddette condizioni di Goldie) : 

i° R ò sem i-prim o ;
20 ogni insieme non-vuo to  di annullatori sinistri di R possiede elem enti 

massim ali (rispetto  all’insieme stesso);
30 ogni somma d ire tta  di ideali sinistri di R ha una lunghezza finita.

Facciam o ora alcune semplici osservazioni.
a) S ia  R  un anello sem i-prim o e siano A  , B due ideali bilaterali d i  R 

ta li che AB =  (o) ; allora BA =  (o).
Ciò è m anifesto in quanto  BA è un ideale di R tale che (BA)2 =  BABA =  

=  (o).
In  tu tto  il presente lavoro denoterem o conM  Pinsieme costitu ito  da tu tti  

gli ideali di R che sono annullatori sinistri di ideali bilaterali di R diversi 
dallo (o). In  base alla 20, M possiede elem enti massimali. Sia A  un tal elem ento 
e sia T  (A) =  \x  e R | A x  =  (o)}. D all’osservazione a) seguono facilm ente le :

(*) P ervenuta  a ll’A ccadem ia il 17 luglio 1963.
(**) Questo lavoro era eseguito col con tribu to  della « N ational Science Foundation, 

G ran t G P-208, U niversity  of Chicago».
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b) Se x  annulla a sinistra un ideale d i  R  (diverso dallo (o)) contenuto 
tn  T  (A) allora , per  A  massimale in  M , ;r dev'essere un elemento d i A ;

c) Se A  è massimale in  M, risulta  A  anche massimale come annullatore 
destro e T  (A) A  =  (o).

Incom inciam o la dim ostrazione col
Lemma i. -  S ia  A  massimale in  M ; allora A  è un ideale prim o d i R.
Dim ostrazione . -  Supponiam o che U  , V  siano ideali di R tali che U V  C A. 

Si ha quindi U V T  (A) C A T  (A) =  (o). Se V C|  ̂A  allora V T (A) (o) è
un ideale di R contenuto  in T  (A) ed annullato  da U. D all’osservazione b) 
consegue che U  C A .

COROLLARIO. — Stano  A x - j -  A 2 elementi m assim ali in  M ; allora 
T  (Ax) C A 2.

Dim ostrazione. -  Poiché A x T  (Ax) =  (o) C A 2 ed A xc j: A 2, il corollario 
discende im m ediatam ente dal lemma.

Lemma 2. — M ha soltanto un numero fin ito  di elementi m assim ali distinti.
Dimostrazione. -  Siano A X, - - - , A*  massimali in M. Asseriamo che la 

somma T  (Ax) -f- • • • -f- T  (A») è d iretta . Per vederlo, notiam o che, siccome 
T  (A,-) T  (A/) annulla A,- +  A ^, in virtù  della m assim alità degli A* dev’essere 
T  (A*) T  (Ay) =  (o) per i  -j~ j. Ora, se fosse (o) =j= B =  T  (A,-) D (T (Ax) +

+  • * ' +  T  (A,-). +  • • • +  T  (A„)) indica « omesso »), allora B2 C BT (A,-) C

C (T (Af) +  • • • +  T  (Al) +  • • • +  T  (A„)) T  (A,*) =  (o), il che im plicherebbe la 
B — (o), contro il supposto. Poiché in R non vi sono somme d ire tte  infinite 
ne discende il lemma.

Siano A z , • • - , A n tu tti gli ideali massimali in M. Possiamo stabilire il 
Lemma 3. -  A x n A 2 n. • • • n A* =  (o).
Dimostrazione. -  Supponiam o per assurdo che risulti o=|=W =  AIn  

D • • • D A». Siccome W  (T (Ax) +  • • • +  T (A»)) =  (o), dall’osservazione a) 
si trae (T (Ax) 4- • • • +  T (A„)) W  =  (o), ossia T (Ax) +  • • • +  T (A n)  annulla 
a  sin istra un ideale non nullo di R. Perciò T (Ax) +  • • •- f  T (A n) dev ’essere 
contenuto  in qualche annullatore massimale, vale a dire T (Ax) +  • • • +  
+  T (A») C Ay per almeno un j  soddisfacente alle \< L j n. Ora, siccome 
T  (Ay) C T (Ax) +••• - ( -  T ( A n) ,  otteniam o T (Ay) C Ay. M a questa relazione 
im plica la T (Ay)2 C AyT (Ay) =  (o), da cui T (Ay). =  (o) ; e questa con trad
dizione prova l ’asserto.

A  questo punto  siamo in grado di immergere R isom orficamènte nella 
som m a d ire tta  S =  R /A x ©• • •© R /A „, in cui ogni com ponente è un anello 
prim o. Per finire, dobbiam o soltanto  più m ostrare che ogni R/A,- eredita da R 
le medesime condizioni ascendenti e che l’immersione di R in S possiede S 
come anello dei quozienti. Quando ciò sarà sta to  fa tto , saprem o (in base 
di risq lta ti del Procesi) che ogni R/A* ha come anello dei quozienti l’algebra 
Q t di fu tte  le m atrici di un conveniente ordine sopra un corpo e che R è im 
merso in Q =  Q , © • • • ©  Q n, un anello sem i-sem plice con condizioni m ini
mali. Dopo aver d im ostrato  che Q è l ’anello dei quozienti di R, avrem o così 
stabilito  l ’intero teorem a di Goldie.
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Allo scopo suddetto , rileviam o in tan to  un risu ltato  di per sé interessante.
SOTTOLEMMA. — S ia  R  un qualsiasi anello e sia A  un ideale bilaterale d i R 

che risu lti un annullatore sinistro in  R. Se X è un annullatore sinistro in  R =  
=  R /A  e se X è V immagine inversa d i X in  R, allora X è u n  annullatore sinistro  
in  R.

L a dim ostrazione di questo fa tto  è semplice e d i r e t ta le  la lasciando al 
lettore.

Abbiam o orm ai tu tto  quanto  ci occorre per stabilire il
Lemma 4. -  Se  R  soddisfa alle condizioni d i Goldie e se A  è un annullatore 

sinistro massimale in  M, allora anche R /A  soddisfa alle condizioni d i Goldie.
Dimostrazione. -  Sappiam o che A è primo in R ; quindi R /A  è prim o e 

dunque anche sem i-prim o. Dal sottolem m a abbiam o una corrispondenza fra 
gli annullatori sinistri in R /A  e certi annullatori sinistri in R. Ne consegue 
che la condizione ascendente sugli annullatori sinistri in R im plica quella 
in R/A.

Ci rim ane ora soltanto  più da stabilire l ’assenza di somme d ire tte  infinite 
in R/A. Sia \  © • • • © Xm una somma d ire tta  di ideali sinistri in R/A, e siano 
rispettivam ente Xx , • • - , Xm le im m agini inverse di X, ,■•••, Xm. R ileviam o che
X» D (Xx -f- • • • -f- X* -f- • • • -f-. X,«) C A . Poiché ciascun X* è diverso dallo (o), 
X» C|  ̂A, quindi X* T  (A) - f  (o), onde T  (A) X*- =J= (o). Consideriamo gli insiemi 
[■1* =  T  (A) X*- ; essi sono ideali sinistri .di R, contenuti ciascuno nel corrispon
dente X,-, onde

A

~  (A C) ([i-! -)-••• -j- [x8- -f- * * • -f- [ lm) C A.

D all’altro  canto, ogni v • C T (A), pertan to  v • C A n T (A) == (o) (poiché R 
è sem i-prim o). A bbiam o così costruito  in R una somma d ire tta  di ideali 
sinistri, della stessa lunghezza di quella dataci in R/A. Non possono dunque 
esistere somme d ire tte  infinite in R /A, il che com pleta la dim ostrazione del 
lemma.

I lemmi 1-4 forniscono, tu tti  gli ingredienti occorrenti per raggiungere lo 
scopo di questa N ota, ossia il

TEOREMA (di Goldie). — Se un anello R  soddisfa alle condizioni d i Goldie, 
allora R ha un anello dei quozienti, Q, e Q è un anello semi—semplice con condizioni 
m in im a li sugli ideali sinistri.

Dimostrazióne. -  Siano, come dianzi, A x ,. . ., A n gli elem enti massim ali 
in M . Come abbiam o già visto, R/A* è prim o ; poiché soddisfa alle condizioni 
di Goldie, esso ha un anello dei quozienti, Q*-, che è l’algebra di tu tte  le m atrici 
di un conveniente ordine sopra un corpo. Posto Q =  Qx © . . . @ Q n è natu ra le  
esam inare se tale Q non sia l’anello dei quozienti richiesto.

E sa ttam en te  come nella dim ostrazione del sottolem m a, si può provare 
che un elem epto a di R è regolare se e soltanto se ogni im magine di a in cia
scun R/A* e regolare in R/A*-, e quindi invertibile in Q*-. Ne consegue che ogni 
elem ento regolare in R possiede un inverso in Q.

Dal corollario al lem m a 1 risu lta  che è T (A *-)C A y per i ~ \ ~ j ; dunque 
l’im m agine isomorfa, T  (A*), di T  (A*) in S =  R /A x © • • • © R/A** è un ideale
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diverso dallo (o) contenuto nelFz-esima com ponente di S, R/A*. Essendo 
R/A* prim o ed essendo T :(A,-) un ideale di R/A* , T  (A,-) incontra ogni ideale 
sinistro di R/A* ; pertan to , in v irtù  del lemma 4 del Procesi, T  (A,") ha un ele
m ento regolare rispetto  all’R/A*. D a questo segue facilm ente che ogni ele
m ento x  di Q può m ettersi so tto  la forma x  =  a ~ T b, dove a , b sono elem enti 
di R ed a è regolare in R, il che com pleta la nostra  dim ostrazione.
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