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Matematica. — Swu/ Zeorema di Goldie . Nota “? di IsrarL N.
HERSTEIN, presentata dal Socio B. SEGRE.

In un articolo recente [3], il Procesi diede una bella dimostrazione, alta-
mente concettuale, della prima meta del teorema di Goldie. Questo teorema
importantissimo ha la storia seguente: nel suo primo articolo [1], il Goldie
dimostrd che un anello primo soddisfacente a certe condizioni ascendenti
possiede un anello di quozienti e, inoltre, che questo anello di quozienti &
precisamente 'algebra di tutte le matrici di un conveniente ordine sopra un
corpo. Nel suo secondo articolo [2], egli lo estese quindi dal caso primo a
quello d’un anello privo di ideali nilpotenti. Per tali anelli, il nuovo teorema
asserisce l'esistenza d’un anello di quozienti avente la forma d’un anello semi—
semplice con condizioni minimali.

Mostreremo qui come si possa passare dal caso primo al caso semi—primo
(nel quale cioe I'anello non contiene ideali nilpotenti). Ci pare che la combina-
zione della dimostrazione data dal Procesi con gli sviluppi qui presentati
fornisca una dimostrazione del risultato complessivo breve, semplice e na-
turale. Dal punto di vista didattico, essa permette cosi 'insegnamento dei
suddetti teoremi ad un livello abbastanza elementare, e precisamente subito
dopo il teorema di Wedderburn.

In un anello arbitrario, R, chiameremo annwullatore sinistro I'insieme di
tutti gli elementi di R che annullano a sinistra un certo sottoinsieme di R. Si
dice che R & semi—primo quando 'ideale (0) ¢ il solo ideale nilpotente di R.

In seguito, R sara un anello soddisfacente alle condizioni seguenti (le
cosiddette condizioni di Goldie):

1° R & semi—primo ;

2° ogni insieme non—vuoto di annullatori sinistri di R possiede elementi
massimali (rispetto all’insieme stesso) ; )

3° ogni somma diretta di ideali sinistri di R ha una lunghezza finita.

Facciamo ora alcune semplici osservazioni.

a) Sia R un anello semi—primo ¢ siano A , B due ideali bilaterali di R
tali che AB = (0); allora BA = (o).

Ci6 ¢ manifesto in quanto BA ¢ un ideale di R tale che (BA)> = BABA =
= (0).

In tutto il presente lavoro denoteremo con M l'insieme costituito da tutti
gli ideali di R che sono annullatori sinistri di ideali bilaterali di R diversi
dallo (0). Inbase alla 2°, M possiede elementi massimali. Sia A un tal elemento
esia T (A) = {x € R|Ax = (0)}. Dall’osservazione a) seguono facilmente le:

(*) Pervenuta all’Accademia il 17 luglio 1963.
(**) Questo lavoro era eseguito col contributo della « National Science Foundation,
Grant GP-208, University of Chicago ».
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b) Se x annulla a sinistra un ideale di R (diverso dallo (0)) contenuto
in T (A) allora, per A massimale in M, x dev’essere un elemento di A ;
©) Se A ¢ massimale in M, risulta A anche massimale come annullatore
destro ¢ T (A) A = (0).
Incominciamo la dimostrazione col
LEMMA 1. — Séa A massimale in M ; allora A ¢ un ideale primo di R.
Dimostrazione. — Supponiamo che U, V siano ideali di R tali che UV CA.
Si ha quindi UVT (A) CAT (A) = (0). Se V (|- A allora VT (A) == (o) &
un ideale di R contenuto in T (A) ed annullato da U. Dall’osservazione b)
consegue che U C A.
COROLLARIO. — Siano A, == A, elementi massimali in M ; allora
T (A;) CA..
Dimostrazione. — Poiché A, T (A) = (0) CA, ed A, Clz A., il corollario
discende immediatamente dal lemma.
LEMMA 2. —M /a soltanto un numero finito di elementi massimali distinti.
Dimostrazione. — Siano A, ,--., A, massimali in M. Asseriamo che la
somma T (A,) +---+ T (A,) & diretta. Per vederlo, notiamo che, siccome
T (A) T (A;) annulla A; + A, in virtd della massimalitd degli Az dev’essere
T(A)T(A;) = (0) per 7==;. Ora, se fosse (0)==B =T (A) N (T Ay +

+-4 T/(Az) + -+ T (Ax) (— indica «omesso»), allora B> C BT (A)) C

CTA)+- -+ T@,) + -4+ T (Ax) T (A;) = (0), il che implicherebbe la
B = (0), contro il supposto. Poiché in R non vi sono somme dirette infinite
ne discende il lemma.

Siano A, ,---, A, tutti gli ideali massimali in M. Possiamo stabilire il
LEmMMA 3. - A\ NA.N---NA,=(0).
Dimostrazione. — Supponiamo per assurdo che risulti 0o == W = A,N

N---N A,. Siccome W (T (A,) +---+ T (A,) = (0), dall’osservazione a)
si trae (T (A) 4.4 T (A,)) W= (0), ossia T (A,) +---+ T (A,) annulla
a sinistra un ideale non nullo di R. Percid T(A) +---+ T (A,) dev’essere
contenuto in qualche annullatore massimale, vale a dire T (A,) +---+
+ T (A,) CA, per almeno un ; soddisfacente alle | <7 < n. Ora, siccome
TA)CTA) +---+ T(A,), otteniamo T (Aj) CA,;. Ma questa relazione
implica la T (A;)* CA; T (A;) = (0), da cui T (A,) = (0); e questa contrad-
dizione prova l’asserto.

A questo punto siamo in grado di immergere R isomorficamente nella
somma diretta S = R/A; @---® R/A,, in cui ogni componente ¢ un anello
primo. Per finire, dobbiamo soltanto piti mostrare che ogni R/A; eredita da R
le medesime condizioni ascendenti e che I'immersione di R in S possiede S
come anello dei quozienti. Quando cid sard stato fatto, sapremo (in base
di risultati del Procesi) che ogni R/A; ha come anello dei quozienti I’algebra
Q: di tutte le matrici di un conveniente ordine sopra un corpo e che R & im-
mersoin Q =Q,® - -®Q,, un anello semi-semplice con condizioni mini-
mali. Dopo aver dimostrato che Q & I’anello dei quozienti di R, avremo cosi
stabilito Pintero teorema di Goldie.
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Allo scopo suddetto, rileviamo intanto un risultato di per sé interessante.

SOTTOLEMMA. — Sia R un qualsiasi anello e sia A un ideale bilaterale di R
che risulti un annullatore sinistro in R. Se N & un annullatore sinistro in R =
= R/A ¢ se \ ¢ limmagine inversa di \ in R, allora \ & un annullatore sinistro
in R.

La dimostrazione di questo fatto & semplice e diretta, e la lasciamo al
lettore.

Abbiamo ormai tutto quanto ci occorre per stabilire il

LEMMA 4. — Se R soddisfa alle condizioni di Goldie ¢ se A é un annullatore
sinistro massimale in M, allora anche R[A soddisfa alle condizioni di Goldie.

Dimostrazione. — Sappiamo che A ¢ primo in R; quindi R/A & primo e
dunque anche semi-primo. Dal sottolemma abbiamo una corrispondenza fra
gli annullatori sinistri in R/A e certi annullatori sinistri in R. Ne consegue
che la condizione ascendente sugli annullatori sinistri in R implica quella
in R/A.

Ci rimane ora soltanto piti da stabilire I’assenza di somme dirette infinite
in R/A. Sia2, @ --® A, una somma diretta di ideali sinistri in R/A, e siano
rispettivamente X, ,- - -, A,, le immagini inverse di A, ,---,,. Rileviamo che
MO+ i; +- -+ %) CA. Poiché ciascun 2; & diverso dallo (o),
A (2 A, quindi A T (A) == (0), onde T (A) %; == (0). Consideriamo gli insiemi
; = T (A) A5 essi sono ideali sinistri di R, contenuti ciascuno nel corrispon-
dente A;, onde

Vi:y'in <y‘1 —!—..-—{—&;—l——l‘{lom)(_:A

Dall’altro canto, ogni v; CT (A), pertanto v; CA N T (A) = (0) (poiché R
¢ semi-primo). Abbiamo cosi costruito in R una somma diretta di ideali
sinistri, della stessa lunghezza di quella dataci in R/A. Non possono dunque
esistere somme dirette infinite in R/A, il che completa la dimostrazione del
lemma.

I lemmi '1—4 forniscono, tutti gli ingredienti occorrenti per raggiungere lo
scopo di questa Nota, ossia il

TEOREMA (di Goldie). — Se un anello R soddisfa alle condizioni di Goldie,
allora R ha un anello dei quozienti, Q, ¢ Q & un anello semi—semplice con condizion:
minimall sugli ideali sinistri.

Dimostrazione. — Siano, come dianzi, A,,..., A, gli elementi massimali
in M. Come abbiamo gia visto, R/A; & primo; poiché soddisfa alle condizioni
di Goldie, esso ha un anello dei quozienti, Q;, che & lalgebra di tutte le matrici
di un conveniente ordine sopra un corpo. Posto Q = Q, ®- --® Q,, & naturale
esaminare se tale Q non sia I'anello dei quozienti richiesto.

Esattamente come nella dimostrazione del sottolemma, si pud provare
che un elemento @ di R & regolare se e soltanto se ogni immagine di ¢ in cia-
scun R/A; e regolare in R/A;, e quindi invertibile in Q;. Ne consegue che ogni
elemento regolare in R possiede un inverso in Q.

Dal corollario al lemma 1 risulta che & T (A;) CA, per 7 ==7; dunque
limmagine isomorfa, T (A;), di T (A) in S= R/A, @---® R/A, & un ideale
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diverso dallo (0) contenuto nell’z—esima componente di S, R/A;. Essendo
R/A; primo ed essendo T (A;) un ideale di R/A;, T (A;) incontra ogni ideale
sinistro di R/A;; pertanto, in virtl del lemma 4 del Procesi, T (A;) ha un ele-
mento regolare rispetto all'R/A;. Da questo segue facilmente che ogni ele-
mento x di Q) pud mettersi sotto la forma x = a—* 4, dove @, & sono elementi
di R ed a ¢ regolare in R, il che completa la nostra dimostrazione.
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