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Analisi matematica, —  Un teorema di esistenza per un pro- 
blema non bene poston . N ota ^  di Sam uel Zaidman, presentata 
dal Corrisp. L. A m erio.

1. Diam o un teorem a di esistenza per una equazione differenziale opera
zionale del prim o ordine, per la quale il problem a di Cauchy è bene posto solo
per 4  4> tQì m a c’e tu tta v ia  unicità re trograda. Tale teorem a serve come base 
nei teoremi di quasi periodicità per le equazioni paraboliche non omogenee.

2. Si considerano, seguendo Lions [1], due spazi di H ilbert V  e H , sepa
rabili. E supposto che V  C H, algebricam ente e con immersione continua. 
In  più, V  è denso in H.

Si dà poi una form a sesquilineare continua su V  (dipendente dal param etro  
t  e J =  (—  00 , -f- 00)) a ( t  yu  , v), e si fanno le seguenti ipotesi ;

i) a ( t , u , v) =  a ( t , v , u), y t  e J, u e V, v e V  ;

u) 3  X , oc >  o, tali che a ( t , u , u) 4 - X | u |h >  oc || u ||y ;

ih) a (t , u  ,v )  è derivabile con continuità in t  e J , y  u , v e V.
Possiamo enunciare ora il seguente

TEOREMA. -  Supponiamo che valgano le ipotesi i)-iii). D a ta fit)  eLi2oc(J ; H), 
esiste almeno una funzione u (f) con le seguenti proprietà:

i° u (/) e Lfoc (J ; V), (/) e Lfoc (J ; H) ;

20 a (t y u ( t ) , v) 4- (u (t) , v)H =  ( /  ( t ) , v)H, y  v e V,

quasi ovunque in t e  J.
L a dim ostrazione si fa a ttraverso  successivi lemmi : •
LEMMA i . -  Per ogni T  reale esiste una e una sola funzione u (t) con le 

seguenti proprietà :

3° u( t )  e \P  (— T  ; T  ; V), (/) e L  (— T ; T  ; H), u  (— T) =  o in H ;

4 °  a ( / , K ( l ) , » ) - ( - ( # ' ( / ) 4 ) H = ( / ( / ) 1 » ) H ,

quasi ovunque in t  6  (— T  , T) ;

( /  (t) è dato e L 2 (— T  ; T  ; H ).

(Il lem m a non è altro  che il Théorèm e 6.1, Ch. IV  di Lions [i]) (I>.

(*) Istituto Matematico del Politecnico di Milano,Gruppo di ricerche n. 12 del Comitato
Nazionale per la Matematica del C.N.R., anno 1962-1963.

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1963.
(1) Cogliamo l’occasione per segnalare che usando il Ch. VII di [1], si può completare 

il Th. 6.1. Ch. IV di' [1] per arbitrarie condizioni iniziali 4=  o , E V. Inoltre, V, come spa
zio di condizioni iniziali per soluzioni di 40 con le piime due condizioni di 30 è il più grande 
possibile, e quindi la risposta al « Problème » di [1] pag. 69 è negativa.

2. — RENDICONTI 1963, Voi. XXXV, fase. x-2f
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Definizione 1. -  Chiam iam o FT l’insieme delle funzioni u (f) con le se
guenti p roprie tà  :

5° u (?) 6 L2 (—  T  , T  ; V), V (t) e L2 (—  T  , T  ; H) ;

6° a ( t , u  (f) , v) +  (u (/) , v)n =  0, V v e V,

quasi-ovunque in —  T  << t  <  T.
LEMMA 2. -  Presi ad  arbitrio tre num eri positivi T t <  T 2 <  T 3, Vinsieme 

F t3 è denso in  FTa, nella topologia L 2 (—-T z , T, ; H).
U n risu lta to  analogo è esposto da M algrange [2] e P. L ax  [3]. Per la 

dim ostrazione si usa il teorem a di H ahn-B anach . Sia dunque una funzione

A ( * ) e L a (— Tz, Tz ' ; H) ,
tale che sia

J  (h (t) , u (X))h dt =  o , V u (t) e F t3
— Tj

D im ostriam o che segue : 

tx

1  (h (7) , u (fj) H d t =  o , y u (t) e FTq.
J- T z

Sia

^ rt\ _  !h ®  ’ per — T, <  / <  Tz
”  / o , per - T 3< K - T i , T i < / < T 3; è: h0 ( t)e L 2( ~ T 3,T 3, H).

Per il teorem a 6.1 (Ch.'IV ) di Lions [1], si ottiene (cam biando il senso 
del tempo), che

3  U  (t) e L 2 ( T 3 , T 3 ; V) , U ' (/) € L2 (—  T 3 , T 3 ; H) , U  (T3) =  o,

a (t; U  (t) v) —  (U ' , v)h == (A0 , v)u f Y v  e V, quasi-ovunque per —  T 3 <  t  <  
<CT3. D ato  che hQ =  o per T* <   ̂<C T 3 (e per l’unicità nel T. 6.1 di [1]) 
risu lta  che :

U  (t) — o per T x <  t  <  T 3.

Vedrem o ora, che anche U  (— T 3) =  o, donde, usando l ’unicità re trograda 
(L ions-M algrange [4]) si o tte rrà  che. U  (/) =  o per —- T 3 t  Tj.

R icordiam o dapprim a che la forma a ( t , u  , v) definisce una famiglia di 
operatori A (/), m ediante la relazione :

a ( t , u  , v) =  (A (/) u  , z>)H , V u  € DA(/) , V ^ € V  (e anche v e H),

che è valida per u  6 DA(/) =  {u  e V  , | a ( t , « , v) | <  | v |H}.
È noto (Lions [1 ]) come dalle relazioni i) e ii), risu lta che A (fi) =  A* (/), 

V t  e J, e Da è denso in H , V t  € J.
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Osserviamo ora che, dato  uQ ad arbitrio  in Da(0)(2), si può costruire una 
funzione U* (t) con le seguenti p roprie tà  :

U* (t) e L 2 ( T 3 , T 3 , V) , U  f ( t )  e L 2 ( ~ T 3 , T 3 ; H) , U* (— T 3) =  u0 ,

a > U* v) -J- (U* ,» ) =  o , f ! ) 6 V ,  quasi-ovunque in (—  T 3 , T 3).

(Per la possibilità di tale costruzione Cfr. Lions [1], pp. 95-96).
Ricordiam o pure che se v (t) e L 2 (a , b ; V), v' e L 2 (a , b ; H), e a ( t , v  (t) , 

v)  +  (v'j v) h  =  Cf  (f) y v) h  , V v e V, quasi-ovunque in (a , b), con /  (t) asse
gnato  in L 2 (a , b ; H) allora risu lta  v (t) € Da<<) quasi-ovunque in (a , b), 
e A (t) v (t) +  v (t) = f ( t ) quasi ovunque in (a , b), A (t ) v (t) e L 2 (a  , b ; H). 
Osserviamo ancora che per la definizione di U*, si ha U* 6 F t3 .

R isu lta inoltre :

I3 h
I  (U (0  , u t  (t) +  A  (t) U* (*))h d t —  / (— U ,(t) +  A (t) U .(0 , U* (^))h d t =  o, 

- T 3 - t 3

dato  che U* ■ -(- A {£) U* =  o, U / -j- A  (t) U  (t ) =  ha, U* e F3, e per ipotesi

i 3I (k0 , U*)H d t — o.

T3

P  altra  parte , essendo A  (t) — A* (f), la nostra espressione d iventa ancora 
uguale a

r 3J  ((U , U*)H +  ( U , , U*)h)<* =  (U (T 3) , U *(T 3))h ■— (U(-—T 3) . U *(— T 3))h = 0 . 
- u

M a poiché U  (-T 3) =  o, resta  soltanto  O =  (U (—• T 3) , U* (— T 3))h =  
=  (U  ( — T 3) 1, u0)h , A u0 e DA(o), che è denso in H . Donde si ha U  (— T 3) =  o.

Inoltre, nell’intervallo  —  T 3 <  t  <  —  T I( la funzione U  soddisfa l ’equa- 
zione

a ( t , U  , v) — (U ' , v) — o , y  v e V, quasi-ovunque in t,
e

U  e L 2 (—  T 3 , —  T x ; V) , U ' € L 2 (— T 3 —  T x ; H).

Perciò siamo in grado di applicare il teorem a i . i  (di unicità retrograda) 
di L ions-M aigrande [4] (dopo aver cam biato il senso del tempo), e ricaviam o 
che U  = -o  per — T 3 <  t  < — T x.

Possiamo ora finire la dim ostrazione del lemma. Prendiam o ad arb itrio

una funzione! Yo (t) e FTa e dim ostriam o che J*(yQ (t) ,h  (ij) dt = -o . Prendiam o

(2) E anche per u0€ V  (cfr. la nota (b della pag. 1).
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a tale scopo un T* compreso fra Tx e T2 ; si ha
T *

f in  dt — J  (y0 ) h0)h dt —
t *

ólo  ; A (7) U — U ')H dt =

T*

J ( YÓ +  A (t) Yo, U)H dt =  o
— T*

(abbiamo, usato, integrando per parti, il fatto che U (T*) =. U (— T*) =  o, 
e che yó +  A f i  yQ =  o quasi-ovunque in (— T2 , T2), dato che yQ f i  e FTa).

Lemma 3. — Sia f  f i  e Lfoc (J ; H), e supponiamo che la funzione 
u f i  6 Lfoc (J ; H) soddisfi Inequazione

+00 +00

(u (£) , 9' (V)H dt +  (u (t) , A  (t) 9 (/))H dt
OO

(/OD . ? ( 0 ) h  dt

per ogni 9 f i  con supporto compatto in  J, e con le seguenti proprietà :
9 f i  € Lfoc (J ; H) , 9' f i  e Lfoc (J ; H) , 9 f i  e DA(o quasi-ovunque in  J 

* A ( 0  9 ( 0  ^ L i o c ( J ; H ) ;
R isu lta  che: u (f) e Li2oc (J ; V) , u f i  e Lfoc (J ; H) , u f i  e DA (9 quasi 

ovunque in  J , u f i  +  A  (f) u  (fi) =  f  f i  quasi-ovunque in  J.
D im ostrazione . -  Sia £ (f) una funzione scalare di C°°, £ f i  =  o per t  <C 

<C T  +  S , (zf) =  1 per t)>  — T  +  28, e 9 (/) presa ad arb itro  e tale che 
risulti :

9 € Lfoc (— T  , 00 ; H) , 9' e Lloc (— T  , 00 ; H) , 9 (/) =  .0 per t  >  T, 
9 f i  € DA (/) quasi-ovunque, A  f i  9 f i  € Lfoc (— T  , 00 ; H).

A llora la funzione £ (t) 9 f i  soddisfa le medesime condizioni da —  00 a 
+  00, ed in più è con supporto com patto C (—  T  +  8 , T).

V ale quindi per ipotesi la relazione
00 00 00

— J ( u ( t ) , K ' 9  +  £<P')h d t +  j  (u (t) ,K(t) , A  (t) 9 (t)) h d t = J  (f ( t ) ,  £p)H dt
—  OO — OO — ■ OO

oppure

T T T

—f  (« (0 S(0 ><p ')h< # '+J (u (t)X (t)A (t)< ? (t))u d t=  f (Z (f)f(t)+ Z ’u(t),<p)Hdt
— r — t  - T

V 9 e L2 (— T  , T  ; H), con 9' e L2 (— T , T  ; H), A (^ 9 (t) e L2 (— T  , T  ; H), 
9 (T) =  0.

^Osserviamo ora che £ (f) f  (fi) -f- C (fi) u (fi) e L2 (—  T  , T  ; H).
Allora, esiste, per il lem m a i°, una funzione w  (fi) e L 2 (— T  , T  ; V) 

con zi/ f i  6 L 2 (— T  , T  ; H), w  (-— T) =  o, e a /  f i  +  A  f i w  f i  =  X f i f f i  
+  X! f i  u f i  quasi-ovunque in (— T  , T).
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Presa ad arbitrio  la funzione 9 (t) e L2 (—  T  , T  ; H) , 9' (t) e L 2 (—  T, 
T  ; H), 9 (t) e DA(o quasi-ovunque, A  (t) 9 (t) 6 L2 (— T  , T  ; H), 9 (T) =  o, 
si ricava, tenendo conto che w  T) =  o e integrando per p a r ti :

T T T

—  / (w  OD > f '  (t))d t +  | (w (t) , A  (t) <p ( t)d t — / ( / C +  «C, i )d t .
— T — T — T

Donde la funzione k (t) =  w  (f) —  Z,u soddisfa l’equazione
T T

— J  (k OD , <p' (t) d t +  j (k (t) , A  (t) 9 OD) dt. =  o,
— T — T

per ogni 9 e L 2 (— T  , T  ; H), 9 ' e L 2 (—  T  , T  ; H) , A (/) 9 (/) e  L2 (—  T  , T  ; 
H) , 9 (T) =  o.

Per un teorem a di unicità di Lions [1] -  Th. 5.1, Ch. V], risu lta  che 
k (t) =  o per —  T  < t <  T, cioè X̂ u =  w  in (— T  , T) ; quindi per la defini
zione di Z - ,u = w .  in [—  T  +  28 , T]. e u  € L2 (—  T  +  28 , T  ; V) , « ' G L2 
(— T-f- 28 , T  ; H), u (t) e DA {t) quasi-ovunque, A (/) u (t) € L 2 (— T  +  28 , T  ; H).

Poiché T  e § sono arb itra ri (con § < T  naturalm ente), il lem m a è dim o
strato .

Diam o ora un secondo risu lta to  di approssimazione, nel seguente
Lemma 4. — Presi ad arbitrio due numeri positivi T x <C T2, V insieme delle 

funzion i u (t) e Li2oc (J ; V), con u (f) e Lfoc (J ; H), tali che (u (t) , v)u +  
+  a (t ; u (f) ,, v) =  o, f  z /gV , quasi-ovunque in J, è denso nelV insieme FTa 
(def. 1), nella topologia L 2 (— T x , — T z ; H).

Siano dati uQ (t) 6 F Ta e s >  o. Per il lemma 2 esiste ux (t) € F t2+i tale 
che sia

L
J  | UQ (f) Ux (/) |h dt <  .

- T 2

Suécessivamente, esiste ^ 2 ( / ) g Ft2+2, tale che risulti 

t2  ̂ T,

| j \u 2 (t) —  u1 (t) |h d t | e quindi j J \ u 2 (t) —  ua (t) |h d t j <  — +  ~  <  e
—t2 — tx

E così di seguito, costruiam o una successione di funzioni u { (f) e F t 2+,- , 
tali che :

L + /
i f  2 A/2 e
|  / | ^'4-a Mi+i \ ì id t [  5^ 2? + 2  }

e quindi
-(T a+0

Ti
\ l / 2

]■«.•+2—  |h  d t [ <  — +  +  • • • <  e
- T t
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D a queste disuguaglianze si deduce subito che esiste

lim u t (?) =  u e (?) in Lf (J ; H),
2->00

e che

I Uo |h  dt  < e 2.

Inoltre, le funzioni u { ( t )  E F t2+ ,• soddisfano l’equazione
00

j '  {  > ? ) h  +  (uì y A  (t) <p)H }d t  =  o ,

— 00

V 9 e U e  (J ; H), con <p' e Lfcc (J ; H), A (t) 9 e Li oc (J ; H), 9  con supporto
com patto G (—  (Ta +  0  , (Ta +  0 )-

Se ne deduce che uz soddisfa la medesim a equazione, per tu tti  gli 9 come 
prim a e con supporto com patto  arb itrario  in J.

Adesso si applica il lem m a 3, il che d im ostra il lem m a 4.
Adesso possiamo finire la dim ostrazione del teorem a (vedasi [2]). C ostru

iamo, applicando sem pre il lem m a 1, una successione
u n (f) E L2 (—  n , ri) ; V), con un E L 2 (-— n , n ; H) , u (— n) =  o, e u'n fi- 

+  A  (t) un == /  (/) quasi-ovunque in (—  n <  t <  n).
Consideriamo la serie

+  (u2 ---Uj) -f- (u3 —- u2) +

Alle funzioni un —  un _  s applichiam o il lemma 4, e troviam o delle funzioni 
hn E Lioc (J ; V), con h ‘n E Lioc (J ; H), Hn -|- A  (t) hn ~ o  quasi-ovunque, e

n — 2

|  Un -------------------   h n__i |h d t  |  <  .

— n-j- 2

Allora la serie

U i  +  (ua ----  U Z — À I ) + -  • • (un ---- U n — x —  h n _  z) f i ---------

è convergente in Lfoc (J ; H). L a sua somma u (t) E Lfoc (J ; H) e soddisfa la 
equazione del lem m a 3, e quindi il teorema.

B ib l io g r a f ia .
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