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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica.

Su una classe di funzioni intere con
i minimo modulo quasi—asintotico al massimo modulo . Nota
di DerLrina Roux, presentata dal Corrisp. G. Riccr.

I. INTRODUZIONE. — Sia f (¢) una funzione intera della variabile complessa
z = 7¢'% e diciamo, secondo notazioni abituali, 7 (») il numero degli zeri di
f (2) appartenenti al cerchio | 2| =# (si suppone f (o) = 1);
M@)=max|f(e)| ; m@)=min|f(s)| ; N(r):/t—‘n(t)dt.
lz]s7 lz]=7

o

Fra il comportamento asintotico di 2 (») e quello di M (r) intercedono
relazioni che sono, in generale, alquanto complesse: tuttavia, qualora f(2)
abbia ordine zero, esse diventano, in alcuni casi, particolarmente semplici.

Infatti, G. Valiron > ha dimostrato che

«Da logM (r) = O ((log »)?) segue logm (r) ~ logM (r)» (2.

Inoltre, S. K. Singh e K. Manjanathaiah ([4], Teorema I) hanno dimostrato
il seguente teorema (¥ :

«Sta o> 1"e 0 <c <<I: dllora da (logr)*—c<logM (r) < (log )*
segue logM ()~ N (7) ».

D’altronde si ricava facilmente da proposizioni note che se log M () ~N (),
¢ anche logm (r) ~ logM (») .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comitato
per la Matematica ‘del C.N.R. (1962-63).

(**) Pervenuta all’Accademia il 23 luglio 1963.

(1) G. VALIRON [5]. Vedasi, per esempio, R. P. BOAs jr. [1], teorema 3.6.1, p. 50.

(2) Ricordiamo qui la definizione di 'quasi—asintoticit:‘a,. Siano f (x) e g (x) due funzioni
della variabile reale x definite per x = x,. Si dice che f(x) & quasi—asintotica a g(x) per
%= oo e si scrive £ (x) ~ g () quando per ogni € > o I'insieme dei valori x pei.quali risulta

©) (1—e) g <flx) < (1 +e)g(x)

- ha densita lineare 1 sul semiasse x > o; ciot quando per ogni &> 0, detto I(X,¢) l'in-
sieme dei punti o < x < X pei quali vale la (%), risulta mI (X, ¢e)/X -1 per X - + oo.
Per questa nozione e per altre piu generali connesse con le funzioni aritmetiche vedasi
G. Riccr[2]. ;

(3) Questo teorema viene qui enunciato in una forma ovviamente equivalente, sebbene
piu semplice, a quella nella quale il teorema & formulato dagli Autori.

(4) Si veda, ad esempio, la dimostrazione della seconda parte del ‘Teorema nel para-
grafo 3.
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Possiamo osservare che il teorema di Valiron non & contenuto nel teorema
di Singh-Manjanathaiah: infatti la condizione M (») = O ((log 7)?) non im-
plica che risulti necessariamente log M (7) > (log 7)**+¢ con ¢ > o.

In questa Nota viene presentato un teorema che assegna una condizione
sufficiente affinché risulti log 7 () =~ logM () : tale condizione contiene come
casi particolari sia la condizione di Valiron sia la cond‘izi‘one di Singh-Manja-
nathaiah e risulta soddisfatta da una classe di funzioni piu ampia di quella
delle funzioni alle quali sono applicabili i teoremi sopra segnalati.

2. LA crLAssE @. — Diciamo € la classe delle funzioni intere di genere
zero per le quali esiste un numero £ (0 << £ << 1) tale che risulti soddisfatta
la condizione

) log M
(2_1) Sup% = 0(_0g__<r_)-).

xzr r#
Osservaziont.
1° Da f€@ segue ord f = o.

Infatti, la (2.1) implica che sia 7 (r) = O (#*) e pertanto (essendo £ (2)
un prodotto canonico) l'ordine di f(z) soddisfa la limitazione ord J= £,
Inoltre, la (2.1) implica anche che sia 7 () = o (logM (»)) e questa circostanza
puo verificarsi solamente se I'ordine di #(2) & un numero intero . Ne segue
allora (essendo £<<1) ord f = o.

2° Se risultano soddisfatte entrambe le condizioni

(2.2) logM () =0 ((log n)9), o <1
(2.3) (log 7)*=* = 0 (logM ()
allora f(2) € @. ,

Infatti, osserviamo preliminarmente che dalla (2.2) segue

n(r)logr = n(r)/f—ldtgft—ln(t)dt

= N (?) = logM (»*) = O ((log »*)%)
=0 ((log 7)*)

n(r) = O ((log 7)*[log ) = O ((log 7)*—%).

Allora, per ogni 7' =7 e per ogni £ > o risulta

e pertanto

a—1I

n(r') rk <A (log ") . rk . (log 7
% logM(r) = r* (log r*—*  logM(r)

. log (7'[r) + log 7 \* ™" (log »)®* s
= A( 7} FE= 1o 7 ) " Tog M () < B (log [log M () — o

)a~—-1

in forza della (2.3). Ne segue che f(2) €@.

(5) Vedasi ad esempio R.P. BOAs jr.[1], teorema 2.6.5, p. 12.
(6) Vedasi ad esempio R.P. BOAS jr.[1], teorema 2.9.4, p. 24.
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3° Le funzioni f () soddisfacenti la condizione di Valiron log M () =
= O ((log 7)?) appartengono alla famiglia @.

Infatti, se /(¢) ¢ un polinomio, I'affermazione & evidente. Se f () non &
un polinomig, si ha ovviamente log » = o (logM (7)) e pertanto f (z) soddisfa
le condizioni (2.2) e (2.3) per a = 2.

4° Se esistono a>1 e ¢,0< ¢ <1, tali che (log7)*—¢<<logM () <
< (log 7)% le (2.2) e (2.3) sono evidentemente soddisfatte e pertanto, se f (¢)
soddisfa la condizione di Singh-Manjanathaiah, f(2) € C.

5° Se 7 (r) & lentamente oscillante (cio¢ se 7 (¢7) ~n () per ogni
c>0 e per r— 4 o0), f(2) €C.

Infatti, per ogni ¢ >1 si ha

log M () = N () gfrx n(?) dt gn(r/c)fz—x dt = n (r|c) log ¢
rle 7le '
e di conseguenza

n(7) n(7) 1
log M () = n(rfc)logc e log ¢

per »— - oco. Ne segue, per I'arbitrarietd di ,
(2.4) n(#)/logM ()0 per r— -+ oco.
Sia ora 7' =7 e diciamo /4 il numero intero per il quale risulta
2y << 207,
cioe
k= [log (' [r)|log 2] + 1.

Per ogni 3 >0 esiste 7, =7,(3) tale che per »= 7, risulti #(2 7)< 23 %(»).
Avremo allora, per ogni 7 =7 e per ogni »=7,(8):

n(@)sSn@r) =28 n@r) <2220 (28 2p) S < 2B ().
Pertanto, per ogni 7' =7 e per ogni 7 =7, (8) risulta, qualunque sia
£>o0, ‘ .

”n (7‘() 7k . 240 (7) 4d - 2], d—A)+4 7@(7‘)
Sk log M(r) = =14,  logM (r) log M (7) _

Scegliamo & < 4: sard allora, per ogni 7' =7 e per ogni » = 7 (abbastanza
grande) ’ '

n'(r') 7k 2 1@

o7 Tg Mo =2 TegM ) T °

per 7— + co in forza della (2.4) e pertanto f(2) € C.

3. IL RISULTATO. — Veniamo ora al Teorema oggetto di questa Nota.
TEOREMA. — Da f (2) € © segue logM (r)~N (), log m (r) =~ logM (7).
Osservasgione. — Questo teorema contiene come casi particolari i teoremi
diG. Valiron e S. K. Singh—-K. Manjanathaiah (vedasi n. 2, osservazioni 3 e 4%).
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Dimostrazione. — @) Da f (&) € € segue logM ()~ N (7).
E noto (" che per ogni # risulta
N@) =logM(#) =N () + Q)

dove

[e o)

Q@) = rjt—2 n (¢) dt.

Bastera quindi dimostrare che

Q()[logM (r)—~o0  per 7— 4 oco.

Infatti
QW) = rj ##=2Sup (x—*n (x)) dt
x =7

<7rSup(x—*n (x))/ tE—2 4t

x=r
< 7*Sup (r—* 2 (X))(1 — &)

x=7r

e quindi

Q@) ~ 1 Sup (%) 7

logM (@) = 1—4% x=» #¢  log M (7) -0

per »— 4 oo, poiché f(z) € C.
%) Da f(2) € @ segue log m (r) ~ logM (7).

Infatti, per qualunque funzione intera f(z), comunque sia fissata una
funzione A (») divergente a 4- co per »— -+ oo (lentamente quanto si vuole)

risulta (8
logm () 2N (@) —A @) Q)

ad eccezione di un insieme di valori » di densita lineare zero.

Poiché abbiamo dimostrato che, se f(z) € €, risulta Q () = o (log M (7)),
sara possibile scegliere A (») tendente a -+ oo abbastanza lentamente in modo

che risulti anche A (»)Q () = o (logM (»)). Avremo allora

log 7 (7) N ()
1= e M) = TogMey T2

ad eccezione di un insieme di valori » di densitd lineare nulla.
Ne segue, essendo log M ()~ N (7),

log me (r) ~ logM (7) .

(7) Vedasi ad esempio R.P. Boas jr.[1], Lemma 3.5.1, p. 47.

(8) R. P. Boas jr.[1], p. 49. Vedasi anche per qualche precisazione D. RoUX [3],

p. 230.
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