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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Su una classe di fu n z io n i intere con 
il minimo modulo quasi—asintotico al massimo modulo (*b Nota (*#) 
di D e l f in a  R o u x , presentata dal Corrisp. G. R ic c i .

1. In tro d u z io n e .  -  S ia /  (z) una funzione in tera della variabile complessa 
z  == ret% e diciamo, secondo notazioni abituali, n (f) il num ero degli zeri di 
f  (z) appartenenti al cerchio \ z \  r  (si suppone f  (p) =  1);

M (r) =  m ax [ f  (z) | ; m  (r) =  min | f  (z) | ; N (r) =  t~* n (t) d t .
\ z \ = r  J

o

F ra il com portam ento asintotico di m (r) e quello di M (r) intercedono 
relazioni che sono, in generale, alquanto  complesse : tu ttav ia , qualora /  (z) 
abbia ordine zero, esse diventano, in alcuni casi, particolarm ente semplici. 

In fa tti, G. Valiron (I) ha d im ostrato che

«Da  logM  (r) =  O ((lo g r)2) segue log m  (r) ^  logM  (r) » (2).

Inoltre, S. K. Singh e K. M anjanathaiah  ([4], Teorem a I) hanno dim ostrato 
il seguente teorem a (3) :

« Sia  oc >> r e O <  c <  1 : allora da (log r)a~~c <  logM  (f) <C (log r)a 
segue logM  ( f ) ~  N (r) ».

D ’altronde si ricava facilmente da proposizioni note che se lo g M (F )^ N (r) ,  
è anche log m ( f )  ^  logM  (r) (4).

'(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a ttiv ità  del Gruppo di Ricerca n. 40 del C om itato 
per la M atem atica “del C .N .R . (1962-63).

■(**) P ervenuta  a ll’Accadem ia il 23 luglio 1963.
(1) G. VALIRON [5]. V edasi, p e r esem pio, R. P. BOAS jr . [1], teo rem a  3.6.1, p. 50.
(2) Ricordiam o qui la definizione di quasi-asin to tic ità . Siano f  (x) e g  (x) due funzioni 

della variabile reale x  definite per x  ^  x 0 . Si dice ehe f ( x )  è quasi-asìntotica a g  (x) per 
x -^ - \-  00 e si scrive f ( x )  ~  g  (x) quando per ogni e >  o l’insieme dei valori x  pei quali risulta

H  ( * — e ) g ( x ) < f ( x ) < ( l + s ) g ( x )

ha densità lineare 1 sul semiasse x  >  0; cioè quando per ogni e >  ó, de tto  I (X , e) l’in
sieme dei pun ti x 0 ^  'x ^  X pei quali vale la (°), risulta m  I (X , s)/X  -» 1 per X -> -f- 00. 
Per questa nozione e per altre  più generali connesse con le funzioni aritm etiche vedasi 
G. R icc i [2].

(3) Questo teorem a viene qui enunciato in una form a ovviam ente equivalente, sebbene 
più semplice, a quella nella quale il teorem a è form ulato dagli A utori.

(4) Si veda, ad esempio, la dim ostrazione della seconda parte  del Teorem a nel p a ra 
grafo 3-



D elfin a  Roux, Su una classe di funzioni intere con il minimo modulo, ecc. 13

Possiamo osservare che il teorem a di Valiron non è contenuto nel teorem a 
di S ingh-M anjanatha iah  : in fa tti la condizione M (r) == O ((log r)2) non im 
plica che risulti necessariam ente logM  (r) > ( lo g r ) I+e con s >  o.

In  questa N ota viene presen tato  un teorem a che assegna un# condizione 
sufficiente affinché risulti log m (r) ^  logM  (r) : tale condizione contiene come 
casi particolari sia la condizione di Valiron sia la condizione di S ingh-M an ja
na th a iah  e risu lta  soddisfatta da una classe di funzioni più am pia di quella 
delle funzioni alle quali sono applicabili i teoremi sopra segnalati.

2. L a  CLASSE <2. -  Diciamo 0- la classe delle funzioni intere di genere 
zero per le quali esiste un num ero k  (o <  k  <  1) tale che risulti soddisfatta 
la condizione

(2.1) Sup
x  ^  r

n (x) 
~xk~ =  o log M (r ) 

Vk

Osservazioni.
i° D a / e 0  segue o rd f ~ o .

In fatti, la (2.1) im plica che sia' n (r) =  O (rk) e pertan to  (essendo f  (z) 
un p rodotto  canonico) l ’ordine di f  (z) soddisfa la lim itazione o r à f <  k  <5>. 
Inoltre, la (2.1) im plica anche che sia n ( r )  =  0 (logM  (rj) e questa circostanza 
può verificarsi solam ente se l’ordine di f  (z'j è un num ero intero (S). Ne segue 
allora (essendo k  <  1) o r d /  =  o.

20 Se risultano soddisfatte en tram be le condizioni

(2.2) logM  (/)  =  O ((log r)a) ,

(2-3) ( lo g r)a—I =  0 (logM  (rj)
allora /  (z) e 0.

In fa tti, osserviamo prelim inarm ente che dalla (2.2) segue

n (f)  log r ' =  n ( r )  I t ~ x dt  ^  \ t ~ x n( t)  dt

=  N (>2) ^  logM  (r2) =  O ((log r 2)a) 
~  O ((log r )a)

e p ertan to
n ( r )  =  O ((log r)a/log f )  =  O ((log r)a~ x). 

A llora, per ogni r'  ^  r  e per ogni k  >  o risulta

a <  1

■” ( Q  r* ^  a ( l o g r ' f - 1 
r ,k ‘ logM  (r) =  r >k

—  W  log(r'lr) +  \ogr  \ a ~~r ( lo g r)* * -1
[ ( r ' / r f ^ - ' h o g r  )  ’ log M (r)

in forza della (2.3). Ne segue che / ( ^ )  e

r k ( lo g r)0*” 1 __
(logr)01̂ 1 log M (r)

<  B (log r Y ~ xj log M (r)

0.

—> o

(5) V edasi ad esempio R. P. BOAS jr . [1], teorem a 2.6.5, p. 12.
(6) Vedasi ad esempio R. P. Boas jr. [1], teorem a 2.9.4, p. 24.
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3° Le funzioni f  (z) soddisfacenti la condizione di Valiron logM  (r) =  
=  O ((log r )2) appartengono alla famiglia 0.

In fatti, s e / ( z )  è un polinomio, l’affermazione è evidente. Se f  (z) non è 
un polinomi?, si ha ovviam ente log r  =  0 (logM  (fj) e pertan to  f  (z) soddisfa 
le condizioni (2.2) e (2.3) per oc =  2.

40 Se esistono oc >  1 e c , o <  c <  1, tali che (log r)a ~ c <  log M (r) <  
<  (lo g r)a, le (2.2) e (2.3) sono evidentem ente soddisfatte e pertan to , se f  (z) 
soddisfa la condizione di S ingh-M anjanathaiah , /  (z) e 0.

5° Se n ( r )  è len tam ente oscillante (cioè se n (cr) ~  n (r) per ogni 
c > 0  e per -f- 00), f  (z) 6 0.

In fatti, per ogni 1 si ha

log M (r) ^  N (r) ^  J  1 n (t) d t ^ n  (r/c) J  t~* dt  =  n  (r/c) log c

e di conseguenza
rie rie

n (r) < n (r)
log M ir) n (r/c) log c log c 

per r-> - f  00. Ne segue, per l’arb itra rie tà  di c,

(2.4) n (r)/log M (r) -> o per r - *  +  00 .

Sia ora r  ^  r  e diciamo ^ il num ero intero per il quale risu lta

2h~ x r  <^2hr  y
cioè

h =  [log (r' lr)/log 2] -f- 1.

Per ogni 8 > 0  esiste r 0 = r o(§) tale che per r Sg risulti n ( 2 r ) ^  2h n(r).  
Avrem o allora, per ogni r  ^  r  e per ogni r G (S) :

n  ( / )  f j  ^  (2a r) ^  2 b n (2 h~ x r) ^  2 20 n (2 h~ 2 r) • • . rg 2hh n (r) .

Pertan to , per ogni r' >  r  e per ogni r  rQ (8) risulta, qualunque sia 
k > o ,

n{r') rk 2*&n(r) r*
r>k log M (r) 2(h~ z)k rk -logM(r)

— — k)+k . fp(r) 
log M (r)

Scegliamo 8 < /è : sarà allora, per ogni r  ^  r  e per ogni r  r (abbastanza 
grande)

”V ) rh <;.2* ” (r) .
r> k log M (r) ~  log M (r) 

per r-> +  co in forza della (2.4) e pertan to  / (z) e 0.

3. I l  RISULTATO. -  Veniamo ora al Teorem a oggetto di questa N ota. 
T eo rem a. — D a  /  (2) 6 0  segue logM  ( r ) ^ N  (r), log m  (r) ^  logM  (r). 
Osservazione. — Questo teorem a contiene come casi particolari i teoremi 

di G. Valiron e S. K. S ingh-K . M anjanathaiah  (vedasi n. 2, osservazioni 3a e 4a).
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Dimostrazione.  -  a) D a f  (z) 6 0  segue logM  ( r ) ^  N ([r). 
È noto (7) che per ogni r  risu lta

N (f) ^  logM  (r) ^  N (r) +  Q (r)

dove
oo

Q (r) =  r  t~~2 n (t) dt.

B asterà quindi dim ostrare che

Q (r)/logM  (r)->  o per oo,

In fa tti

Q ( r ) <^ r  Sup ( x ~ k n (x)) dt
J x^r

rgj r  Sup (x~~k n  (x)) / t k ~ 2 dt
x  ^  r

e quindi

^  r k Sup (x~~k n (x))l( i — k)
x^r

<  1 S i m ” W ____________„
log M (r) i —• k x^r xk log M (r)

per r-> -f- °o, poiché f  (z) € 0.
b) D a f  (z) e 0  segue log m  (r) ^  logM  (r).

In fatti, per qualunque funzione in tera /  (V), com unque sia fissata una 
funzione A (r) divergente a +  oo  per -j- oo  (lentam ente quanto  si vuole) 
risu lta (8)

log m  (r) ^  N (r) — A (r) Q (r)

ad eccezione di un insieme di valori r  di densità lineare zero.
Poiché abbiam o dim ostrato  che, se f  (z) e 0, risulta Q (r) =  o (logM  (r)), 

sarà possibile scegliere A (r) tendente a -j- oo abbastanza lentam ente in modo 
che risulti anche A (f) Q (r) =  o (logM  (rj). Avrem o allora

! >  log m  ir) 
~  log M (r)

N(r)
log M (r) +  0 ( 1)

ad eccezione di un insieme di valori r  di densità lineare nulla. 
Ne segue, essendo log M (r) ~  N (r),

log m  (r) log M (f) .

(7) Vedasi ad esempio R. P. BOAS jr. [1], Lem m a 3.5.1, p. 47.
(8) R. P. BOAS jr. [1], p. 49. Vedasi anche per qualche precisazione D. ROUX [3], 

p .  2 3 0 .
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