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M eccanica. — Sulle caratteristiche di deformazione di una barra 
curva. N o ta  d i G io r g io  F e r r a r e s e ,  p re s e n ta ta  (*} d a l S o cio  G . K r a l l .

È  ben noto che, per piccole trasform azioni di un sistem a elastico trid im en­
sionale, a partire  da una configurazione di equilibrio spontaneo non naturale, 
il potenziale elastico non si presenta come una form a quadratica in sei 
variabili : le caratteristiche linearizzate di deformazione. L a presenza di
stress nella configurazione di riferim ento fa comparire, nel potenziale elastico, 
dei term ini contenenti la parte  di secondo ordine delle caratteristiche di 
deform azione com plete; sì che in definitiva il potenziale elastico viene a 
dipendere da tu tte  e nove le derivate delle com ponenti di spostam ento, anzi­
ché da sei loro combinazioni lineari (cfr. [6] cap. V, in particolare il § 2, n. 6).

In  modo del tu tto  analogo, per un solido tubolare schem atizzabile in 
una linea a q u a ttro  param etri (barra), l’ordinario potenziale elastico va com­
pletato , almeno nel caso in cui la configurazione di riferim ento non corrisponda 
ad uno stato naturale, coi term ini contenenti la p a rte  di 2° ordine delle ca ra t­
teristiche di deform azione complete. A ttesa  l’im portanza di questi term ini, 
specie nelle questioni di stab ilità , si riprende qui l’espressione (com pleta) 
delle caratteristiche di deformazione di una linea a q u a ttro  param etri per 
esplicitare la parte  di 2° ordine nelle com ponenti di spostam ento.

i. P r e m e s s e  e  g e n e r a l i t à .  -  Siano: /  una curva regolare; P il suo pun to  
generico; % =  P h t n il triedro principale in P costituito, nell’ordine, dalla 
binorm ale, tangente e norm ale principale alla linea /  ; s l’ascissa curvilinea 
di P ; R  e t rispettivam ente il raggio di cu rvatu ra  e la torsione di /  in P.

O rdinariam ente una b arra  viene schem atizzata in un solido tubolare 
per i l j quale le sezioni norm ali, oltre a rim anere indeform ate, si conservino, 
in ogni trasform azione, ortogonali alla direttrice. L a linea /, cioè la d irettrice, 
non è pertan to  sufficiente a rappresentare una barra  in una d a ta  configu­
razione C 0 ; essa va com pletata associando, a ciascun suo punto , la cosi­
d e tta  terna principale d'inerzia della sezione corrispondente, terna che per 
sem plicità qui si suppone, lim itatam ente almeno alla configurazione C G, coin­
cidente con % 0).

Il generico spostam ento della barra  (a partire  da CQ) viene allora ca ra t­
terizzato assegnando, accanto allo spostam ento

(i)  W = 'P P ' =  uh -f- vt -j~ wn

dei pun ti di /, la rotazione eli che determ ina l’orientam ento della terna p rin ­
cipale; d ’inerzia, %' nella posizione finale.

(*) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) Nel caso generale essa differisce da % per una rotazione (da pensarsi assegnata 

insieme alla linea /) attorno alla tangente.
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Lo spostam ento W e la rotazione $1 non sono però indipendenti, in quanto  
il vettore SU deve, sullo schem a considerato, risu ltare tangente in P ' alla 
curva V trasform ata di /  ; deve essere cioè, indicato con t' il versore della 
tangente alla linea / ',

(2) t ' =  SU.

Il vincolo (2), come è naturale, riduce a q u a ttro  il num ero dei param etri 
essenziali della barra. Precisam ente, in trodo tto  il vettore caratteristico, q (s) 
della rotazione St (cfr. [7] p. 56) si ha da una parte , per il trasform ato  di t,

(3) =  t +  x f  ̂  (q A t —  q* t +  qXt-q ) ;

dall’altra , come segue dalla (1) derivando rispetto  ad  ̂ ed indicando con

il coefficiente di dilatazione lineare secondo la tangente

La (2) assume pertan to  la form a esplicita

O ') T T 7  (* +  =  4 +  T T ^ .(« A'* - r t \ . q x t . q ) .

Si vede bene di qui che, assegnati e e q in funzione di sf il vincolo im posto 
perm ette di determ inare, con una quadratu ra , lo spostam ento W dei pun ti 
di /, non appena sia noto lo spostam ento di un punto  della d irettrice, ad 
esempio di uno degli estremi ; ciò che suggerisce di assumere come p a ra ­
m etri indipendenti e e q. O rdinariam ente invece, almeno per piccole trasfo r­
mazioni, si pensano indipendenti lo spostam ento W e la com ponente di q 
secondo t (cfr, [5] art. 289, [8] p. 239, e [3] pp. 384-90); ciò che è lecito 
anche per trasform azioni finite in quan to  la (2') che, come equazione in q 
non può che am m ettere oo1 soluzioni, dà quanto  b asta  per determ inare il 
com ponente di g norm ale a t (cfr. [2] pp. 720-21). Precisam ente, decomposti 
i ve tto ri q e t' secondo la direzione di  ̂ e la g iacitu ra norm ale, posto cioè

(6) 2 q - - q i - \ -ot  ; = V  +  r t ’' .

la (2') si traduce in [cfr. [2] form ula (4")]

(7) =  - j f p  (9V +  2 *t \ v) >

esprim endo così [cfr. (6)3] qx in term ini di cp e di spostam ento W.
Alla (7) sii può dare form a più esplicita osservando che dalla (1), deri­

vando rispetto  ad s e applicando le formule di Frenet, si trae

(8) S f'.. -= N -f- v, t , N • : «, 6 w t n ,
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ove si è posto

/  \ du d v w  dw , v
(9) - v * = - d F - - R  - w ‘ = ^ r  +  i r  +  ™-

N

Di qui segue [cfr. (6)2]

( IO) 1'  ' 1 +  e

in modo che la (7) si scrive

( / )  «

I +  Vi

2■+ Vx-{- e ( 2 < A N  +  <pN).

Per quanto  riguarda il coefficiente di dilatazione lineare e si ha poi dalla 
(5), essendo t' X t' =  1,

f n , ,  dW  . / dW  V
(1 +  ey  =  1 +  2 t x  -JJ-  +  ( - ^ - )  ,

ovvero

( n )  1 + *  =  Vi +  2 E  ,

avendo posto [cfr. (8 )J

(12) E = t ; 1 + ^ « + N - ) .

Si ha così quanto  b asta  per esprimere esattamente q ed e> cioè in sostanza 
tu tti  gli elem enti dello spostam ento della barra, m ediante i q u a ttro  param etri 
essenziali u , v ,w-, <p .

In  particolare si possono ricavare, in funzione di questi ultim i, le ca ra t­

teristiche di deformazione e ed c ==' 2 che, col loro annullarsi, caratterizzanods
(cfr. (2] p. 721 ) g li spostamenti rigidi della barra. Così pure le caratteristiche 
di deform azione tradizionali (cfr. [5] art. 253 e [1] n. 2) e , x'x —  xQ , t x —  t 0 , 
Xj —  x0 che, come ho accertato  (cfr. [2] n. 2), dànno anche le com ponenti, 
secondo la terna  trasfo rm ata %'■> del vettore (in corrispondenza biunivoca 
con f)

(13) « r =  T T 7 "Ce +  «A *)-

Come si vede di qui tu tto  è ricondotto  al calcolo di e — 2 —  in funzione

di u , v , w  , 9. Riservandoci di calcolare la parte  di 2° ordine di W al prossimo 
num ero, si noti che l’espressione com pleta di s- è la seguente [cfr. (6) e (7')] :

dq>
ds * + _9 _

R w + 1
2 +  Vi +  e 2 4 AN + 2tA dN

ds +
dep 
ds

N  +  cp ds

1
2 -j-z/x +  e

dv-L , de 
ds ‘ ds ( 2 < A N  +  -<pN) .

(H ) s
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2. C a r a t t e r i s t i c h e  d i d e f o r m a z io n e  in  2a a p p r o ss im a z io n e . -  L im i­
tandoci a m ettere  in evidenza i term ini fino al 2° ordine incluso in u , v , w  ,9 
e derivate,'"dalle ( n )  e (12) si trae

(15) e =  E —  — E 2 4-------=  «(I> +  <?(2> +  • • •,

con

0 5  «) e(i) _  ^ dv
ds

w
■r

term ine del i° ordine e

(15^) ^<2) =
1
2 ---  T W +

dw 
ds ' r :  +  t  u

2 (2)

term ine di 2° ordine. 
Insiem e si ha

1 +
Vx -\- e

ViAr e
+  • • • =  1 — » i+

ciò che riduce la (7') alla form a

(16) qz = ( 1  — ̂ ) ( A N  +  — cpN -f-- •.

Al tem po stesso la (14) si precisa in

(.7) - = £*+4« + o — .Kt a n + ,a^ - ^ < a n  +ds

2 \ ds T ds )

e quindi, in term ini di com ponenti secondo % [cfr. (9)]

=  (il —  v,) +  Tuij —  w, —  +  — u, -£■ +  — 9 — ™lj  +

0 7 ') ( e7 = §  +  | ( ' - ^ - - > . +

. / dm dv 1 . 1 1 / dw*

Passando ora al vettore ’T, cominciamo con l’osservare che la (13) si 
scrive/ in 2a approssim azione,

(18) ^ = *  +  9 A s +  - • - =  f +  7 (? <  +  G N ) A f  +

(2) Per il caso t  =  o si confronti [4], formula (12 a).
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e quindi, p ro iettando  su V,

(18')

--  £I +  ~  9 £3 +  ~  Ux z 2 -fi • • *

+2 =  ®2 — Si — — ^  S3 H------

+3 =  £3 +  - ^ x  ea — Y?®* H------•

Per determ inare a questo punto  le caratteristiche ordinarie di defor­
m azione nell’approssim azione richiesta, basta  calcolare le com ponenti di W 
secondo la te rn a  trasfo rm ata  di % m ediante il ro tore il. Per q u est’ultim o 
b asta  poi considerare l’espressione linearizzata, dato  che le (18') sono di 
per se q u an tità  del 10 ordine ; si può supporre cioè [cfr. (3)]

& = I + 2 g A
essendo [cfr. (6), e (16)] 2 g — +  * A N.

Si o ttiene cosi

Per la parte  lineare delle caratteristiche di deform azione si ritrovano

] p. 447, form ula (6)

oliò — b  —  Z6X t —- n  —j- • • • , i l  t — u x b —{— t —1~ idj ti —j— * • •,
ilw =  cpò— Wj i +  w -)------

e quindi in definitiva

xw =  x; — x; =  — ux — <f43 +  • • •

Xq,. =  Tt —  Tc =  +  Wz 1̂ 3 +  Uz ^  H------

l xM =  x, — x0 =  4/3 +  cpifv — +  • • •.

ovvero [cfr. (17') e ( i8 ') ]

( ! 9)
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ovvero esplicitam ente [cfr. (9)]

i 1<' I “ ' Z ' ( t  +  T  +  “ ) +  t ( 5 "  —  ™ )

<*» « ì , - Ì + x ( è - H
f  (1) d  ( du \ . cp . / dw - v - \
! x“ = - ^ ( v r - TW) +  -k- +  T( ^ r  +  ^  +  TW)-

Per la p arte  di 2° ordine si ha poi, con le notazioni (9),

(2) l dwx
y.w — vx [ ( ff  ~1~ T^i -wx dv 1

(2 0  j *£> =  —  - -  ^  ( ^ -  -  ™ r) +  -  (4 r  +

=  Z>,
dui.
ds

\ , dv 1 . /i/wi , \ 1
■~TW') +  u ' - j r  +  (p ( - ^ -  +  TO,)— .2 R

3. V a r ia z io n e  d i c u r v a tu r a .  -  Esprim iam o ora, m ediante u, v,- w y

la differenza — tra  la cu rv a tu ra  di V in P ' e l’analoga di /.

D alla (5) si deduce, derivando rispetto  ad .s* e indicando con ri il versore 
della norm ale principale ad V :

/ 1 \ o »' , de , n . d 2 W
( i +  ^ ) y  +  ^ t  = i r  +ds R ds2

ovvero [cfr. (5)]

(22) R 1 -j- e ds
J 2W 
ds2

L a form ula ora sc ritta  perm ette  di ricavare, nell’ordine, i /R ' ed ri- in 
funzione 1 delle com ponenti di spostam ento.

Precisam ente, quadrando e ponendo

, V TJ T) ( d 2 W(23) h  =  r « x ( - ^

si o ttiene d ire ttam en te  :

(24)

__ i__ de_ dW  \
i -j- e ds ds j 2

d 2 W 1 de
ds2 ( « + - £ )

I _  V1T-2H
R7” R (1 +  c 2

Lim itandoci anche qui ai term ini del 2° ordine, la (23) si può scrivere

(25) H =  H (I) +  H (2) H----- ,

essendo

H (I) =  R n x d 2 W 
ds2 ds ds 2 \  ds2

de^
ds
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D ’altra  parte , derivando rispetto  ad  ̂ la (8) e applicando le formule 
di Frenet, si ricava

/.zrv d '2 W / dui \ , , / dvi Wi \   ̂ . / dwi . vi , \
(26)  TO/X 6 + -7T — - p ' * +  h ^  +  ^ -  +  T«x «Ids2 U  R j -  '

in modo che i term ini del i° e 2° ordine di H si esplicitano così:

(25')

| H «  =  r (* L  +  £  +  t* )

H (2) = R2 dui
ds

\2 . w i Wi dv 1 / dwi vi
1J +  r ^ ~ 2 R” v r  +  b r  +  -R +

Si ha allora dalla (24)

1 ___ 1 1 __ V1 +  2 H — 1 — 2 e —
__ —  -p -— R (i +  ef

ovvero

1
R

k =  ~  (1 — 2é!(l)) ( h w —  2 +  H W —  2 — 4  HW2 —  «(02j -I------;

cioè in definitiva, tenu to  conto delle (15 a.b)  e (2 5 '),

F ) = - ( H W - 2 « " ) )  = dwi Vi
+  T»,R v“  ^  V ds R

(27) J ^  =  - ( h (1> —  2 < « -  — H")2 +  3^> 2 — 2 * « H «

=  4 ~ <4 ~  ~ 2V* ( ^ r  +  +
R̂
2 ■ TW- Wi 2

^R2 R Wl 4ZT

4. CASO d i UNA BARRA PIANA — FLESSIONE PURA. — Prendiam o ora in 
speciale considerazione il caso particolare di una barra  p iana : t =  o.

Lie (21) assumono allora la forma

=  * 0 — (*£ +  <p2) +  9 ^ 4

1 aui , i
+  — «*

x<«° =  4 -(« .'«0 +  ?
dwi

ds ds 2 R w x

ovvero, tenu to  conto delle (9) e indicando con un apice la derivazione rispetto  
ad

JA

„00

R w' +  4)1  — w  O '2 +  cp2) +  <p«'

4  <  4 ) 4  (w '+  4 ) + t  « ' (w '+  4

^ ( y' - 4 ) ]  +  cp(w' + 4 j - i 4 M' 4 ' + 4 ) -

(28)
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Nel caso speciale di flessione pura  nel piano di v e w  (9 =  o , u =  o) 
le formule precedenti si riducono a

(29) 4 ? =  —

Si vede bene di qui che, se la deformazione è priva d i estensione (e =  o), 
ovvero [cfr. (15) e (9)]

la parte di 2° ordine delle caratteristiche di deformazione si annulla identicamente.
Si noti esplicitam ente, per il caso della flessione pura, che la ca ra tte ­

ristica di deform azione xw (3U im propriam ente chiam ata « change of curva­
ture », non coincide con la variazione di cu rvatu ra  k. A d esempio è

per le p arti di 2° ordine, in parallelo alla (29)^, si ha

L a coincidenza si ha, almeno per le p arti di i° ordine, solo nel caso non 
estensionale e =  o.
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(3) Delle rimanenti è xu =  o , == o.


