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Geometria. —  Superficie O e congruenze W  (#). N ota di O r a z i o  

S o r a c e ,  p resen ta ta  dal Socio B. S e g r e .

1. Sia F una superficie dello spazio proiettivo Sn+2(n >  2) tale che le 
coordinate non omogenee

z* =  z* (u , v) (i =  i , 2 , • • •, n +  2)

di un punto  corrente su di essa soddisfino ad una equazione di Laplace del tipo 

CO Zuv — PZv “f” •

U na siffatta superficie (con C. Segre [1] (I)) è allora d e tta  d i  t i p o  $  non 
parabolico (in quanto  tale è l’equazione (0  di Laplace da essa soddisfatta). 
Su F, le linee coordinate u — cost, e v =  cost, sono le linee della r e t e  ca ra tte ­
ristica della (1) ; in quest’equazione, come pure nel seguito, zuhvk s ta  mper

indicare la dh+kz  
duh dvk

Gli spazi S* ^-oscula tori alle linee u =  cost., cioè gli 002 spazi ottenibili 
(al variare di u , v) congiungendo i punti

z * > zv'2 > * ' ' > zvn >

secano un S 3 genericam ente fissato secondo re tte  di una congruenza. Ci si 
può proporre (sim ilm ente a ciò ch’è sta to  fa tto  da W. Blaschke [2] e B. Segre [3] 
in casi speciali) di trovare condizioni necessarie e sufficienti cui devono soddi­
sfare la superficie F  ed il dato  S 3 affinché questa congruenza sia W  (a falde 
focali d istin te  e non degeneri).

Consideriam o all’uopo la trasform azione di Laplace secondo le linee 
u =  cost.:

(2) T :

m ediante la quale F  viene trasform ata in una superficie, F, che soddisfa ad 
u n ’equazione di Laplace dello stesso tipo della (i), e precisam ente alla

(3) Zuv =  PZv +  Q z u ,

dove P =  P —  (log Q)„ , Q  =  (log P)„ +  Q.

(*) Lavoro eseguito nell’ambito della attività dei Gruppi di ricerca del Comitato Na­
zionale per la Matematica del C.N.R.

{**) Nella seduta del 13 giugno 1963.
(1) I numeri entro parentesi quadre rinviano alla bibliografia posta alla fine del lavoro.
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A verifica di questo fa tto  ben noto, osserviamo in fatti che, deriv an d o ­
la (2) rispetto  ad u , si ha

(4) %u ,

dove si è posto A =  P/Q . D erivando poi la (2) rispetto  a si ha

e derivando la (4) rispetto  a v, si o ttiene

%uv    Âz; «S'z; ~-A.S’g;2 .

D a questa e dalle (4) e (5) si r icav a :

Zuv =  Pzi +  +  Q +  Zu .

Infine, tenendo presente che

^  +  - ^  +  Q =  (logA Q > +  Q ,

ne consegue la (3)..
L a trasform azione inversa della T  è espressa da :

(6) z  =  — zu —  z,
P

ossia, com ’è noto, F  coincide con la trasform ata di Laplace della F secondo le 
linee v =  cost.

D alla (4), derivando successivam ente più volte rispetto  a v, e tenendo pre­
sente la (3), si ricava che zvT si esprime linearm ente m ediante i punti 
zu » %v y zv2 >* * •> zvr—i ; m entre dalla (6), derivando successivam ente più 
volte rispetto  ad u, si ricava che zu$ si esprime linearm ente m ediante i punti
Z . Z  2» ' ' ' m Z  o_L. T .U ’ U ’ ’ UST 1

Possiam o1 quindi concludere che, per la superficie di tipo O non p ara ­
bolico che si ottiene applicando ad F k  volte la trasform azione T  di Laplace 
secondo de linee u =  cost, (dove k denoti un qualsiasi intero soddisfacente 
alle 1 <  k <C fi), il problem a posto sopra si traduce in quest’altro  : trovare 
condizioni necessarie e sufficienti perché gli oo2 spazi congiungenti i punti

Z ’ ZV ’ z v'2 > ’ "  » Zv* — k i Zu , Zu* ì "  • > z uk y

relativi ad unp. superficie F  che verifichi u n ’equazione di Laplace del tipo (1), 
sechino sopra un dato  S 3 re tte  di uila congruenza W.

Si presentano per questo problem a due casi particolarm ente interessanti, 
rispettivam ente per n pari od n dispari. Se n è pari, posto n =  2 r  si supponga 
k =  r. Lo spazio congiungente i pun ti

z  ■» zv * > ‘ * * > Zvr f zu > zu* > * ‘ * > zur

è allora lo spazio r-oscu la to re  alla superficie F  nel suo punto  z. In  tal caso si 
ricade in un problem a noto e già risolto ([2], [3], [4] per r  =  1, [5] per r  
qualunque).
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Se n è dispari, posto n =  2 r ---- 1 \(r  >  2) si supponga k =  r —  1. Ci si
riconduce allora allo studio delle congruenze secate s-ull’S 3 assegnato dagli 
spazi congiungenti i pun ti

Nel presente lavoro, q u est’ultim o problem a viene risolto ed approfondito 
per r  =  2, d im ostrando la com patib ilità delle condizioni da esso fornite.

2. Siano (z° yzx , z2 , z 3 , , z 5) coordinate omogenee di un punto  del- 
l’S 3 am biente ; e le sei coordinate

z° =  1 , z* =  z i ( u ,v )  (i =  1 , 2 , 3 , 4 , 5 )

di un punto  corrente su F  soddisfino all’equazione di Laplace (1).
Chiam eremo spazio S  della F  in un suo punto  z  lo spazio S 3 congiungente 

i pun ti z  , z u , zv , zvz , cioè lo spazio congiungente il piano tangente alla su­
perficie in z  con il piano osculatore alla linea u  =  cost in quel punto. U n  S 3 
lo chiameremo associato alla superficie F  (secondo gli spazi S  di questa) s’esso 
viene secato dagli spazi 2  di F  secondo re tte  di una c o n g r u e n z a  W  
(a falde focali d istin te  e non degeneri).

Chiam eremo S3s l’intersezione dell’iperpiano « all’infinito » di S5 (di equa­
zione z° =  o) con l’iperpiano di equazione z5 =  o. Tale S35 viene tagliato  dal 
piano tangente in z  alla F  nel punto

(7) x\ ( * = 1 , 2 , 3 , 4),

e dal piano osculatore in z  alla linea u =  cost nel punto

(8) /  =
i i Zv Zv-2

zi 4 2
(i -  I , 2 , 3-,4 )i

i| secondi m enibri delle (7), (8) verranno anche brevem ente deno tati con [u , v\ , 
[v yv2]. Lo spazio 1$ di F  in z  seca quindi l’S35 nella re tta  congiungente i 
pun ti x  e y . Ci proponiam o an z itu tto  di trovare i f u o c h i  della congruenza 
descritta  in S35 da questa re tta  xy, al variare di u , v, ossia al variare di z  su F. 

Dalle (7), (8), (1) si r icav a :

! ^  =*/Px +  a , y u =  2 Py  +  Qb — (Qv +  Q2) ^  ,
( x v =  Qx +  b , y v — c,

dove abbiam o posto

a =  [u2 , v\ , b =  [u , v2] , c =  [v , v3],

i secondi m em bri denotando dei determ inanti del secondo ordine simili a 
quelli che figurano nelle (7), (8).

Poiché, per analogia con le (7), (8), il punto  b è l’intersezione di S35 col 
piano dei pun ti z  , zu , zv2, che appartiene a E, così b appartiene alla re tta  xy.
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Per le (9), xv e y u appartengono a tale re tta  xy  ; conseguentem ente x  e y  sono 
precisam ente i fuochi cercati.

Dalle (9), derivando rispetto  ad u od a v, si ha tenendo conto della (1) :

Xu2 ~  P2) x  4~ 2 Pa 4" d  -f- Qef

x vu =  (2 PQ +  Qu +  ?v)x  +  Qa +  Pb +  / ,

=  (Q* +  Q2) x  +  Fy +  2 Qb +  g,

dove abbiam o posto

d  =  [u3 , v\ , e =  [u2 , u] , f =  [u2 , v2] , g  =  [u , v3].

I pun ti x , a , e sono allineati, poiché stanno sulla rè tta  in cui VS°35 viene 
intersecato daH’S 3 individuato  dai pun ti z , z u> zv \ zu* ; sarà quindi :

[x x  x  x  *] =  [x a b d ],

i due m em bri denotando determ inan ti del quarto  ordine le cui righe si o tten ­
gono in corrispondenza dei valori 1 , 2 , 3 , 4  a ttrib u iti come apici alle espres­
sioni entro  la rispettiva  parentesi quadra. I punti x  , a , b sono com planari, 
perché stanno nel piano in cui VS°35 viene in tersecato dall’S4 individuato  dai 
pun ti z , z u , zu* , zv , z#  ; risu lta  pertan to  :

[x x u x v Xuv] =  [x a bfi] =  o.

Infine, dalle equazioni precedenti si ricav a :

\x x u x v xfi\ =  [x a bg\.

Dalle (9), (1) si ha poi :

y *  =  2 (P« +  2 P 2) ^  +  {QP. —  3 PQ. —  2 PQ2 —  (Qv +  Q% } *  +

+  (3 PQ +  9 0  b +  Qf —  (Q. +  Q2) a, 

y uv =  (2 p * +  PQ —  Q3) y  —  (3 QQ» +  Q*2) x  +  2 Ve +  Qg,

y v* =  h +  i, 

dove abbiam o posto :

h =  \y2 ì v3] , i  =  [v , v4].

C onseguentem ente risu lta  :

[ y y uy vy u*\ =  Q2 b b c / \ —  Q (Q, +  Q2) {[y bcd \  +

+  [ y x  cf ]}  +  '(Q* +  Q2)2 [y x c à \ .

I pun ti x  , y  , c }g  sono com planari, perché stanno nel piano in cui rS °5 viene 
interessato d a irS 4 individuato  dai pun ti z  , zu , z , zv* , z v3 ; risu lta quindi :

[ y y uy v y j  =  [*ycg]== o.
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I pun ti y  y c ,h  sono allineati, perché stanno sulla re tta  in cui l’S f  viene 
intersecato d a irS 3 individuato  dai pun ti z  , zv , zv* , z 3 ; avuto  anche ri­
guardo alle precedenti equazioni, avrem o dunque :

[ y y uy vy * ] = Q [ y 6 ci] —  (Qv +  Q? ) [ y x c i ] .

Poniam o ora :
H  =  rz z 2z , z  z  al,

L U  U U 3  V V -1 J

K =  [z Z 2Z Z 2 Z 31,
L U  U V V V 3 J  ’

L =  ■ r« Z Z 2 Z 3 Z J ,
L'&U V V V3  7

dove i secondi m em bri denotano determ inanti del quinto ordine le cui righe 
si ottengono a ttribuendo  d ap p ertu tto  alle z come apici i valori 1 , 2 , 3 , 4 , 5 .  
Con semplici calcoli, si trova infine :

[x a bd]  =  — zi (zi)2 H ; [x a b g\ =  (zi)2 zi K ;

[y b cf ]  =  — 4  (4 2)2 £  ; [y x  c a] =  —  ( z i f  K  ;

[y  b c i ] = —  (zi)2 4 * L  ; [ y x c i ] = —  (zi)3 L  ;

I>  x  c f ]  =  [y b c a] =  —  (zi)2 zi* K.

Supponendo, onde evitare casi banali, che risulti :

(io) zi zi {Qzi3 — (Qv +  Q2) 4  } H K L  4= o,

le equazioni differenziali delle linee asintotiche sulle due superficie focali 
della congruenza xy, luoghi dei pun ti * ed y , sono rispettivam ente :

zi H du2 —■ zi K dv2 — o,

{Q4 2 —  (Q»'-+ Q2) 4  } K du2 +  zi L  dv2 =  o.

Per definizione la congruenza suddetta  è W, se e soltanto se queste ultim e coin­
cidono, se cioè

TTT Z5
( " )  - | i 1 +  ^ - r { Q ^ - ( Q ,  +  Q2) 4 } =  o.

Osservando ora che, per la (1), risulta

—  {Q &  —  (Q- +  Q 2) 4  } =  P Q - U  =  PQ +  P , -  [ l o g ^ ] „ ,
&v) \  zv Jv

la (io) può scriversi

(12) 4  4  {PQ +  P , — [log 4 U } H K L  =[= o

e la (11) può m ettersi sotto  la form a:
TTT

(13) —b PQ ~b P® — [log 4 ]uv =  o.
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Chiam ando A,y e B,y rispettivam ente i com plem enti algebrici degli elem enti 
dei determ inanti K  e L, nessuna delle due falde focali è degenere se, assieme 
alla (12), risu lta

( r4) A r 5 B ,5 =)=o ( r , s  =  .1 , 2 , 3 , 4 )

per almeno un valore di r  ed un valore di Si conclude che :
Le (12), (13), (14) sono condizioni necessarie e sufficienti affinché lo spazio 

S35 risulti a s s o c i a t o  alla superficie F  (nel senso specificato nel secondo 
capo verso del n. 2).

3. M ediante un cam biam ento di coordinate, dal precedente risu lta to  si 
ricavano agevolm ente le condizioni affinché risulti associato alla superficie 
lo spazio S35 di equazioni

5

'£ s iZ * = Z S =  0 .
i— o

Chiam ando o ( u , v )  il valore che assume S *  z i sulla superficie F, si trova 
così che la (14) non m uta, m entre le (12) e (13) vanno rispettivam ente sosti- 
tu ite  con le seguenti :

0 5 )
G Gv G G u

1 PQ +  P*—  log
0" Gv

H K L ,|= o,

XJT [
~ +  PQ +  P » -  log

G Gv

-s'5 zi
\ ■ o.

Se poi ancora più in generale, vogliamo che sia associato alla F  l’S 3 di 
equazioni

5 5
Si zi ~  ) ai =  O,t — o i—o

si vede che, chiam ando a (u , v) il valore assunto da 2  ai z' sulla F, basta 
all’uopo I sostituire a in luogo di z* nei determ inanti del secondo ordine che 
figurano nelle (15).

5. Se vogliamo che, oltre allo spazio S35, risulti associato ad F lo spazio 
S j 5, assieme alle condizioni (12), (13) e (14) dovrà anche valere la :

[log4 ]««< =

da qui subito  si ricava :

(16)

log
G Gy

-s'5 4

G s i  Z5 = uv,

denotando con U  e V  due funzioni rispettivam ente della sola u e della sola v, 
con la condizione ulteriore che si abbia

0 7 ) ( g z I ----  Gv Z s)  ( g z I -----  Gu Z s)  O.
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In  particolare, se sono associati ad F  i due S 3 di equazioni

z° =  z j = o  , z i =  2j  =  o (i j  =  I , 2 , 3 , 4 , 5  ; i  =j=/),

e cioè se sono associati ad F  due S 3 dell’iperpiano zJ' =  o, e precisam ente quello 
« airin fin ito  » ed un S 3 coordinato, dovranno essere verificate le (12), (13) e 
(14), che ora d iventano :

z i zi { PQ +  P , —  [log zÌ]uv} H K L  =|= o, 

HL
+  PQ +  P*--- [1 Og zi]uv =  O,

(18)

0 9 ) Ka

(20) A rj B,y =|= O,

e le (16) e (17), che ora d iventano :

(21) z l z i  —  z„ z j  =  z i  U, V*,

(22) (z* zi —  4  zi) (z' z i ---z'u zi) =|= O.

Nel caso speciale in cui la superficie F  abbia equazioni del tipo

(23) z* =  U,-V,- (i =  1 , 2 , 3 , 4  , s),

la (21) viene ad essere identicam ente soddisfatta e la (19) d iventa :

(24) —  +  PQ +  P- =  o.

U na superficie del tipo (23), dove le U* , V,- soddisfino alla (1) ed alla (24) 
ed a certe disuguaglianze, in cui ora si traducono le (18), (20) e (22), ammette 
come associati 15 S3, e precisam ente quelli di equazioni:

z* =  z 3 =  o i j  o , 1 , 2 , 3 > 4 > 5)*

U n esempio notevole di superficie siffatta del tipo (23), ,è la superficie 
di equazioni

£*’ =  (hi •+* u)x (hi +  v y  (i =  1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ,

dove le hi denotano costanti d istin te arbitrarie, e X , [jl costanti opportuna­
m ente scelte. Tali superficie sono in tan to  di tipo O, in quanto  soddisfano 
all’equazione di Laplace (1) ih cui si assum a

Q =  ■

L a (24) ora diviene
X +

e le disuguaglianze (18), (20) e (22) si traducono nelle condizioni semplici che 
X e [X risultino diverse da o , 1 , 2 , 3.
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