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Giorgio F e rra rese , Sul moto di una particella rispetto ad un riferimento, ecc. 5^7

Meccanica. — Sul moto di una particella rispetto ad un riferi­
mento fluido: analogie tra meccanica classica e relatività generale (*}. 
N ota I I  di G i o r g i o  F e r r a r e s e ,  presen ta ta  (**} dal Socio G . K r a l l .

3. -  P r e m e s s e .

In  m eccanica classica il m ovim ento è di regola riferito ad una terna 
cartesiana, o meglio ad un solido d i riferim ento , entro il quale possono in tro ­
dursi, a piacere, coordinate qualsiasi. Anche la formulazione della legge di 
inerzia fa in tervenire d ire ttam en te  riferim enti solidi, in quiete o in m oto 
traslatorio  uniform e rispetto  alle stelle fisse (riferim enti galileiani).

Il passaggio da un riferim ento solido assoluto, % =  O c z c 2 c 3 ad un rife­
rim ento rigido S com unque in m oto rispetto  a questo si traduce poi, assai 
semplicem ente, con l’in terven to  delle cosidette forze apparen ti {forze d i tra­
scinamento e forze d i Coriolis).

Quali a ltri term ini vengono ad aggiungersi se si toglie la restrizione 
che S sia rigido o, in form a equivalente, come si modificano i teorem i classici 
di composizione delle velocità e delle accelerazioni, quindi la legge d ’inerzia, 
passando da un riferim ento rigido ad un riferim ento fluido? Come vedremo, 
le considerazioni che seguono valgono a ritrovare, anche in campo classico, 
equazioni di m oto perfe ttam en te  analoghe a quelle della re la tiv ità  generale.

Si noti che il problem a qui t ra tta to  riguarda, in particolare, anche lo 
studio del m oto di un p u n to  vincolato ad appartenere ad una linea defor­
m abile o ad una superficie deform abile (cfr. ad esempio [io ], p. 3 77).

4. -  Il  t e o r e m a  d e i  m oti r e l a t iv i e  il  t eo r e m a  d i  C o rio lis

NEI RIFERIMENTI FLUIDI.

S iano : S un sistem a continuo tridim ensionale in m oto regolare rispetto  
ad una prefissata terna  cartesiana % =  O c x c2 c 3 ; C la configurazione 
a ttu a le  di S ; C* una configurazione di riferim ento scelta a piacere fra tu tte  
quelle com patibili per S, ad esempio la configurazione iniziale.

Ind icate  con (X a) e (xaj (a =  1 , 2 , 3) le coordinate (va lu ta te  sempre 
rispetto  alla terna  cartesiana t )  della generica particella P di S, in C e C* 
rispettivam ente, il m oto del sistem a continuo sarà rappresen ta to  da equazioni

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di Ricerca matematica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella 'seduta del 20 aprile 1963.
(4) Le (17) definiscono in generale una serie 001 di trasformazioni dello spazio in se stesso. 

Dànno luogo ad un gruppo ad un parametro solo se il moto di S è stazionario, nel qual caso 
le linee di corrente =  linee di flusso dànno le traiettorie del gruppo.
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del tipo

(1 7) X a =  f a (x1, .r2, x 3, t) ,
ovvero dalle inverse

(17') = g °  ( X \  X*, X 3, t) (a =  i , 2 , 3)

(t variabile tem po). N a tu ralm en te  il continuo S, che assumeremo come nuovo 
sistem a di riferim ento in luogo di %, ha cara tte re  puram ente ideale, è tale 
cioè da non turbare, con la sua presenza, i fenomeni fisici che ad esso si 
intendono riferiti.

Ciò posto, si consideri un pun to  m ateriale M e siano
(18) X “ =  X “ (t)

le sue equazioni di m oto rispetto  al riferim ento
Ad ogni is tan te  il pun to  M è sovrapposto ad una ben d eterm inata  parti- 

cella P di riferim ento, la quale ha, a sua volta, una ben d eterm inata  immagine 
in C*. Le (18) individuano p e rtan to  in C* il m ovim ento di un pun to  rapp re­
sentativo, M # le cui equazioni sono :

( 19) =  *° (/; =  g* [X1 O') , X 2 00 . X 3 (t) , t] .

L a costanza delle x a si ha so ltan to  se M , du ran te  il suo m oto, si m an ­
tiene sovrapposto ad una stessa particella di S, cioè quando M coincide 
con una delle particelle del fluido e quindi la sua tra ie tto ria  (18) corri­
sponde ad una delle oo3 linee di corrente (17).

U annu llarsi delle x a è dunque condizione necessaria e sufficiente perché M 
sia in  quiete rispetto a l flu id o  S.

In  ogni caso, assegnato che sia il m oto di M rispetto  a % [formule (18)] 
le (19) forniscono il corrispondente m oto rappresen ta tivo  di M t  in C*. Vice­
versa, assegnato che sia q u est’ultim o m ediante equazioni del tipo x a =  x a (t), 
si passa im m ediatam ente al m oto di M rispetto  a % :

(2°) X° (t) = / “ [x1 (t) , X\t) , * 30 ) , t\ .
P a  queste, derivando to ta lm ente  rispetto  al tem po, si ottiene

(21) X“ (t) =  Sp/a &  +  a,/» ( $ p  =  ?l ìxV, a, -  d jd t ) .

Tali relazioni si possono riassum ere in una sola condizione vettoriale ; p re­
cisam ente, cominciamo col sin tetizzare le equazioni di m oto (17) del fluido 
S scrivendo

0 7 ") O P =  OP (x1, x 2, *3, t) =  / “ (x1, x 2, * 3, t ) c a .
Siano poi

(22) » =  9,O P . ' ,  a =  dt dt OP

rispettivam ente , la velocità e l ’accelerazione rispetto  a V della particella 
di riferim ento P e

( z i )  V  =  d0M  A -  ^ OM ̂ 6) V dt ’ “  df2

la velocità e l ’accelerazione di M rispetto  alla stessa terna.
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C ontinuando ad indicare con P la particella di riferim ento che allo 
is tan te  t  è sovrapposta ad M, le (20) si possono sintetizzare nella relazione 
vettoriale
(20') OM (t) == O P [x1 (t) , x 2 (f) , x^ ( t ) , t] .

Di qui, ponendo

(24) ea =  A  O P =  daf  Cp (oc =  I , 2 , 3) ,

si ricava, come equivalente della (21),

(21') V =  x t  'dpO'P +  3/ O P  =  i '3 e j3 +  v .

Nella relazione ora sc ritta  v  si può ben in terp re tare  come velocità d i  
trascinamento di M e

(25) v = i ' 3ep

(che si annulla solo se la particella è in quiete re la tiva al fluidoj come velo­
cità di M relativa ad S : la (21'} traduce quindi i l  teorema dei moti relativi.

Passando alle accelerazioni è del tu tto  spontaneo chiam are a accelera­
zione d i trascinamento di M ; e accelerazione relativa ad S il vettore

(26) a =  x^dpOF  - f  x a xP$adpOP =  x^e^ fi- x ax ^ 3aep

o tten u to  derivando due volte rispetto  al tem po il secondo m em bro della 
(20') m a tenendo conto soltanto della variabilità  delle x a ; cioè pensando il 
riferim ento S fissato  nella sua posizione all’istan te  t.

Ciò posto, derivando to talm ente la (21') rispetto  al tempo, si ottiene 
l’analogo del teorema d i Coriolis :

(27; A =  A r^O P -f- x a x$dadpQ¥ fi- 2 '^ 'c l/ 0pOP-|- 9/ 3̂ 0 P =  a  +  f l- f  2 x$dp v,

Il vetto re 2pv riassum e, come verrà precisato tra  un m om ento, la velo­
cità angolare locale del flùido . e la sua deformazione nell’intorno di M.

Si no ti esplicitam ente che se il m oto di S è rigido la (17'^ assume, ind i­
cando con £ì un pun to  di S e con ea i versori di una terna solidale, la form a 
esp lic ita1 O P == OQ (t) fi- x^ep (t). Si ha allora 3a OP =  ea , d^ea =  o e n a tu ­
ra lm ente si ritrovano , per la velocità e l’accelerazione re la tiva  e di trasci­
nam ento , le ordinarie espressioni. Al tem po stesso l’iden tità

(28) dpV =  df ep

viene a scriversi, u tilizzando le formule di Poisson^ dpv =  a>/\ep,  essendo 
g>(t) la velocità angolare di S ; quindi Tultimo term ine della (27) si riduce 
alla o rd inaria accelerazione di Coriolis.

Osservazione. -  È  bene sotto lineare il fa tto  che la curva /* definita 
in C* dalle equazioni cartesiane (19) (luogo delle im magini delle particelle 
del fluido di riferim ento alle quali M si sovrappone via via du ran te  il suo 
m oto) che si può chiam are la tra ie tto ria  di M re la tiva  ad S, non b asta  ad 
individuare tu tti  gli elem enti cinem atici di M relativ i al fluido. L a velocità 
re la tiva

v  =  x ae a =  {x°-daf )  Cp ,

35. — RENDICONTI 1963, Voi. XXXIV, fasp. 5.
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ad esempio, non è che Vimmagine, in C, del vettore x aca di C* che si calco­
lerebbe d ire ttam en te  in base al m oto rappresen ta tivo  (19) ; e per la determ i­
nazione di tale im m agine interviene, in modo essenziale, anche il m oto del 
fluido. Per Paccelerazione si confronti la (41).

5. -  V e lo c it à  a n g o l a r e  lo c ale  e  v e l o c ità  d i  d e fo r m a z io n e  d e l  f l u id o .

Per precisare il significato cinem atico del vettore da v che interviene 
nell’ultim o term ine della (27), cominciamo coll’in trodurre le q uan tità , fun­
zioni di x \  x 2, x 3, t

(29) Y a'I =  c«-e,t =  ‘Y.OP-CpOP

e insieme i reciproci (5) 6, yal5 che perm ettono di passare dalla base [ea\ alla 
cobase {ea} definita dai vettori

(30) c“ =  y“l5ep .

U tilizzando gli ordinari simboli di Christoffel di i° e di 2° specie costruiti 
con i coefficienti ya3 :

(31; («P - s) =  T  +  3PY8a— 35Ya3) > I oi ! =  Tv8 (*P . V

è agevole esprim ere il derivato  da v  per il tram ite  dei vettori della b a se \ e a) 
o della cobase {ea}.

D all’iden tità  (cfr. [9] p. 126 e anche [8])

ocp ! C5 ’

m ettendo  in evidenza le com ponenti controvarian ti di v , v a =  v - ea (sicché 
v  =  zAgp) si trae  in fa tti:

(33) 3« » =  f a  &  +  j «8 | **) eV =  V“ V? ̂  •

D ’a ltra  parte , come conseguenza della (32) e dell’id en tità  
, . ' il 11» * i
(34) e a - e = Y a s Y  =  òa
si ricava, ih parallelo alla (32),

(320 i* _ j P
j oc8

5 .

in modo che, introducendo le com pónenti covarianti di v } va 
v  =  ya ea) la (33) si scrive anche

(33') :3«W = f a % — | jjj

v - ea (sicché

(5) Si osservi che y =  det || yap || è senz’altro positivo, coincidendo col quadrato dello 
Jacobiano relativo alla trasformazione (17).

(6) Esse individuano i riferimenti naturali nello spazio tangente in P a C (riferita alle 
coordinate curvilinee xa) e nello spazio duale.
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Fissando l’attenzione su q u est’u ltim a espressione di da v , decomponiamo 
il tensore Va v^ nelle sue due parti, sim m etrica e antisim m etrica rispe ttiva­
m ente. Poniam o cioè :

Va — ~  (K ap +  f2aj3)

I =  Va +  Vp va =  C»a v - e p -f 3p v  -ea

ì °a|3 =  Va Vp Vp — da W -Cp dpV ea .

I due tensori ora in tro d o tti sono suscettibili di una notevole in te rp re ta ­
zione cinem atica. Per quanto  riguarda il tensore sim metrico K ap , cominciamo 
con l’osservare che, in base all’id en tità  (28),. esso è anche suscettibile della 
espressione

( 37) K a3 =  5/ (ea -ep) =  dt y aj3 .

Si vede bene di qui che l’annullarsi di K ap im plica l’indipendenza della 
m etrica dalla variabile t  e viceversa. Anzi la condizione K a|3 — o, intesa 
valida in  tutto C* e per ogni t, è necessaria e sufficiente perchè i l  moto d i  S sia 
rigido G>.

Ciò giustifica, per K a!3, la denom inazione di tensore velocità di defor­
m azione del fluido.

D ’a ltra  p a rte  il tensore antisim m etrico Oaj3, che si può anche scrivere

(38) ^«p = Vp —  ?p Va ,

am m ette un vettore aggiunto che corrisponde al rotore di v :

^  =  (ro t ®)o

OQaSy == tensore di Ricci). Q uest’ultim o, diviso per due, definisce un vettore

(39) ^ap e&

(7) La cosa si può riconoscere in vari modi (cfr. ad esempio [1] p. 238, ovvero [12], 
p; 60). Un’altra dimostrazione è la seguente.

Assunta la configurazione iniziale di S coincidente con C* , quindi f a (x1, xa, x3, o) == xa, 
la condizione

^aj3 =  o • • • C* , t

equivale all’altra T„p= Y„p 0?, x2, x*) =  Ya(3 (x1, ;r2, *3, o), ovvero Yap =  ea • ej} =  ca • c(j =  Sa(j.
Segue di qui l’anrxullarsi dei simboli di Christoffel (31), cioè dalla (32) 3a ep =  o; in modo che 
la terna {ea }, oltre ad essere ortonormale, è indipendente da P*: ea =  ea (t). La (24) fornisce 
allora per integrazione

OP =  OO (t) 4- xa ea (t) (ea =  ca per t — o)

essendo OO una arbitraria funzione vettoriale di t, nulla per t — o; ciò che prova l’asserto.

(35)

essendo

(36)
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che notoriam ente può in tepretarsi come velocità angolare locale del 
fluido S <8>.

6. -  F o r m u l a z io n e  r e l a t iv a  d e l l a  l e g g e  d ’in e r z ia  e teo r em a  
d e l l ’e n e r g ia  n e i  r if e r im e n t i f l u i d i .

Vediam o ora come si traduce, in form a re la tiva al fluido di riferim ento S, 
la classica legge d ’inerzia m A  =  o.

D alla (27) si ha d ire ttam ente , isolando l’accelerazione della particella 
re la tiva  ad S :

(40) ma — — ma  — 2 m  3p v  ,

equazione che ora esprim erem o successivam ente in form a controvarian te e 
covariante.

(8) È notevole la circostanza che, se ad un determinato istante t  è identicamente 
nullo in tutto C* :
(a) KafI==aa I,,e(5 +  V' ea’P •c*,
in quell’istante l’atto di moto del sistema continuo è rigido.

La cosa è quasi intuitiva, poiché nell’intervallo t , t +  dt sono soddisfatte le ipotesi della 
nota precedente. Per una dimostrazione rigorosa, cominciamo con l’osservare che dall’iden­
tità (ap , y) =  3a fip-ey si trae, derivando rispetto al tempo e tenendo conto delle (37) e (28)

31 (“P » r) =  ~  (3a KpY +  3p Kva — K0p) =  3op » • eY +  3a «p • 3Y » .

L’ipotesi (a) ha pertanto come conseguenza

(b) ap — cct ep'°Y®

relazione che permette di esprimere le derivate seconde di v  per il tramite delle derivate prime. 
D ’altra parte, valendo la (a), il tensore £ìap assume la forma

(oc, P , y =  1 , 2 , 3 ) ,

Dap =  — 2Spt).Ca=  2 3aI..Cp;

ciò che dà, per semplice derivazione, tenuto contò della (ò),

(d) 3y ^ ap =  2 (3a »*3y «p 3p i>-3y ea) .

Ciò posto, partendo dalla (39), determiniamo l’espressione del tensore dy a>:

9y <*> : 4  ' Y

Utilizzando la (c) si ricava 
1

L(Sy eaA a a^  +  c“A3YQa8/  +  C“A aap3Ŷ )  .Y a |3 a|3 Y

3 a» =
Y 2

— aY c“A (ap V ■ ea) £  +  - t  e“A dy n ap eP +  eaA (da v e ff)dy J i

ovvero, tenendo conto della (32'),

3y «> =  t ras | e“) e? + T c“A3'
n  J'  -

Y a P e -ca A (3 „ « . | ^  [Cfi]c"

e quindi in definitiva [cfr. (32) e (d)~\

3V« > = - e8 A (3p v • 3y d&) e 13 +  e“ A (3„ v-dy cp — 3p v-dy e j  <P —  eaA (3a v • 3y eò) e1 

ciò che prova l’asserto.

=  o ;
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Cominciamo con l’osservare che, utilizzando l’iden tità  (32), la (26) si
scrive

a  =  f  +  ! ap . |* “ ^ )« »

ovvero

(41)
D i8

a =  dt *8

essendo D il simbolo di differenziazione assoluta. Facendo intervenire la 
q u an tità  di m oto re la tiva  al fluido di riferim ento S,

(42) p  =  m v  — m x a ea

e tenendo conto delle (33) e (35), il principio d ’inerzia (40) assume la forma 

f p  ea =  —  ea —  (K p11 +  Qp°) ea ,

o l’equivalente con trovarian te

(43; —f = — m aa —  p V (  K p ° + Q pc,<).

D ’a ltra  parte  la \ 2 Ó) si può anche scrivere, avuto  riguardo alle (25) e (28),

(44) » =  f f —

ovvero, utilizzando le iden tità  v  =  va ea (va =  yap v13, v13 =  # )  , —  =  Sf ea - f  
+  3pe“ # ,  nonché la (32'),

a  =  (v8--- | aS | V|3 •*“) eb +  VP dt cl3 —  ^  3PV ■

Nei term ini en tro  la parentesi si riconosce la derivata  assoluta rispetto  al 
tem po di vò : D vò/dt. P ertan to  la (40) si può anche scrivere così :

(45) ~ j r ca =  ~ - m a — Ppd‘ <P — Pfib v -

Si no ti (jhe il prim o m em bro della (45), a differenza di quello della (43), 
non corrisponde all’in tera accelerazione relativa, in modo che il secondo 
m em bro non può prestarsi ad una definizione completa di forza.

Potendosi scrivere successivam ente [cfr. (28) e (37)]

pp 2* e =  P ò Yps 3/'«8 =  P& (?/ e& —  9< Yps) =  p h (dà » — K fj8 e )  ,

l’equazione (45) assum e la form a più espressiva

ea — —  ma  — 2 p ò db v  +  p h Kps e15 

ovvero, tenu to  conto delle (33') e (35), nonché dell’iden tità  =  2 a> f \eò

(45') S - - ea =  —  ma  -f- p b ^ 0  e*3 =  —  ma  —  2 m  co A V •
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Si rilevi che in q u est’u ltim a form ulazione della legge di inerzia a secondo 
m em bro vengono proprio a com parire i campi apparen ti della m eccanica 
classica : il campo d i trascinamento e quello di Coriolis, corrispondenti però 
a riferim enti più generali (cioè fluidi anziché rigidi).

In  form a scalare equivalente (covariante) la (45') si scrive

(4-6) ~  maa -f-

Prefissato il m oto del riferim ento S rispetto  a % (e quindi note le funzioni 
Yort > aa > ^a,3 9 K ag) la (43) o la equivalente (46) forniscono un sistem a di 
tre  equazioni differenziali ordinarie del 20 ordine nelle x a (t) a tto  a deter­
m inare univocam ente il m oto rappresen ta tivo  della particella M entro il 
riferim ento S, non appena siano assegnate le condizioni iniziali.

N aturalm ente, alm eno in generale, la velocità re la tiva v della parti- 
cella non sarà costan te neppure in grandezza. In  altre parole, in trodo tta  
l’energia cinetica re la tiv a  di M :

(47) T  =  ~ m v - v  = —- m v 2,

risu lterà  generalm ente d T /d t - ^ - O .
In fa tti, riprendiam o l’equazione (40) che si può scrivere, tenendo conto 

della (44),
d \  .a ~m  =  —  ma  —  m x ? v

nonché [cfr. (33') e 35)]

=  K„a +  Opo) #  e“.

M oltiplicando scalarm ente i due m em bri per v =  x ò si ottiene d ire ttam ente

(48) ~  =  — m a a ± a — S - m K afix a ^ ,

ciò che in sostanza corrisponde al classico teorem a dell’energia.
Si noti che equazioni perfettam ente analoghe alle (43), (46) e (48) si 

scrivono, come si è visto nella N ota I, in re la tiv ità  generale, per una parti- 
cella liberam ente g rav itan te .

7. -  E se m p io .

A titolo di esempio, consideriamo un m oto rettilineo ed uniform e (rispetto  
alla te rn a  VT) ed esam iniam olo da un riferim ento fluido S per il quale si abbia :

Ya|3 =  T03 00 > aa =  0 . =  O , K afì =  k (t) ya3

Si t r a t ta  evidentem ente di un  riferim ento geodetico, irrotazionale m a non 
rigido, essendo non nullo il tensore velocità di deformazione. A ciascun istan te
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lo spostam ento di S rien tra  tra  gli spostam enti cosidetti omogenei (cfr. [12], 
p. 62), ea =  ea (f), ecc.

In un siffatto riferim ento la (46) assume la form a =  o (9) e dà quindi 
luogo a

A  =  cost. =  m y afi (o) x l  =  m i .

T u ttav ia  le com ponenti con trovarian ti della q u an tità  di m oto non sono 
costanti, essendo p a =  y0̂  (t) p j3 ; quindi il m oto non è in generale nè re tt i­
lineo nè uniforme. P recisam ente si ha, con una semplice quadra tu ra , dalla 
ultim a relazione :

t

(49) x a(t) =  x*-j-

Per quanto  riguarda la grandezza della velocità conviene utilizzare, 
anziché le equazioni di m oto ora scritte , il teorem a dell’energia (48) che for­
nisce d ire ttam en te

f f  =  —  -7 k  (t) Taf) i:“ iP =  —  A  k  (t) v2 

ovvero, integrando,

---- j  k (t) dt
(SO) V2 = V o £

Particolarizzando u lteriorm ente il tensore yaj3 nella fórm a seguente:

Tafì =  *2rf/RSap

{c ed R costanti positive) (lo) risu lta  KaJ3 =  dt yaf3 =  4̂ y aj3, k (t) =  —  e 
la (49) assum e la form a

x a (t) =  ^ —  Xo (e~ 2C*lK —  1) .

La tra ie tto ria  re la tiva risu lta  ora una re tta , come nel riferim ento m a la 
grandezza della velocità non è costante, come si riconosce dalla (50) che si 
riduce a

a causa dell’espansione del fluido, la velocità tende evidentem ente a 
zero.

(9) Essendo la metrica ya  ̂ dipendente solo da t si annullano tutti i simboli di Chri­
stoff el e la derivazione assoluta si riduce alla derivazione ordinaria.

(10) Si tratta della metrica spaziale dell’Universo di de Sitter (cfr. [11], p. 364).
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