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DouGLAS DERRY, Approssimazione di una curva, ecc. 5II

Geometria. — A pprossimazione di una curva di L, dordine
n con un poligono dello stesso ordine. Nota III di Doucras DErry,
presentata @ dal Socio B. SEGRE.

Se S designa un qualsiasi insieme finito di spazi osculatori di una curva
differenziabile C,, d’ordine #, nello spazio proiettivo reale di dimensione 7,
in questa Nota si da una costruzione di un poligono approssimante, 7, tale
che ogni spazio di S ¢ anche spazio osculatore di 7. Come applicazione di
questo risultato ed utilizzando un risultato analogo dell’autore [4] per poli-
goni, se ne inferisce che al pit 2 72 — 2 tangenti di una curva C, intersecano
uno spazio lineare L, _, di dimensione % -— 2. Si definisce quindi opportuna-
mente una molteplicita perle tangenti intersecanti uno spazio L,_,,
tale che il numero di tangenti di C, intersecanti L, ,, computate secondo
detta molteplicita, rimane al pit 2 7% — 2.

La numerazione dei paragrafi di questa Nota continua quella delle Note
lincee precedenti.

6. — LE CURVE C,.

6.1. Denoteremo con C, una curva differenziabile d’ordine 7, cioé una
curva la quale: ‘

(1) ¢ un’immagine topologica nello spazio proiettivo reale di dimen-
sione 7z di un cerchio;

(2) ¢ differenziabile ;

(3) ¢ tale che nessun iperpiano ne contenga pilt di # punti.

Da (1) segue che i numeri reali s modulo 1 possono individuare biunivo-
camente i punti di C,. Col simbolo s denoteremo tanto il numero s che il
punto Icorrispondente di C,. Secondo (2), esiste il limite [s,,s,,- -, Ky
per $;,8:, :+,S44:~>5,0=A2=<n—1, che denoteremo col simbolo (£, 9.
Sia s; un punto fisso di una curva C,, # > 1, ed s’ la proiezione di un punto s
di C, da s, su di un iperpiano. L'insieme di tutti i punti s’ assieme alla traccia
s;di (1,s,) & una curva C,_,. Se s=Fs,, la proiezione di (%, ) ¢ lo spazio
osculatore (4,s') di C,_,, 0 <4< n—2; mentre la traccia di (£,s,),
I < /&=<n—1, &lo spazio osculatore (k— 1,s) diC,_,.

7. — POLIGONI ISCRITTI.

7.1. Se $;, 8., 5. == 5,, sono punti di una curva C,, si dice che il seg-
mento della retta congiungente s, ,s,, assieme a cui I'arco dei punti s di
C. {s $1 =5 =s,} forma una curva pari, & dscritto in C,.

(*) Nella seduta dell’tr maggio 1963.
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Se A,,A,,---;A, sono, rispettivamente, i punti s,,s,,---,s,,
0=s; <$ <-++<<s <1 diuna curva C,, si dice che 'insieme dei seg-
menti iscritti A; Ay, , 1 <7 <7, in C, & un poligono iscritto in C,.

Un poligono iscritto A; A,---A, in una curva C,,» > 7, ha ordine 7.

7.2. Se @ punti S, i1, Se—nao sy Sro, Sio,cce, Sny O =S pys <
LSyl oo L5, 51+ - < a1, &7 una curva C, sono, rispettivamente, i
vertici Ay iy s A ngay o A AL Ay della porzione A, Ao, -
< AAL A, dEoun poligono i ALA,- - A, r=2mn, iscritta in C,, se
A,y & un punto s, . di C,, s, <SSy, <<S$:, € sei segmenti A,A, ., A, A,
sono iscritti in C,, allora il poligono A, A,... A, A,,, ha ordine n.

Dimostrazione. — Nel caso # = 1, C, ¢ la retta proiettiva. Se A;, A4,
sono, rispettivamente, i punti s; , 5,4, , §; << 4., di C,, Parco A; A, , deno-
tera Dinsieme {s:s; < s = §;4,}. Dalla definizione del 'segmento A, A,
iscritto nell’arco A;A,,,, segue che in questo caso particolare il segmento
¢ l'arco stesso. Allora il segmento A,A, del teorema ¢ l'arco dei punti
{s:5,=s5 =s.} edisegmenti AyA, :,A,;A,, rispettivamente, sono gli insiemi
{s:5, =5 =Z$4:},{s:51: = s <s.}. Ne segue che,se m,: A, A, . -A, ¢laretta
proiettiva, A, A,---A,A,;, ¢ anche la retta proiettiva e quindi ha ordine 1.

Cosi il' teorema ¢ vero per # = I. Assumiamo quindi 7 > 1.

Poiché » = 27, i poligoni A, i Av_pin ArALA, A, Ay
A e AP AL AL A, dsceritti in C, sono poligdni w, , w, d’ordine 7. Se
S (A A,) ¢ definito per =, , segue da 3.3 che la porzione aperta A, A, A,
di 7, ¢ contenuta in S (A,A,). Per definizione, S (A, A,) & I'insieme delle
intersezioni '

i=r+1

0 LAAG - Aipaa)-

i=r—nt2
Secondo 2.1, uno spazio L (A; A,4,- - -A;1,—.) dipende soltanto dalla porzione
A Ai Ay . Quindi gli spazi L (A; Ay, -A;y,—.) dipendono soltanto
dalla porzione A, 1A, _,i.c-ArA;---A, del poligono w,. Ma, poiché
r=2n, questa porzione di 7, ¢ anche una porzione di m,. Quindi S (A, A)),
definito per 7,, non differisce da S (A-A,) definito per w,. Ne segue che la
porzione aperta AsA,,, A; di m, & contenuta in S (Ar A,), definito per ..
Mediante 4.5 (3), ne risulta che A, A,---A, A,;, ha ordine », onde il teorema
¢ dimostrato. :

Poiché A,,; era un punto interno qualsiasi dell’arco A, A, dei punti
s{s:s5, = s =<s.+ 1}, si deduce che l'arco aperto A, A, ¢ un sottoinsieme
di S(A/A)).

7.3. Se ogni lato di una porzione

A i A g AYALAL A, di o un poligono (chiuso)

T AL A, Ar v = 20, m > 1, viene iscritto in una curva C,, ogni
lato della proiezione o . A, LA AL ALAL -A,;\a’z' ¢ da A, viene
iscritto mella proiezione C,—. di C, da A,.

Dimostrazione. — I numeri S, _ 11, Sr—nao,-+, Sr, 1, +, $» che definisco-
no, rispettivamente, i punti A, 4., Av_sya, - AL AL, -+ -, A, diC, possonn
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venire scritti in modo taleche 0 <5, _, 1, <8 <<+ - <5, <8< - <5, <I.
Siano: s’ la proiezione del punto s di C, da s,,s==s,;5 quella di (1,5)
e m,—; quella di m,. L’arco A,_, A; di C,_, ¢ linsieme {s':s,_,<s <50},
mentre ogni altro arco A;A;,; diC, _, ¢ linsieme {s":s;<s" < s;,}. Occorre
mostrare che ogni arco siffatto di C,__,, assieme al lato corrispondente di =, _,,
forma una curva pari. Basta far vedere che esiste, per ogni arco e lato corri-
spondenti, un iperpiano L,_, dello spazio di proiezione che non li intersechi.
Un tale iperpiano L,_,=T[A,,A;, -+, A,], che intersechi =,_, ¢ C,_,
negli #—1 punti A,,A,, -, A,, non contiene né un punto dell’arco
{s"ts5_u1: = 5 <51} né un punto della porzione A, 1 Ar s A, LA}
di ¢’. Ne segue che A, _, . A, 10, A _wicBA iy, -, A, Al risultano
iscritti in C,_,. In modo simile, mediante [A, _,+; , As 4o, -, A, ], si
dimostra che A} A, , A; Ay, -, A, A, risultano iscritti in C,_,, onde il
risultato resta stabilito.

7.4. Se mw,_tAA,--AAL A B, B ., m>1,k>0, ¢
un’estensione della protezione w,_,: A A, A, A, A, di un poligono
T AL A, A dal vertice A, sull'iperpiano [A,,A,, -, A, allora esiste
un’estensione w,: A, A, A A A,y di T, tale che ciascun lato A; A,
sta sottosegmento di un segmento A;B:,r <i<r+ k—1.

Dimostrazione. — Secondo 4.5 (2) € 4.1, esiste un poligono w, ,: B, B, .-

-B, _; tale che =, soddisfi alle seguenti condizioni. A; A,- - -A, coincida con
B.B,.- - B.; A, . A, sia arbitrario, eccetto per A, ,€[A,,A,, -, A,], i
segmenti A; B;, vengano definiti con sottosegmenti A; A;y, , A, Bi,z+1<
=7 <7, per i quali i triangoli formati. da A;, B:, A; B;y, e dal lato
B: Biy; di w,_, siano pari (dispari), » + 1 <7 <7r—1 (7 = 7).

Mostreremo dapprima che i simplessi S (B, _, B,), S (A,_,A,) coincidono.
Da 4.4 e 4.5 (1) segue che S (B, _,B,) ¢ la faccia P, P,---P, di S(A, A)), ed
inoltre P, = A, =B,, P, =[A,, A ]Nn[A A, ., -, A,_,+.] = [B:,B.]N

m[Brvx ) Br——z;' ) Br—n+1] PR Pn:[Ax ;Az )t ‘;An]m[Ar;Ar—x]:Br—x .
Da 3.2 (2) ségue che S(A,_, A, ¢& la faccia P, P,---P, di SAA) e
P, — A, Po—[A L, AJO[AL o Ay A pi], ) Pu— AL, Cosi

S(B,_.B)) e S(A,_, A, coincidono.

Se PTP::, ,1<i<n—1, ¢ il segmento complementare nella retta
proiettiva della 1-faccia P; P,., del simplesso S (A,_.A)), dal fatto che
AA, - ALALL- A, B, . .B, ;. siaun’estensionedi A; A, - A, A, .-

--A,_; e tenuto conto di 5.1 segue che P, P,...P,B,---B,;; , ha ordine
7 — 1., Inoltre, ancora mediante 5.1, da quanto sopra e dal fatto che
P.P,---P, ¢ il simplesso S (B, . B,) segue che B, B,---B,_,B,---B, 4, ¢
un poligono 7, _, d’ordine 72— 1. Ora, servendosi della costruzione 4.1, si pud
definire l'estensione A, A,.--A,.--A, ;. I segmenti A;B;_,,zn +t1<7=7,
erano definiti sopra con sottosegmenti A;A,;,,A;;, Bi, 7+ 1 <7 <<r. Sia
B,yz = B, = A;. Allora, dato che A; B;_,,» <7<» + £, &gii costruito, sia
A; B; il segmento tale che il triangolo che consiste di A; B;, A; B,_, e del
lato B; B;;, di 7,_, ¢ pari o dispari a secondo che 7 >7% -+ 1 0 7 =% 4 I.
Nel caso 7 <7 + £, sia A;;, un punto interno qualsiasi di A; B;, e siano
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Ay A, A, B: 1 sottosegmenti determinati da esso. Cosi vengono definiti
il lato A; A;;, della cercata estensione ed il segmento A;;, B;. Si pud proce-
dere per induzione fino ad ¢ =7» -+ £, ed allora 'estensione A, A,---A,-
‘A, ,---A,y; risulta definita. Essa ha ordine 7, secondo 4.3. Ovviamente
A;A;, & sottosegmento di A; B;,» <7 <7» + £— 1, onde il risultato resta
stabilito.

7.5.8€ Sy x s Sr—mtast s Sry Sty Sy O Sy gr < Sp e <l v < 8§ <
< §p <o v sy < 1, SOm0 © punti di una curva C, che sono, rispettivamente, t
vertici Ay _ iy Ar _nin, o Av AL Ay della porzione A, i Ar i -
W ALAL A, diun poligono T, AL A, - A, r =2 n, iscritta in C,, allora esiste
un’estensione ,: Ay A, - A A, Ay, di T, per la quale gli spazi oscu-
latori (k,s,) di C, sono, rispettivamente, [Ay,A,ii--,Avip] ,0<k=<n—1.

Dimostrazione. — Se n = 1, 1 poligoni =, ,w; coincidono ed il teorema
diviene banale. Assumendolo stabilito per le curve C,_,, # > 1, dimostriamolo
per una curva C,.

Siano, rispettivamente, s' la proiezione del punto s di C,,s==s, s
quella della tangente (1,s,) di Cu, e 7, _,: A7 A,---A,_; quella di 7, tutte
dal punto s,, sull'iperpiano [A,,A,, -, As]. Segue, da 7.3, che la proie-
zione A, A, AL LA AL A AL A AVAL- A, viene
iscritta in C,_,. Siano B, il punto s, dell’arco {s’: s};l =<5} diC,_;ed
A,_,B,, B, A segmenti iscritti in C,_,. Segue, da 7.2 che A A,.---A,_,B,
¢ un poligono d’ordine #— 1. Se (%£,s") denota uno spazio osculatore di
C, _.;, segue dall’assunzione che esiste un’estensione =w,_,: A; A, - -A,_; B,
B,y +B,in_, per la quale [B,,B,,,- -, Bl =(%,s),0=k=n—2.
Ora, secondo 7.4 esiste un’estensione w,: A; A, A, A, ,---A,, _, tale che
Ay, sia punto interno di un segmento A; B;,» <7=<#7 -+ n— 2. Ne segue
che [Ar, Avrr s Ayl =[Ar, Avir sy Avias, Bysi]=- - - =[A,, B, - -

B =[A,(k—1,8)],1=k=<n—1. Ma, da 6.1, ({—1,5)
¢ la proiezione di (£,s,) da A,(=s,), 1<k <n—1.Quindi [A,,A,;, -

. A,H] =(£,s,),0=k<n—1. Cosi il teorema & vero per una curva
C., onde l'asserto segue tosto per induzione.

7.6. Se Sy, 80,000,55,0 =8 <5, <o o< $p <1, somo punti di una
curva C,, esiste un poligono w,: A, A,---A, che ha p porsioni A, Apppre v

BApgn, 1= 0 p, Sensa punti in comune due a due, per le quali
[Aml.,AmﬁI ,e -,’Amﬁk] =(k,s),0=k<n—1,157Zp.

Dimostrazione. — Si scelgano, fra ogni coppia di punti s;, s;y, consecutivi
n punti distinti sI,s2,..., 7, per i quali s, <sp<<s?<---<s7<s, .,
1=i=2p,(Sp4:=95:+1). Se S & linsieme dei punti s, sI,1=i<p,
1 <7 <mn sia m, il poligono A, A,.-.A, iscritto in C, i cui vertici siano i
punti di S. Cambiando gli indici, se & necessario, si pud arrivare ad una por-
zione A, i A, ,i. AL A, - A, di T, per la quale A, sia il punto s,. Poi-
ché =2 #, segue da 7.5 che esiste un poligono 7, : A; A+ - Ay Appre - Ay
d’ordine 7 per cui [A,,A,.] = (1,5), [Ar, Avis, Al = (2, 50) -+, [As,
A, AL, ]=(@®—1,s). In altri termini, 7, ¢ un poligono che con-
tiene una porzione A, An ir- - -Aptn—: per cui [An , Amptr, s Ampir] =
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= (£,s.),0=<#%=<n— 1. Cominciando con =, ed il punto s,, si pud costruire
similmente un poligono =, che contiene due porzioni A,,, A, . Aptn_r,
A, Ayt “Amprn—z, senza punti in comune, per le quali [A’”i s Amiﬂ R
. -,Amﬁ_k] =(k,s),1<i<2,0=/%=<n—1. Procedendo in questo modo
fino al punto s, si ottiene un poligono 72 che gode delle proprieta richieste.

8. — APPLICAZIONE ALLE CURVE C,.

8.1. Mediante 7.6, per ogni insieme finito di tangenti (1,s,),1 <7< p,
di una curva C,,# =2, si puod costruire un poligono 7,:A;A,---A, per
cui [As;, A ] =(,5), -, [Aj, » Aj,+:] = (1,55). Segue da un teorema
dell’autore [4] che al piu 27z-—2 rette [A;, A;y,] definite da un poligono
.t AL A, - - -A, intersecano uno spazio arbitrario L,__, di dimensione 7z — 2. .
Ne risulta che:

Al pin 2 n— 2 tangenti di una curva C, ,n > 1, intersecano uno spazio
arbitrario L, __,.

8.2. Si puod definire opportunamente una molteplicitd per le tangenti
di una curva C, , # > 1, che intersecano uno spazio L,_,, in guisa da miglio-
rare il risultato precedente. Se L,_, denota uno spazio fisso ed s &€ un punto di
una curva C,, sia ¢(s) il numero massimo /£percui [L,_,,(%,s)] ha
dimensione 7z — 1; sia Z(s) il numero massimo £ per cui (4,s)CL,_,.
Conveniamo che, se s¢L,_,,7(5) =—1.

Dimostriamo che

2(8(@—1-5(3)-% N<27—2.

Supponiamo dapprima L,_, N C, = o. Ne segue che ¢ 7(s) 4 1 = o per
tutti i punti s di C,. Siano s,;, 1 <7 < p, punti di C, con e(s;) > o. Allora
esistono spazi (%;,s;), %k =e(s;) >0 per i quali [L,_,, (%4 ,s,)] hanno
dimensione #-—1,1 <7< p. Servendosi di 7.6, si pud costruire un poli-
gono 7.:A; A,-.-A, che contiene porzioni A; A; . - Ajga, A Aiy: -

C Bk Ay A x A g, perle quali [Ay, Agys, -, Airr]=(%x, 52),
[Aig ) Aiz+1 [ Ai2+/52]= ('éQ sy S2 >’ ) [Aip ) Aip+1 D] Ai},+kp]: ('é? ) 31’)- Dun-
que, dall'ipotesi, si ha che [L,_., A, Ajq:,- -, Aiyz,] ha dimensioni 72— 1.
Si conclude che le é, rette [A,'l ,A,'I.;_,] , [A,'I_!_I s A,'I+2] sttty [Af1+k1—r ’Aix+1’x]
intersecano L,_,. Trattando gli altri spazi in modo simile, si vede che
almeno 4, 4+ £, +..-+ ,é,; rette [A;, A;y.] intersecano L,_,. Dal risultato
dell’autore accennato sopra segue che e (s;) +e(s,) +- -+ e(sp) <27n—2.

Si conclude che, se L, ,NC, =g, allora X, (e(s) + 2 (s) + 1) <27 —2.

Supponiamo ora che L,_, contenga un punto 3 di C,. Nel caso # = 2,
L,_.,=Li=5,e(®)=1,{(5)=o0,mae(s) =0,7(s) = —1,s==5. Quindi
> (e(s) + 4(s) +1) = 2, ed il risultato & stabilito per una curva C,. Assu-

mendolo . per le curve C,_,, 7 > 2, dimostriamolo per una curva C,.
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Mediante 6.1 si puo costruire la tabella seguente relativa ad una proie-
zione dal punto s.

|
Originale. . . . . C, s,8:==5 |(1,5)|Lu—- (k,s),s-=5,0£hk<n—2
. . I
Proiezione . . . . |Cuh—: s ¥ |Lan—s| (k,s")
i
Originale. . . . . (f,5),1=k<n—1
Proiezione . . . . (f—1,5")

Siano e (s"),7(s") i numeri suddetti definiti per C,_,. Se, per s==73,
[L.—., (#,s)] ha dimensione 7z — 1, segue che £ <7 —2, poiché s & (. —1 , s).
In questo caso si vede, mediante la tabella, che [L,_,,(£,s")’] ha dimensione
n—2 e quindi e(s) <e(s’). Se [L,_.,(£,5)] ha dimensione 7z — 1, allora
%> o, poiché €L, _,. Di nuovo, dalla tabella, si vede che ¢ (s) <e (5')+ 1.
Se, per s==5,(#,s)CL,_,, allora #<#%—2, poichd5€¢(z—1,5). Quindi,
secondo la tabella, (£,s) CL,_, ed i(s)<i(s"),s==5. Poiché s€L,_,,
esiste uno spazio (Z,%) tale che (£,5)CL,_,,2=0. Quindi (4—1,5) C

CL, ((—1,¥)=0)ed i(s)<i()+ 1. Orasiha F(e(s)+i()+1)=
:2:_‘(6’ @WF+i@O+D+e@+i()+1 g; (e (S')J; i)+ D+e()+
+ () +3=2((")+ () + 1)+ 2. Ma sisa, in base all'assunto, appli-
catoa C,_,, che g(e (s") +4i(s) + 1) £ 22— 4. Ne segue che Z(e (s) +

+i(s) + 1) <2n—2. Cosl il teorema ¢ vero per una curva C, onde 'asserto
segue per induzione.
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