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Matematica. — La répartition asymptotique des sommes aléatorres
de variables aléatoires indépendantes non identiquement distribuées.
Nota di SiLviu Guiasu, presentata ©@ dal Socio M. Picone.

Nous donnons ici un théoréme sur la répartition asymptotique des
sommes aléatoires de variables aléatoires indépendantes, non identiquement
distribuées. Le théoréme, que nous appelons t. 3, représente I’extension au
cas des sommes aléatoires de variables aléatoires, indépendantes, non identi-
quement distribuées, d’un théoréme, que nous appelons t. 1, que nous avons
démontré dans un travail précédent, relatif au cas d’une suite de variables
aléatoires quelconques. Pour réaliser cette extension nous avons du passer
par un théoréme intermédiaire que nous appelons t. 2. Ce travail continue
les travaux [9] et [2].

1. — NOTATIONS.

Soit:
€ — le symbole logique qui signifie «...appartient a...»;
c — le symbole logique qui signifie « chacun des ... appartient a »
U — le symbole logique qui signifie « aumoins un entre ...
N — le symbole logique qui signifie «... et...»

{E,&,P} — un, champ de probabilité constitué par l'’ensemble I des
événements E, de probabilité P, qui peuvent se présenter
dans une épreuve;

£2(E,H,P) — 'ensemble des variables aléatoires de carré intégrable dé-
finies sur le champ de probabilité {E, &, P};

(SK) — ’ensemble des familles de variables aléatoires indépendantes
dans le sens de Steinhaus — Kag;

M, ,M, — les moments de premier ordre et de deuxiéme ordre;

Pz (A) — la probabilité de l'événement A (A € K) conditionnée par
‘ I’événement B (B e, P (B) > o)

(7] — la partie entiere du nombre g¢;

N — I’ensemble des nombres naturels;
P — la convergence en probabilité dans le sens de F. P. Cantelli[1];

o

P{€|A(E)=A}—la probabilité que, dans une épreuve sur le champ de pro-
babilité priss en consideration, la valeur numerique de la
variable aléatoire A, définie sur ce champ, soit A.

(*) Nella seduta dell’r1 maggio 1963.
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2. — PRELIMINAIRES.

Dans le travail [2] nous avons démontré le théoréme suivant:

THEOREME 1. — So0i2 (Ya)i<n< oo #ne suite de variables aléatoires définies
sur le camp de probabilité {E ,H , P}, et (Nu)i<n<coo #te suite de variables
aléatoires, avec des valeurs entiéres positives, définies aussi sur {E, & P},
Soit (Wn)i<n< oo Une suite de nombres positifs, (1)<, <o Une suite croissarite
des nombres entiérs positifs, qui tendent vers linfini avec v , 0 wun nombre réel
et ¥ (a) une fonction de distribution.

Si nous avons les conditions suivantes:

N, P
ORI w o

oir N est ume variable aléatoire positive sur {E, &, P} avec les valeurs:
0<;\1<7\2<»
(C,) dans tous les points de continuité de F (a):

(2) lim Py, {&| Y. (§) —0 < aw,} = F (a)

pour toutes les valeurs k(k=1,2, .-) pour lesquelles P (Az) > 0 ow:
Ar= {82 () = N};
(C,) pour chaque € >0 et 1 >0 il existe un nombre naturel n, (<, )

et un nombre petit ¢ (€, ) > 0, de telle sorte que pour n>n, (¢, n) nous ayons:

3 P(U U ElIYn @) — Yoy Q)| = ewpn } 0 {EE) =N }) <7

k=1 mey
08t Ji.. est Dintervalle ouwvert:

Jon =] [#Ms] — e, [#02] + e [N N
alors, dans tous les points de continuité de ¥ (a), nous aurons:

@ rli)moo P{E|Vn () —0<aw, )} =F().

COROLLAIRE : .S7 nous ajoutons une nouvelle condition, sur le comporte-
ment de la suite de nombres (Wn)i<n< oot

Wln, \] P

ri 7 —=> o0

©) (*H)

alors, nous pouvons affirmer que:

© lim P{E| Vx (8 —0<awy )} =F(@

dans tous les points de continuité de F (a).
Si A (§) =1, les conditions (C,), (C,), (C,) se réduisent aux conditions
classiques de F. J. Anscombe [3].
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3. — SOMMES ALEATOIRES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES,
NON IDENTIQUEMENT DISTRIBUEES.

Soit maintenant une suite (x,).<;<o de variables aléatoires vérifiant les
conditions suivantes :

9 (%;): <7< € (SK)
(8) (%) <i<oo C(E, &, P)
©) M, (x;) =0 (1 <j < oo

Nous considérons les particularisations suivantes :
la suite (Yi.):<,<x ayant pour terme général:

(10) Yo =2 42+ -+ x;
la suite (w,):<, <o dont le terme général est:
(11) w, =M, (%) + M, (x,) + - - -+ M, (xa);

la suite (7,).<,<c identique a la suite des nombres naturels:

7, =7.
Alors:

THEOREME 2. — Soit les variables aléatoires (x;):i<j<oco avec les condi-
tions (7), (8), (9). La suite (Yn)i<n<oo définie par (10), satisfait & la condi-
tion (C;) si:

Wilnrg)  om)

(12) lim lim ————=1 (¢ >o0,k=1,2,---).

d—>0 n—>00 ‘ZU[QM%]

Démonstration . Soit les nombres € > 0 et v; > 0 donnés. Soit le nombre
naturel M = M () tel grand que:

(13) PLEIAE =Mm}<T-

La condition (12) implique: pour chaque 2(#=1,2,-.-), il existe un nom-
bre naturel 7, (s, ) et un nombre petit ¢, (¢, ) > o de telle sorte que pour
7 =7, (€,m) nous avons:

Wi,
j nhy]—czn] e? N
(14) I — S <=1 6
w[nlk]
et
: . w?[nhk]+ckn] g2 n
) IS s O
[E Y
Soit maintenant
N, = Max #,; et ¢ = min ¢ -

k=1,2,-++,M—1 k=1,2,- -, M—1
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Alors, pour # >, (c,n) nous avons (14) et (15) pour n’importe quel
indice £(k=1,2,---,M —1). Nous considérons les intervalles:

Tin =] [#0e] — ez, [#M] + en [ON
et alors:

16 P[5 G (EIYaO—Viag Ol 2wty 02O =)

k=1 m€
M—1
= 3 P( U IV O Vi O = g }) + PLEDG 2 )
=1 mE€JL n
Pour tous £(1 </A<M—1):
(a7 PLY (I Ya® = Yorg ©) = cwiay})

= P( U LB Yoy G —Ying—an @ |+ | Yiong —on B — Y (€) | = cwwpay })

m€] kn

<PLE|| Yy E)— Yunw—m](g)l-l-k ] f?aii[ |Y[[Mk]_m](2)—Y )| =cwpmy}
'3 —cn m n

<P {g H Y[nlk] (E) _'“Y[ [nhy] — en] (g> | = 52' Windy) }

+ P { E‘ max | Y[[nl,k]—m] (i) "_’Y (E.r) |> w[nlk] }
[nhk]—m<m<[n7%]+

Si nous utilisons I'inégalité de Tschebitschev @ nous avons:

€
(Is) P {g H Y[nhk] (E.») - Y[[nhk]—;n] (g) } Z;ZU[";%]} =
[#A ) ‘ .
P §€ ) x-(&)‘ > S, }<i. Y g —on
= n =
et | S 7 | ST

Si nous utilisons maintenat 1'inégalité de Kolmogorov > nous avons

(19) P{&] max | Yipig—em®@ — Y |= @i, } =
[nkk]—m <m< [nkk]+m

m

i w? _wz
; [[#)3]+en) [[7A,]—
P ;E..I max i2 G i

[nhg]l—en<m < [nl.k]+m

x (a> > w[”lblgg

j= [[nkk]———an-J w'f’”,%]

(1) Soit # une variable aléatoire définie sur (E, J, P). Si xe€Q?(E, J , P) pour cha-

que € /> Q nous avons:
P(Ex@)]2e) < 2.

(2) Soit une suite de variables.aléatoires (), ; ¢ oo qui satisfait les conditions:
(xj>1sj<oocizz (E,J{,P) 5 (xj)ISJ<00€(SK)'
Alors, pour chaque € > o nous avons:

P§ Ex j‘; : (%))

max
n<r<p

?
>e§ sig —M:(z)  (n=1,p2n).
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Introduisons (18) et (19) en (17), nous avons pour tous 4 (1 < 2 <M — 1) en
utilisant les relations (14) et (135):

(20) P( O (B Vo (B) — Vi (8) | = e })
mE Jk,n
4 Corg T Ymg—on 4 Ymgren Pmg—en 8 W) —en)
<a 2 + ; =l
Plnd ) Dhnny) Py
e 4 € 7 I 37

2
4 (Hergren N 8 @ o4 L LN
e? 202 2 M—1 16 2 M—1 16 M—1 4
Wadg)

(0]

Ensuite, (13), (16) et (20) nous aurons:

P(O U (B Yn®— Ying©)] 2 vt} O{ED = 1))

k=1 mejz,’n

M—1
I 3n _
Sgl M—1 3 T30

NI

qui nous montre que la condition (C,) est satisfaite.

Dans [4] A. Rényi a démontré (avec les notations faites dans ce pa-
ragraphe) qu’étant donnée la suite (Y,).<,< de terme général: Y, = x,
+ %+ - -+ x4, la suite (x,):<;<o satisfaisant la condition (7) si:

(21) lIm P{E|Y,(§) —0 <oaw,} =F (a)

dans' tous les points de continuité de F (@), alors, dans tous les points de
continuité de F(a) on aura la proprieté de stromgly mixing de la suite
Y,—0 Y
(”—) c’est—a—dire :

Wy 1< n <00

(22) lim Py{E|Y,(E) —6<aw,) =F (@)

pour tous les événements Bed , P (B) > o.

Evidemment, egalité (21) implique alors la condition (C,) du théo-
réme [, pour les suites de sommes aléatoires de variables aléatoires. Mais
alors, en utilisant cet trés important resultat de A. Rényi, le théoréme 1
devient, dans les conditions de ce paragraphe:

THEOREME 3. — S0#t (%,):< <00 #ne suite de variables aléatoires définies
sur {E, &, P} satisfaisant aux conditions (7),(8),(9) et la suite (Y,):<n<oo
de' variables aléatoives de terme général:

Y, =% +x, 4t 2.

Soit encore (Np)i<»< oo ne suite de variables aléatoires & valeurs entiéres posi-
tifes, définies aussi sur {E ,H , P}, (Wn):i<n<oo une suite de nombres positifs,
de terme général:

Wy = /§M2<xk>
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F (@) une fonction de distribution et O un nombre réel. Si nous avons:

, N, P
(€ n 7> oo A

on N est une variable aléatoives positive sur {E, &, P} ayant les valewrs:

0T A << h<l--j
(C,) dans tous les points de continuité de F (a):

lim P{&|Y,(5)—0 < aw,} =F (a);

(C)) Pour chaque k(e =1, 2 ,---) nous avons:
u12 n n
lim lim — = (3 >o0).
d—o0 n—>00 w[n,%]
Alors:
lim P{E| Yy, — 0 < awyy ()} = F (@)

dans tous les points de continuité de F ().
COROLLAIRE : S7 nous avons encore une condition:

) Wi P
(C“) wy 7 — 00

n

— I

alors:
lim P{&| Yy () —0<awy B} =F(2)

dans tous les points de continuité de F (a).

4. — REMARQUES.

@) Si nous considerons que les variables aléatoires x; (1< j < oco) sont
identiquement distribuée, alors w, =}z pour M, (x;) = 1. Dans ce cas,
d’aprés une corollaire du théoréme clasique de Lindeberg, nous avons la
condition (C,) avec la distribution normale comme fonction F (&) :

a
2

F (a) = ‘_-/e‘Tdu (6 =o0).
Vam,
—o0
Evidemment, dans ce cas, la condition (C,) est aussi satisfaite, parce que
I 2 _ (0] £87] _ Iisx_lk
o o Dl T
N

et alors:
. . [[] = 8m]
fim lim W =
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c’est-a~dire la condition (C;). Enfin, la condition C):

VW R

Nﬂ

” 7n—> 00
ce cas, les cas des sommes des variables aléatoires indépendantes, identi-
quement distribuées, la condition (C;) seule, nous donne que :

est aussi satisfaite, parce que:

— A si nous avons (C,). Alors, dans

u2

e 2 du.

Jlim P ([ Vs, ©) < /N, @) =

—00

Ce résultat a été obtenu directement par A. Rényi dans le travail [6].
6) Pour le cas A (§) =1, la condition (C.) a été obtenu par J. Mo-
gyorddi, dans l'excellent travail [7].
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