
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Silviu Guiasu
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Matematica. —- La repartition asymptotique des sommes aléatoires 
de variables aléatoires indèpendantes non identiquement distribuées. 
N ota  di SiLviu G u i a s u ,  p re s e n ta ta ^  dal Socio M. P i c o n e .

Nous donnons ici un théorème sur la répartition asymptotique des 
sommes aléatoires de variables aléatoires indèpendantes, non identiquement 
distribuées. Le théorème, que nous appelons t. 3, représente l’extension au 
cas des sommes aléatoires de variables aléatoires, indèpendantes, non identi
quement distribuées, d ’un théorème, que nous appelons t. 1, que nous avons 
démontré dans un travail précédent, relatif au cas d ’une suite de variables 
aléatoires quelconques. Pour réaliser cette extension nous avons du passer 
par un théorème intermédiaire que nous appelons t. 2. Ce travail continue 
les travaux [9] et [2].

1. -  N o t a t io n s .

Soit:
6
c
u
n
{ E , P}

£2 (E , óJC, P)

(SK)

M, , M2 
Pb(A)

\S\
N

le symbole logique qui signifie « . . .  appartient à . . . »  ;
le symbole logique qui signifie « chacun des . . . appartient à »;
le symbole logique qui signifie « aumoins un entre . . . »;
le symbole logique qui signifie « . . .  et . . . »;
un, champ de probabili té constitué par l’ensemble JC des
événements E, de probabilité P, qui peuvent se présenter
dans une épreuve;
l’ensemble des variables aléatoires de carré intégrable dé- 
finies sur le champ de probabilité {E , dC , P}; 
l’ensemble des families de variables aléatoires indèpendantes 
dans le sens de Steinhaus -  Ka£;
les moments de premier ordre et de deuxième ordre; 
la probabilité de l’événement A (A € JC) conditionnée par 
l’événement B (B e JC, P (B) > 0 ) ;  
la partie entière du nombre q\ 
l’ensemble des nombres naturels;
la convergence en probabilité dans le sens de F. P. Cantelli [1];

P{i* |X(5)=X,}— la probabilité que, dans une épreuve sur le champ de pro
babilité pris/ en consideration, la valeur numerique de la 
variable aléatoire X, définie sur ce champ, soit X*.

(*) Nella seduta delFii maggio 1963.
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2. -  P r é l im in a ir e s .

Dans le travail [2] nous avons démontré le théorème sui van t : 
ThÉORÈME i. — Soit (Y,)i<«<oo une suite de variables aléatoires définies 

sur le camp de probabilité {E  , <3i , P}, et (N»)I<W<00 une suite de variables 
aléatoires, avec des valeurs entières positives, définies aussi sur { E , dC , P }. 
Soit (wn)i<n< 00 une suite de nombres positifs, (né)x<r<00 une suite croissante 
des nombres entièrs positifs, qui tendent vers Vinfini avec r , 6 un nombre réel 
et F (a) une fonction de distribution.

S i  nous avons les conditions suivantes:

( 0  (Q)
Ny ___ P__
nr r  -> 00

où X est une variable aléatoire positive sur { E , dC , P } avec les valeurs: 
o <  Xr <  X2 <  • •;

(C2) dans tous les points de continuité de F (fi) :

(2) lim P a ,{ 5 | Y*(?) — d < a w n} =  F(a)

pour toutes les valeurs k (k — 1 , 2 , • • •) pour les quelle s P (A^) >  o où:

A* =  {? |X (?)' =  .X*};

(C3) pour chaque £ >  o et t) >  o il  exist e un nombre naturel nQ (z , f i  
et un nombre petit c (s , fi) >  o, de telle sorte que pour n)> nQ(z , f i  nous ayons:

00
(3) P ( U  U m  Y « (0 — Y[)%l(£)| =  **})<»)

m<2Jk,n

où Jk,n est Tintervalle ouvert:

]k,n = ]  [»Xi] — cn , [n\k\ +  cn [ n  N 

alors, dans tous les points de continuité de F (fi), nous aurons:

(A  lim P { 5 | Yn^ )  -  0 <  awlltr X] ©  } =  F (a) .
\ “V r oo

COROLLAIRE : S i nous ajoutons une nouvelle condition, sur le comporte- 
meni de la suite de nombres (wn)t<n<00:

(5) (C4) ‘
W\”y M P 

. r  00 I

alors, nous pouvons affirmer que:

(6) lim P { 1 1 YN (?) — 6 <  awK (fi)\ =  F (a)
00 1 r

dans tous les points de continuité de ¥  (fi).
Si X (?) =  1, les conditions (Q) , (C2) , (C3) se réduisent aux conditions 

classiques de F. J. Anscombe [3].
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3. -  SOMMES ALÉATOIRES DE VARIABLES ALÉATOIRES INDEPENDANTES, 
NON IDENTIQUEMENT DISTRIBUTES.

Soit main tenant une suite (x/)i<j<oo de variables aléatoires vérifiant les 
conditions suivantes :

(7) (,xj)* < / < 00 € (SK)

(8) ( ^ y < c o C £ a( E , J C , P )

(9) Ms- ( x j )  = 0  (1 < j  <  00).

Nous considérons les particularisations suivantes :
la suite (Y«)I<r<00 ayant pour terme général :

(10) Y n =  +  #2 +  * * ' +  Xn i

la suite (wr)i<r<oo dont le terme général est:

(10 w« -=  tM 2 ( x z) +  M2 (x 2) -|-------1- M2 (x „)-

la suite (nr)x<r<0o identique à la suite des nombres naturels :

nr == r.
Alors :

ThÉORÈME 2. — Soit les variables aléatoires (xj)-L<j<oo uvee les condi
tions (7), (8), (9). La suite (Yn)x<n <: 00 dèfinie par  (io), satis fait à la condi
tion (C3) si:
' . W ì w k] ± h n ]  ~
(12) lim l i m ——  -------- = 1  (o >  o , k  =  1 , 2 , • • •) .

5 -> o  n —>00 W [ n lk]

Demonstration : Soit les nombres £ >  o et tj >  o donnés. Soit le nombre 
naturel M =  M ( yj)  tei grand que :

(13) P { 5 | x © > x m} < | .

La condition (12) implique: pour chaque k (k =  1 , 2 ,• • •), il existe un nom
bre naturel n0ìk (s , 7])  et un nombre petit ck (s , y j)  >  o  de telle sorte que pour 
n  >  nQìk (e , 7)) nous avons :

( 4 )

et

j _____________ ^
16

O s)

Soit m aintenant

W \ +  ck n]

wU k!
—  I < JL .

16

nQ =  max n0ìk
£=1,2, • • •, M — 1

et c =  min ck .
£=1,2, • • • ,M — 1
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Alors, pour n > n 0 ( s , yj) nous avons (14) et (15) pour n ’importe quel 
indice k (k =  1 , 2 , • • - ,M — 1). Nous considérons les intervalles :

Jk,» = ]  [nhk\ — cn , [n\i] +  cn [ f iN
et alors :

(' OO
U U { ? || Y „ ©  — Y ^  (?) I >  }n { ? IX (?) =  X, }

k = x  » e ji  „-
M — I /

<  2  M  ^  { ? | | Y W(£)— Y ^ ]  (?) I >  }) +  p { ? I x (5) >  xm } .
k=i \m€: }kn

Pour tous k (1 <L k < 7s/l —  i) :

(17) p (  U {?| |  Y„(?) — Y[̂ ](?)| >  ewwj]})
\m G Ìk,n '

<  P ( U { ? 11 Y[nX j (£)  Yf [»*,£] — r«] (5) I +  I Yf [„*,£] — «*] (5) Yw (?) I >  ZZV[nXk] }\
W ej >

— P { ? 11 Y[«^] (5)—Y[[ŵ ]—*»](£) |-f- . max | Y[[%̂ ]—m]($) Yw(5)|>£W [^]}

^  P .{ ? || Y[ŵ] (?) Y [ [nx k ] — cn) (?) I >  —  W WKkI }

+  P { ? | max c [[***]-«.](?) — Y-  (?) I >  Y  } •
W

Si nous utilisons Tinégalité de Tschebitschev (l) nous avons : 

(l8) P { || Y|>̂ ] (?) Y[[nxk] —cn] (?) I ^  } “

p  ?
[nXk\
2  *y(5)y=[[»^]— «*]+*'

4 “W*]- w [r«».*]—«0

Si nous utilisons m aintenat l’inégalité de K olm ogorov^ nous avons

(19) P { ? | max I cn] (?) —■ Y„ (?) I ^
[nXk] — cn < m  ■^[n'k^ +  cn

P £ J max
( [nX̂ -T-cn <,[nX̂ \+cn Z  xij=[[n\k]—cn\ + i

t  Ì 4  W W k ^ 4 - c n \  W [[nXk] — cn]
> - w [nXA < - -----------— — ---------

W\

(1) Soit % une variable aléatoire défìnie sur (E , Si , P). Si ^ e £ 2 (E , Si , P) pour cha- 
que s /> Q nous avons:

P U | | * © | > s } < M2 (X).

(2) Soit une suite de variables aléatoires (x / ) x</<  ^  qui satisfait les conditions:

( * A  <y <00c  £2 ( E , dC, P) ; (xj)t SJ  < w € (SK ).

Alors, pour cheque e >  o nous avons:

p U max
»"< r < p

r  r  \ P

2  xj  ©  — 2  (xj) >  e [ <  - -  ■ 2  Ma (xj  —  txj)) i n > i , p > n ) ,
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Introduisóns (18) et (19) en (17), nòus avons pour tous k (1 <i k —  1) en 
utilisant les relations (14) et (15) :

(20) P ( U {5 II Yw (£) -  (5) I >  ® WtJ})
\ m  €  Jk ,n )

W ti nXk ] - c n ]  \

W [nXk ) /

4 /  W [[n 7,k] +  cn] \  ^  g £2 Y] 4 £2 7 ] _  I . 3 Y]

£2 \ s2 ’ M — i 16 ^  £2 * M — i ‘ ió ~  M — i ' 4\ /

_4_
£2

U[[nl^] — cn] 4

vi nkk]

V\ln\£+cn\ [̂[nXj^—cn]

W[nlk]
o” ( I

Ensuite, (13), (16) et (20) nous aurons :

P
,k=i me }k n̂

M —i 

<  2
k = i

1
M — 1

3 t] , =
4 ' 4

qui nous m ontre que la condition (C3) est satisfaite.
Dans [4] A. Rényi a démontré (avec les notations faites dans ce pa- 

ragraphe) qu’é tan t donnée la suite (Y*)I;<W<00 de terme generai: Y n =  x 1 
+  ^2 +  • • • +  X», la suite Ol/)i</<oo satisfaisant la condition (7) si:

(21) lim P { 5 | Y*(£) — 0 <  awn } =  F (a)
n —> 00

dans tous les points de continuité de F (a), alors, dans tous les points de 
continuité de F (a) on aura la proprieté de strongly mixing  de la suite

— —ì c’est-à-d ire  :
V W n / i <  n <00

(22) lim Pb{£ I Y„ (5) — 9 <  aw„} — F (a)
n —> 00

pour tous les événements B e Si , P (B) > 0 .
Évidemment, l’egalité (21) implique alors la condition (C2) du théo- 

rème 1, pour les suites de sommes aléatoires de variables aléatoires. Mais 
alors, en utilisant cet très im portant resultat de A. Rényi, le théorème 1 
devierìt, dans les conditions de ce paragraphe :

ThÉORÈME 3. — Soit (#y)i<y<oo une suite de variables aléatoires définies 
sur { E , Si , P} satisfaisant aux conditions (7), (8), (9) et la suite (Y«)I<»<00 
dei variables aléatoires de terme général:

Y n ■ Xx “j- X2 —f- * * * A- Xn •

Soit encore (N n)i<n<oo^ne suite de variables aléatoires à valeurs entieres posi
ti/es^ fèfinies aussi sur {E , SÌ , P} , (wn)r<n<oo une suite de nombres positi/s, 
de terpie général:
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F (a) une fonction de distribution et 0 un nombre reel. S i  nous avons:

(C’O
N„
n  n  - >  0 0

oil X est une variable aléatoires positive sur { E , , P} ay ant les valeurs:
o <  X, <  X2 <  • • • ;

(C2) dans tous les points de continuiti de F (a) :

lim P { 1 1 Y n (5) — 6 <  awn) =  F (a) ;

(Q ) Pour chaque k {k =  1 , 2 , • • • ) nous avons:

lim lim L [|>^] ±&«]
=  I

Ò —>■o  n —>co W\[ n l k ]

Alors:
lim P { \  I Yn (5) — 6 <  aW[„M (£) } =  F (a)

(S >  o) .

dans tous les points de continuiti de F (a).
C o r o l l  a i r e  : S i  nous avons encore une condition:

(C4) V[n%]

w -kj n-> 00

alors:
lim P { 5 | YN;ì ©  -  0 <  ^  (5) } =  F (a)

« -> o o

dans tous les points de continuiti de F (a).

4. -  R e m a r q u e s .

a) Si nous considerons que les variables aléatoires x) (1 < j  < o o ) s o n t  
identiqiiement distribuee, alors wn ~  i n  pour M2 (xf) =  1. Dans ce cas, 
d ’après une ^orollaire du théorème clasique de Lindeberg, nous avons la 
condition (C2) avec la distribution normale comme fonction F (a) :

ar u2
F (a) =  —  e ~  du (0 =  o) .

V2TZ J— oo
Evidemmeht, dans ce cas, la condition (C3) est aussi satisfaite, parce que:

. I 5 j _ ___ 2 ^  [D&d ±8»]
\k n\k [nkk\ t ___ i_

nkk

lim lim =  j
Ò —> o n - > oo l n *k\

et alors :
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c’est-à-d ire  la condition ( Q .  Enfin, la condition (Q ) :

est aussi sa tisfare , parce que: X si nous avons (Q ). Alors, dans

ce cas, les cas des sommes des variables aléatoires indépendantes, identi- 
quement distribuées, la condition ( Q  seule, nous donne que :

a
_____ r _ « 2

lim P { 5 | Ynm( )̂ < a |/N » (? )}  =  —=  e * du .
n —>00 F 2 TU J

— 00

Ce résultat a été obtenu directem ent par A. Rényi dans le travail [6].
B) Pour le cas X (?) =  i, la condition (Ci) a été obtenu par J. Mo- 

gyoródi, dans l’excellent travail [7].
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