
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Octav Onicescu

Sur les fonctions somme au sens large et sur les

corrélations somme

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 34 (1963), n.5, p.
501–503.

Accademia Nazionale dei Lincei

¡http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1963_8_34_5_501_0¿

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
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M atem atica, —  S u r  les fonctions somme au sens large et sur  
les correlations somme. N ote di O ctav O nicescu , p resen ta ta  (*} dal 
Socio M. P ico n e .

1. Nous reprenons ici en considération la rem arque simple sui van te : 
Le fa it que tou te fonction à valeurs réelles définie sur un espace E  et mesu- 
rable par rap p o rt à un corps de parties di, peu t ètre considérée aussi comme 
integrable -  dans un certain  sens très général d ’ailleurs -  par rap p o rt à tou te 
m esure donnée sur di, ouvre des perspectives très larges et utiles, différentes 
de cedes cataloguées à Faide de la notion d ’espace dans différents domaines 
où l’in tegration  joue un ròle fondam ental. Nous le m ontrons ici à Faide du 
concept de fonction somme au sens large.

2. Soit f  (fi) une fonction m esurable du cham p { E ,  di}. L a famille 
des parties

° « = { « |  [ / ( ? ) [ < * }

est évidem m ent croissante avec a et

lim cra =  E.
a - > o o

L a distinction su ivante s’impose :
a) la famille aa est dom inante p ar rap p o rt à di si, quelque soit co 6 di 

différent de E, il existe un tei que cra(oDco;
b) la famille aa est non -dom inan te  par rap p o rt à di, s ’il ex isten t des 

co e dC, en dehors de E, tels que aucun cra ne soit avec co dans la relation cra D co.
PROPOSITION: Les parties co dominées par oa constituent un treillis distri- 

butif 31/ .
E n effet si cOj Q aai , co2C ^a2 il en résulte que 

C0j t_j co2 crm ax t a2) , cOj f q  co2 Cimili (ax , a2)

done co, (J°L et' co,n co2 appartiennen t à 31/  en m èm e tem ps que co, e t co2. 
L a d istribu tiv i té est im plicite. D ’au tre  p a r t 31/  n ’est pas vide car il con- 
tien t la famille cia qui est sa propre dominante (l).

Si nous associons au corps di une m esure M  (co) finie, pour chaque co, 
nous relativisons les relations de dom inance en négligeant les co de m esure 
nulle. C ’est la forme sous laquelle nous utilisons ces relations ici. L a dom i­
nance sera done une dominance en mesure.

(*) Nella seduta dell’11 maggio 1963.
(1) Les treillis sont des semitribus (clans con tenant les intersections dénombrables 

d’éléments) suivant une terminologie qui nous a été communiquée verbalement par son auteur 
N. Dinculeanu.
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3. FONCTION SOMME SUPÉRIEURE ET INFÉRIEURE. -  Il est év ident que 
chaque in tegrale

(2) F(<xa n*>) =  l ’f (Z)M(d$)

existe, quelques soient a e t co e t que, pour chaque a , F ( d a n w )  est une 
fonction somme de co.

Posons, m ain tenan t,

(3) F (co) =  lim sup F  ( g s D co)
s —> 00

(4) F (co) =. lim inf F  (<js n  co) .
s —>00

Il est, alors, évident que si la fam ille Ga est dominante par rapport à  di,
on a
(5) F (co) =  F  (co) =  F  («)

pour chaque co et que F (a) est une fonction somme; / ( £ )  est alors integrable 
au sens habituel.

Si la famille cra n ’est pas dom inante, l ’égalité (5) existe seulem ent pour 
les parties co ap p a rten an t au treillis J£/, sur lequel / ( ? )  est in tegrable (inte- 
g rabilité  relative); il y a en m èm e tem ps des co différents de E qui ne sont 
dominés p ar aucun Ga pour oc fini. Pour ces co on a

F (co) >  F (co)

la prem ière é tan t une fonction sous-additive, la seconde é tan t sur-additive.
F (co) qui est bien définie pour chaque co sera la fonction somme supé- 

rieure, F(co) sera la fonction somme inférieure\ elles sont égales pour les co ap p a r­
ten an t au treillis . Si ce treillis est boolén, il existe une fonction \ ) 
don t l’integrale sur les parties co ap p arten an t à %/ est égale à la fonction 
so m d e  F  (co) restrein te  à %/:

(6) F(co) = | / Jt(^)M (d5) ; coeXy.  '
CO

4. L a  CONNEXION SOMME. -  Si f ( f )  et g ( f )  sont m esurables sur { E , Si}  il 
en est de m èm e de leur produit n (f) =  f  ( f )g  (5). Il existe done en général une 
connexion somme II (co) supérieure et une connexion somme II (co) inférieure, 
qui sont égales sur le treillis 2i u e t jouent le ròle de la connexion somme

n  («) =  ( /  (S )£ A )M (d S )
co

quand n  (5) =  f(% )g'(£) n,est Pas intégrable. La nécessité théorique e t l’u ti- 
lité p ra tique de cette extension est évidente, car on ne peu t pas continuer 
a considérer sans connexion où sans correlation deux fonctions qui ne sont 
pas integrables, m èm e dans le cas où elles sont égales.
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Pour donner l’expression de la correlation somme nous utiliserons le 
fait que I 'intersection des treittis X j  et X'g est un treillis \ X /ig) . Soit alors 
w 6 on aura en vertu des résultats du numero précédent

F (tó) =  j f $ )  M (d5) ; G (co) =  J g (?) M (d5)

pour oc et p suffisarnment grands su ivan t la valeur de co. L a correlation somme 
pour o) e M'fìg est alors définie p a r l ’integrale

T («) = j  [/(?) — F (co)] [g (?) _  G (co)] M (d£)
e’o,pnco

où
=  { ^ | | / ( ? )  | <  a , (5) | <  (3)

si oc et [3 sont suffisarnment grands. C ’est une fonction additive de co sur Kf)g.
L extension aux parties co qui n ’appartiennen t pas à 2t/)g nous conduit 

à une corrélation somme supérieure et à une au tre  inférieure, don t nous 
n ’avons pas à nous occuper ici.

5. Nous term inons en signalant seulem ent que des considérations similai- 
res sont valables pour 1 extension du produit de composition de deux fonctions 
f  et g  definies sur un groupe §, ou nous désignons p ar — x  l’inverse de x  e t 
p a r dx  la m esure elem entaire invarian te  sur le groupe. L ’expression du pro­
d u it de com position somme sera de la forme

I (y , (ù) =  j ' / (x)g  ( y ~ x ) d x  ; co e Xftg ; y  e 8
V |3;òn®

0a,p;5 =  {X | \f(x)  | ^  a ; \ g ( y — x) [<-(3 ; J)/e8}.

8 étant au domaine fermé de §, a et (3 étant suffisarnment grands (en dépen- 
dance de co).
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