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Matematica. — Swr les fonctions somme awu sens large et sur
les corrélations somme. Note di Octav OnicEscu, presentata @ dal
Socio M. Picons.

1. Nous reprenons ici en considération la remarque simple suivante:
Le fait que toute fonction a valeurs réelles définie sur un espace E et mesu-
rable par rapport & un corps de parties &, peut étre considérée aussi comme
integrable — dans un certain sens tres général d’ailleurs — par rapport a toute
mesure donnée sur J, ouvre des perspectives trés larges et utiles, différentes
de celles cataloguées a I'aide de la notion d’espace £,, dans différents domaines
ot Iintegration joue un rdle fondamental. Nous le montrons ici & 'aide du
concept de fonction somme au sens large.

2. Soit f(§) une fonction mesurable du champ {E,#}. La famille
des parties

o ={E| /&) <a}
est évidemment croissante avec a et

lim o4, = E.
o —>00
La distinction suivante s’impose :
@) la famillé o, est dominante par rapport & ¥ si, quelque soit w€ A
différent de E, il existe un «, tel que 6, Do;
6) la famille o, est non-dominante par rapport a ¥, s’il existent des
w € K, en dehors de E, tels que aucun 6, ne soit avec ® dans la relation ¢, D ®.
PROPOSITION: Les parties o dominées par 6, constituent un treillis distri-
butif Ny,
En ‘effet si w;Coq,, ®,C0,, il en résulte que
®; U O, C Omax (a;, a,) H ©; (M O, C Omin (ay , a5)

donc w, U, et w,N®, appartiennent a ¥y en méme temps que ®, et w,.
La distributivité est implicite. D’autre part #; n’est pas vide car il con-
tient la famille 6, gui est sa propre dominanie .

Si‘nous associons au corps & une mesure M (®) finie, pour chaque o,
nous relativisons les relations de dominance en négligeant les  de mesure
nulle. C’est la forme sous laquelle nous utilisons ces relations ici. La domi-
nance sera donc une dominance en mesure.

(*) Nella seduta dell’r1 maggio I963.
(1) Les-treillis 3y sont des semitribus (clans contenant les intersections dénombrables

d’éléments) suivant une terminologie qui nous a été communiquée verbalement par son auteur
N. Dinculeanu.
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3. FONCTION SOMME SUPERIEURE ET INFERIEURE. — Il est évident que
chaque integrale

@) F (5, 16) = [f<€>M<d£>
<§ar\m

existe, quelques soient « et « et que, pour chaque «, F (6,N®) est une
fonction somme de .
Posons, maintenant,

(3) F(0) = lir?_)sol;lp F (6;N w)
(4) F (®) = lim inf F (o, N w).

Il est, alors, évident que sz Zla famille o, est dominante par rapport o X,
on a

(5) F(0) =F (o) = F ()

pour chaque w et que F («) est une fonction somme; f (&) est alors integrable
au sens habituel. v

Si la famille 6, n’est pas dominante, I'égalité (5) existe seulement pour
les parties w appartenant au treillis J{;, sur lequel f (&) est integrable (inte-
grabilité relative); il y a en méme temps des o différents de E qui ne sont
dominés par aucun o, pour « fini. Pour ces  on a

F (o) > F (o)

la premiére étant une fonction sous-additive, la seconde étant sur—additive.

F () qui est bien définie pour chaque w sera la fonction somme supé-
rieure, F (o) sera la fonction somme inférieure; elles sont égales pour les & appar-
tenant au treillis 3;. Si ce treillis est boolén, il existe une fonction fy (§)
dont l'integrale sur les parties w appartenant a ¥, est égale & la fonction
sommle F () restreinte & ¥/:

© F (v) =ff;c GHMEE ; wel.

4. LA CONNEXION SOMME. — Si f (§) et g (§) sont mesurables sur {E, &} il
en est de méme de leur produit = (§) = 7 (£) g (£). 1l existe donc en général une
connexion somme II () supérieure et une connexion somme II (©) inférieure,
qui sont égales sur le treillis et jouent le role de la connexion somme

11 (0) = [ @g )M (@D

(0]

quand = (§) = f (§) g (§) n’est pas intégrable. La nécessité théorique et I'uti-
lité pratique de cette extension est évidente, car on ne peut pas continuer
a considérer sans connexion ol sans corrélation deux fonctions qui ne sont
pas integrables, méme dans le cas ou elles sont égales.
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Pour donner lexpression de la corrélation somme nous utiliserons le
fait que Zintersection des treillis Wy et W, est wun treillis (¥s). Soit alors
© €y, on aura en vertu des résultats du numéro précédent

F (o) =ff<£>M<d&> . G =/g & M (@5)

9, aN® ,p0

pour « et 8 suffisamment grands suivant la valeur de w. La corrélation somme
pour w €, est alors définie par lintegrale

Y(e) = / [f (&) — F ()] [¢ &) — G ()] M (dE)

éa’ﬁﬂm

bup ={EII/® =< , [£®|<p}

si « et § sont suffisamment grands. C’est une fonction additive de « sur X,

L’extension aux parties © qui n’appartiennent pas a #;, nous conduit
a une corrélation somme supérieure et & une autre inférieure, dont nous
n’avons pas i nous occuper ici.

5. Nous terminons en signalant seulement que des considérations similai-
res sont valables pour 'extension du produit de composition de deux fonctions
/ et g définies sur un groupe $, ol nous désignons par — x l'inverse de x et
par dx la mesure élémentaire invariante sur le groupe. L’expression du pro-
duit de composition somme sera de la forme

I<y,w>=/f<x>g<y~x>dx ; wely, ; yed
éa’ﬁ;gﬁm
Opio = {7 ||/ @) <o ; |g(y—2x)|<B ; ye3}.

8 étant au domaine fermé de 8, « et 8 étant suffisamment grands (en dépen-
dance de o).
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