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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica, — Sulle funzion i di invarianza per i pro- 
blemi del calcolo delle variazioni unidimensionali d i secondo ordine. 
N ota  di A n d rà s  K ósa, p re s e n ta ta 0  dal Socio M. P ico n e .

Il concetto di funzione d ’invarianza, am piam ente utilizzato dal Picone (l), 
si m ostra u tile per dare condizioni sufficienti per l’estremo assoluto dei p ro­
blemi del calcolo delle variazioni ed ha im portanza anche nella separazione 
degli autovalori delle equazioni differenziali di tipo euleriano. In  questa N ota 
ci occuperemo dèlia s tru ttu ra  delle funzioni d ’invarianza per l’integrale

b

J [y] =  f f ( x , y , y  ,y") dx

ed in relazione a tali funzioni enuncieremo certi risu ltati.

I. Userem o le seguenti no tazioni:
siano p' (x) , p" (x) funzioni date  neH’intervallo [a , 6], con la condi­

zione
p' (x) <  p" (x) per a < x  <  b \

definiamo i domini T 0 , T x , T 2 delle variabili (x , y 0) (x , y Q , yi)  , 
(x , y 0 , V1 , y 2) nel modo seguente:

T 0 — {a <  x  <  b , p' (x) < y 0 <  p" (x) } , T x =  { (x , y Q) e T 0 ; y 1 arb itrario  } 

T 2 == { (x , y Q) e T 0 ; y\  . ,ya arbitrari} ;

sia E  la classe delle funzioni y  (x), definite e continue, insieme alle 
loro derivate fino al quarto  ordine, nell’intervallo [a , ó\, verificanti la con­
dizione

(x , y  (x)) e T 0 per a <  x  <L b .

Sia f { x  , y Q , y x , y 2) una funzione.data e continua in T 2. È evidente 
che il funzionale

b

Jf [y (x)ì =  /  f i x  , V (x) , y  (x) , y  ' (x)) dx

è definito per ogni y  (x) e E.

(*) Nella seduta dell’n  maggio 1963.
L’Autore ringrazia l’Istituto Nazionale di Alta Matematica, che, con una borsa di 

studio, gli ha permesso di partecipare ai Seminari del prof. G. Fichera e di compiere il 
presente e i precedenti lavori.

(1) Ved. [1], [2] e [3].
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Diam o le seguenti definizioni:
a) si dice che la funzione v (x , y Q , y x ,yf),  definita e continua in T 2, 

è una funzione d ’invarianza nel caso degli estremi liberi, se per ogni funzionò 
y  (pc) e E il funzionale Jv [y (x)] ha sempre lo stesso valore;

b) siano dati q u a ttro  num eri : aQ (p' (a) <  aQ p" (d)) , ax\ bQ
(p' (b) <  b0 <  p" (6)) , bx. Diciamo che la funzione v (x , y Q , y x , jy2), definita e 
continua in T 2, è una funzione d ’invarianza nel caso degli estremi fiss i , se 
per ogni funzione ( j )  e E che soddisfa le relazioni

(1) y  (a) =  aQ , y  (b) =  bQ ; /  (a) =  ^  , /  (b) =  bx

il funzionale Jv [y (x)] ha sem pre lo stesso valore.
Osservazione I  : Sia F J(;r , y Q , yf)  una funzione definita e continua in

T x, insieme a tu tte  le sue derivate parziali. Si vede m olto facilm ente che 
la funzione

(2) F* (x , y 0 , y ,)  +  (x , y Q , y z) y z +  (x , y Q , y z) y 3

è una funzione d ’invarianza nel caso degli estremi fissi.

II. Possiamo enunciare il seguente
TEO REM A: Condizione necessaria affinchè la funzione ( f  (x , y 0 , y 1 , yf) 

sia una funzione d'invarianza è che abbia la form a

(3) /  =  K ( x  , y a , y z) +  B (x , y 0 , y I) y x

m  T 2. Se le funzioni A  e B sono di classe due (2), allora condizione necessaria 
e sufficiente affinché la (3) sia una funzione d'invarianza nel caso degli estremi 
fissi è che le funzion i A e B soddisfino in T I} al sistema di equazioni alle derivate 
parziali del secondo ordine

(41) Di ipc , yo ì y f) 2 ByQ A yi y  ̂ -f- Bxy  ̂ -j- ByQ vz *y i — o ,

(42) D 2 (x , y Q }y x) =  Ayo A xŷ  -T B** T- (2 B*Vo- A yoy^)yI T By0y0,y 21 — o ;

inoltre, nel caso degli estremi liberi, condizione necessaria e sufficiente affinché 
la (3) sia una funzione d'invarianza è che le funzioni A  e B siano soluzioni 
del sistema (4) con le seguenti condizioni al contorno :

| B (a , y Qìyf) =  B (b , y Q , y x) =  o ,

(5) ' Bx ( a fy 0}y x) — Ayi ( a , y 0 , y x) = o }

[ Bx(b , y 0 ì y f  —  A y f i b ^ y ^ y f  = 0

per (ax , y Q , y x) e T x ,(b ,y„ , y x) e T x .

(2) Cioè sono funzioni continue insieme a tutte le loro derivate parziali fino al secondo 
ordine.
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Dim ostrazione :
L a linearità della /  in y 2 segue im m ediatam ente dalla ben nota condizione 

necessaria di Legendre.
a) Necessità delle condizioni (4) e (5). -  Sia la (3) una funzione d ’in­

varianza nel caso degli estrem i fissi. L ’equazione di Eulero

r ___ d_ r \ d 2 r _

deve essere u n ’iden tità  per ogni y  (x) e E che soddisfa la (i) . Dopo un breve 
calcolo si ha :

(fi) fy Q fy~i +  ct%̂ f y'2 ~  (x  > y  00  » y  CO) my  CO +  d 2 (%, y  {%), y  (#)),

e dalla (6) segue, ovviam ente anche nel caso degli estrem i liberi, la necessità 
delle condizioni (4^, (42).

Nel caso degli estremi liberi, com’è ben noto, devono essere inoltre veri­
ficate, nei punti a e ò, le condizioni di trasversalità

(7) fy a =  O , O.

Scrivendo de ttag lia tam ente  le condizioni (7) si ottiene la condizione (5).
b) Sufficienza delle condizioni (4) e (5). — Prendiam o due funzioni 

arb itrarie  di E : y x (x) , _y2 (x) e consideriamo la funzione

(8) 9 (t) =  Jf  [y, (x) +  t  (y2 (x) — y x (*))] per o <  t  <  1 ,

dove /  è del tipo (3).
E  evidente che

y  1 (x) +  t (y2 (x) — y z (x)) € E per o <  t  <  1 , 

ed anche che la (8) è differenziabile in (o , 1). La derivata ha la form a :

b ' b

(9) ?' 00 = J ( - ^ / ) dx  =  J { 1 o (y*— y ù  + A  OL— y[) + f y3 ( y[  —  y* )} dx  <3>

d A  +  L r  A  [ O *— y j  dxdx= ./ I '*
a

+  [ ( -J^ A  —  A )  .(y3 — y t) + fj,a( y ’a — y t)

(3) Con il segno  ̂ vogliamo indicare il fatto che gli argomenti delle funzioni assegnate 
sono i seguenti:

(x , y x (x) -1-  t  ( ya (x) -—y x (x)) , y x ( x ) y t  ( y 2 (x) — y x (x)) ,y'i (x) 4 - 1 ( y i  (x) — y x (x)) .
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In v irtù  della (6) si ottiene :
b

?' OD = J  {Di •(?* (x) — y ” (x)) +  D ,} àt
a

+  [{Bx +  Bj,o (X  (x) +  t  ( y ’2 (x) — y\ (xj) — Ky}  (ya (x) —  y t (x))

+  B - ( y ’ ( x ) ~ y ^ ( x ) f a,

cioè, tenendo conto delle (i), (4) e (5), in entram be i casi relativi agli estremi 
si ha :

9' (t) =  o per o <  /  <  1 ,
e quindi

<P ( 0  =  9 (o) =  J / [y* (*)] =  J / [yz (*)] •

Con ciò il teorem a è d im ostrato com pletam ente.

II I . E evidente, in seguito all’Osservazione 1, che, supponendo la F 
(x , f o  , Ai) di classe tre, le funzioni

A =  F* (x , y Q , Ai) +  > Ao , Ai)-Ai ,

B =  Fy  ̂ (.x  , a  o > A1)

soddisfano le equazioni (4 J  e (42).
Per costruire delle funzioni d ’invarianza d ’altro genere, cerchiamo solu­

zioni delle equazioni (4) nella forma seguente :
n m

(9) A =  2  a ’ 0  , y a)y \  , B =  2
z=o y=0

dove a* (# , y 0) , (# , yf)  sono funzioni di classe due in T OJ e si suppone
inoltre che

(10) a ” (x , y 0) ^  o , (3“ (x , y a) ^  o , (a” (x , y 0)y~\~ (P“ (x , y 0))2 ^  o in T0.

Dopo la Costituzione dei polinomi (9) in (4^ e (42), nei secondi m em bri 
di queste condizioni compaiono, nell’ordine che segue, polinomi di grado

m , n — 2 , m  —  1 in (4^ ,

n ,n  —  1 ,n t  1 , n ym 2 in (42) .

D a ciò, tenendo conto anche della (io), si vede subito che le equazioni (4^ , 
(42) possono avere una soluzione della form a (9) soltanto nel caso

n — m  2 .

Posto n\±=m- f- 2 , dopo la suddetta  sostituzione, si o ttien e :

222 m +  2

D * =  'E/CiCx , y 0) y i  =  o , D 2 =  ' È C Ì ( x , y 0) y ì  =  o .
J—° 2=0
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Devono quindi essere verificate le equazioni :

(11) C i ( x , y a) =  o , C’a( x , y 0) =  o in  T0,

L a (11) ci fornisce 2 w - f  4 equazioni per la determ inazione delle 2 m 4 
funzioni od (pc , y Q) , fi-7' (x , y Q). Dopo un semplice calcolo si ottiene che

C7 = ( m +  2) (x , y 0) —  (m +  2 ) ( m +  i) <xm+2 (x , y 0) ,

c : +a =  K U  (* - %) -  (»* +  0  ° C 2 (* - %) -  (m +  2) -± -  CT ,

cioè il num ero delle equazioni indipendenti in (i i), è sempre m inore del num ero 
delle funzioni oc2 , .

Consideriamo, come esempio, il caso m =  o. Si prende allora

A  =  a 0 (x , y o) +  a1 (x , y 0) y 1 - f  oc2 (x , y 0) y \  ,

B =  P° (x , y D) .

Dopo un breve calcolo si ha :

C° =  a°o— a^ +

C‘ ~  2 V-x +  2 =  -gj C° ,

c ;  =  k->o -’’o
i 3 po 

11

Se si sceglie, ad arbitrio, le funzioni $°-(x , y Q) e a1 (# , jyG), dalle condizioni 
C° =_Ca =  o risulta che la funzione

( I2) /  =  / {«*(*>%) — fé*(* .% )}  d%

+  aI (* .% )^ i +  K0(^ »%) j i  +  P ° (* , y a) y 2

è una funzione d ’invarianza nel caso degli estremi fissi. Se, per esempio, 
P° =  p° (x), dove p° (a) =  (3° (b) =  o, e si assume la funzione a1 (x , y Q) soddi­
sfacente alle condizioni

aI (^ , %) == K  (a) , \b  , y a) — fé (b) , ( « , % ) ,  (b , y 0) e T OJ

allora la (12), con questa scelta di (3° e a 1, come subito si vede, è una funzione 
d ’invarianza anche nel caso degli estrem i liberi.

Osservazione 2 : La funzione (12), in generale, non è del tipo (2). La (12) 
si può scrivere nella forma

C13) /  =  P*ix , y a , y T) +  ql (x , y a , y j  y x +  (x , y a , y z) y 2
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nei modi seguenti :
11 T» T
» £ , f  =  a1 + , r 1

P'" =  ( {al —  dy0 +  a1 -yz > r  = » r 2

Pz =  J'W* — P** dy0 4- P°o-y\ , g3 =  a1 ,

p* =  1 {ax —  P**} dy0 +  a1 -yz +  &o-yl , g4 =  0 , r4

Dalle uguaglianze
1 , 1 noTx py1 — Px > r- ~ P l z =  P* —

ryQ ,9yx — fìyQ >

segue che si possano scegliere le funzioni (3° , a1 in modo che per ogni 
i =  i , 2 , 3 , 4  almeno una delle iden tità

0 4 ) PÌ0 =  9Ì , , f = r ; o in T.

non sia soddisfatta.

IV. Form uliam o come conseguenza im m ediata del Teorem a il seguente 
Corollario: Consideriamo l’integrale curvilineo

0 5 ) f P ( x , y  , z ) d x  +  Q ( x , y , z ) d y  -f  R ( x , y , z ) d z

nel dominio T x, con gli estrem i fissi, calcolato soltanto lungo curve della forma

y  =  y  0*0
z  =  y  (pc)

dove y  (x) è funzione q u a ttro  volte differenziabile. Supponendo che le fun­
zioni P , Q , R  siano di classe due in T x, condizione necessaria e sufficiente 
affinché l’integrale (15), calcolato sulle curve (16), non dipenda dalla curva, 
una volta fissati gli estremi, è che le funzioni P , Q , R soddisfino, in 
alle condizioni :

/ 2 (Ry ,Q0 —  (P* R*) +  z  (R^ ■— Qz) =  o ,

0 7 ) p,  -  Q* +  ^  (R* -  P.) 4~ * | —  (R y— Q.)

( +  ~$y (R *~~ p 01 +  5,2 - | r  (r j- — Q») =  0 •

Come segue da quanto  abbiam o detto , la funzione (12) scrivendola nella 
forma (13) (preso 3/ -  y Q , % =  y x , p l =±= P , q* =  Q , =  R) soddisfa sempre
il sistem a (17), m a può non soddisfare le condizioni (14).
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Infine osserviamo che si può formulare, con facilità, tu tti  i teoremi ana­
loghi a quelli enunciati in [1], [2] e [3] che si basano sulle funzioni d ’in v a­
rianza.
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