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N O T E  D I  S O C I

Magnetofluidodinamica. — Un teorema sttl flusso di energia 
nel moto d i un fluido d i alta conduttività elettrica in cui si genera 
un campo magnetico. N o ta (#) del Corrisp. Cataldo A g o stinelli.

1. Se si considera il moto di un fluido non viscoso, di alta conduttività 
elettrica, in cui si genera un campo magnetico, sussiste una notevole rela­
zione relativa al flusso di energia totale attraverso una superficie fissa chiusa 
qualsiasi appartenente al campo del moto del fluido. Se poi gli elementi 
del campo magnetico e del moto sono periodici rispetto al tempo, si ha l’equi- 
valenza in un periodo del flusso totale di energia attraverso la superficie 
considerata e del flusso dello stress magnetico e di pressione attraverso la 
stessa superficie.

2. Le qquazioni magnetodinamiche per un fluido perfetto di alta con­
duttiv ità  elettrica, tale da poterla ritenere infinita, scritte nella metrologia 
gaussiana razionalizzata, si riducono, com’è noto, alle seguenti

/ 3B . .
.-37- +  rot (B A») =  o

div B =  o 

B =  [xH 
dvp =  rot H A B — grad p  +  p grad U 

+  div [pò] = 0

P = P i  P]
in cui i simboli hanno il solito significato e dove la permeabilità magne­
tica p. è supposta costante.

(*) Nella seduta del 20 aprile 1963.

32. -  RENDICONTI 1963, Voi. XXXIV, fase. 5 .
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Se ora nel campo in cui si muove il fluido consideriamo una superficie 
chiusa g qualsiasi, che limita un volume S, moltiplichiamo quindi ambo i 
membri dell’equazione del moto scalarmente per il vettore velocità v e inte­
griamo sopra tu tto  il volume S, abbiamo

0 )  Xv - d S  +  f grad p x v - d S  — p - f rot H a H x W S  —
S s S

p grad U x  v-dS =  o .

Tenendo conto" dell’equazione di continuità risulta

dv dv2p - X v =  — pdt 2 ' dt dt (P̂ ) dp
~dt dt (p^2) +  div (pv2-v)

e integrando rispetto al volume S, applicando il teorema della divergenza, 
si ha

(3) Xv - d S  =  —  I ~  pv*-dS + — / 9v 2- v x n - d a ,
s

essendo n il versore della normale esterna alla superficie a.
Analogamente, essendo la pressione p  funzione della densità, se poniamo

(4) P(P) _  f  dp
T  f  ‘*■

possiamo scrivere

g ra d p  X v  =  pgrad  P (p) X v =  div [P (p).p v] — P (p)-div(p v) =

=  d iv [P (p ).p r]  +  P ( p ) ^ - ;
ma

p w % = i  top («]■-1“ % = [PP Co)] -  » f  % = 4  [eP (»)] -  % ■
Ne segue

grad p  X v =  div [P (p) • pz>] -f  - L  [pp  (p) _  p]
e

(S) j"gra.d p x v - d S  = ~  j [pP (p) — p] dS P (p)-pvXn-da,
S S a

dove pP (p) •— p  è l’energia di pressione riferita all’unità di volume.
Nel caso di un fluido in condizioni adiabatiche in cui p  =  Cpv, risulta

pW = 7 ^ T  ■ . PpW - /  = 7ér -
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Si ha inoltre, per la prima delle (i),

rot H a H x » =  rot H x (H à ») — H x

=  div [H a (H a ®)] — -
e quindi

rot (H a ©) -j-

9H2
~JF ’

du
~dt~

(6) j rot H a H x w - ^ S  =  / — H2-dS +  fH a ( M a » ) x « .* .
s s

Infine, se il potenziale U delle forze di massa non elettromagnetiche 
non dipende esplicitamente dal tempo, si ha

p grad U X » =  div (U • p») — U -div (po) =  div (U • pt>) +  (pU)

J  pU -vXn-do.
a

Sostituendo (3), (5), (6) e (7) nella (2) si ottiene

(7) Jp grad U x v-dS — dt pu-dis -1

w  \ Ì ^  +  [Pp  ( P ) - P i  +  T P H * —  PU  ( +

+  J P ( p ) - p » x «  — p H A ( H a « ) x « - p U - t > x » | ^ c T  = 0
o

che si può scrivere

(8) f l f f  | - p ^ + [ p P ( p ) — p]  +  - [rH2- p U | < f S  +
s

+  j  | y  +  [pP (p) — P] +  —• P-H2 — pU | • V  X n -da +
a

+  J  \ p  + AJ XH2 — ji3C ( H f H)j  «X n-da =  o,
0

dove X (H  , H) è una diade tale che X (H , H) v X n =  H X v - H X n . 
Osserviamo che la quantità

(9) S =  -  P®* +  [Pp (P) “  Pi  +  ~  !^H2 — pU

rappresenta l’energia totale riferita all’unità di volume (I>, e che l’espressione

(10) <» =  — \ p  pH2 — ^  (H , H) |

(1) Cfr. C. AGOSTINELLI, Sulla stabilità dei moti magnetofluidodinamici stazionari, « Ren­
diconti Accad. Naz. dei Lincei», serie V ili , voi. XXIX, fase. 6 e voi. XXX, fase. i.
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è lo stress dovuto agli sforzi magnetici e di pressione idrodinamica. Invero 
questi sforzi derivano dai termini dell’equazione del moto [ x r o t HA H  — 
— grad p , che rappresentano l’azione combinata della forza di Lorentz e 
del gradiente di pressione. Ora risulta

rot H a H =  —  H — — grad H 2aìr 2 Q

d\!Ldove -^p- H è uguale al gradiente della diade X (H , H) (2) ; perciò 

rot HA H =  grad j  X (H , H ) ---- ^-H2 J
e quindi

( n )  (iro t H a H  — g ra d p  =  — grad j p  + — |i.H2 — pit (H  , H) | =  grad <D .

L ’equazione (8) si può scrivere allora in forma più semplice

( 12) —  j £  dS  +  j & -v x n-da =  j  <Du xn-da
S C G

che è una notevole relazione relativa al flusso di energia totale attraverso una 
superficie chiusa qualsiasi.

Ora è noto che il sistema di equazioni (1) ammette delle soluzioni in 
cui gli elementi del moto e del campo magnetico sono funzioni periodiche 
rispetto al tempo. Se perciò consideriamo una soluzione periodica di periodo T 
e integriamo ambo i membri della (12) rispetto a un periodo, poiché risulta

/' IT
&d S =  o, si deduce

o
T T

( 13) dt / & • v X n da dt / Ov X n da
o o o o

la quale esprime il seguente teorema di media:
In  un moto periodico d i un fluido compressibile, non viscoso, di alta con­

duttività elettrica, i l  flusso d i energia totale in un periodo attraverso una super­
ficie chiusa qualsiasi fissa, immersa nel campo del moto, e uguale al flusso dello 
stress magnetico e d i pressione attraverso la stessa superficie e nello stesso periodo.

(2) Infatti, con riferimento a un sistema di assi cartesiani ortogonali, si ha

d H
dP H =  V H)-

i— I
cH
dxj ~

3
V
1 = 1

—  (H,- H) = grad X (H , H).


