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Meccanica. — Sulla struttura locale delle equazioni dinamiche di 
un sistema anolonomo. Nota di C a r l o  C a t t a n e o ,  presentata C) dal 
Socio G. K r a l l .

Elem ento principale di questo breve studio sarà l ’utilizzazione in m ec
canica analitica di un operatore differenziale -  la derivazione trasversa (ordi
naria o covariante) -  già in tro d o tta  anni or sono in questioni relativ istiche (l). 
M ostrerem o (n. 3) come, m ercè l’uso di tale derivazione, le equazioni dinam iche 
del m oto di un sistem a m ateriale in presenza di un vincolo anolonomo lineare 
indipendente dal tem po assum ano form alm ente la stessa s tru ttu ra  locale 
delle ordinarie equazioni lagrangiane di un sistem a olonomo.

Il risu lta to  non sem bra essere puram ente formale, riattaccandosi esso 
evidentem ente all’id en tità  geom etrica locale tra  vincoli olonomi e vincoli ano- 
lonomi lineari. Come tale id en tità  si perde non appena i vincoli vengano 
considerati più in grande, cosi è n atu ra le  che differenze sostanziali tra  i 
corrispondenti sistem i differenziali si presentino in tu tti  i problem i che im pli
chino considerazioni non puram ente locali.

Ad ogni modo la conseguita semplificazione locale consente anche la 
traduzione formale delle equazioni di m oto in veste ham iltoniana, pur di 
conservarvi l ’impiego della derivazione trasversa (n. 4). Se si pensa allo 
ufficio fondam entale del formalism o canonico nella trascrizione quantistica 
della m eccanica, non è escluso che l’interesse del risu lta to  vada oltre il sem 
plice progresso formale.

1. Prem esse. ~ Sia S un generico sistem a olonomo a n  -f- 1 gradi di 
libertà, a vincoli fissi ; x* (i =  o , 1 , •••, /&) sue coordinate lagrangiane arb itra 

rie ; T  (x  | x)  =  -—g kk (x) x h x k l ’energia cinetica ; §L == 8x A il lavoro vir

tuale dèlia sollecitazione a ttiv a . Supposto assente ogni a ttrito , il m oto di S 
è re tto  dalle n 1 equazioni

s \ d cT ?T „  ri
( 0  =  ( i  =  o , i

Se, al m odo classico, introduciam o la varie tà  riem anniana rappresen
ta tiv a  V n+1 (spazio delle configurazioni) di m etrica positiva ds2 = ghkdxh d x ki 
sono ben note le seguenti in terpretazioni geom etriche (2):

(*) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) Cfr. « Il Nuovo Cim ento», io .  pp. 318-337 (1958); «A nnali di M atem atica», vo

lume X L V III, pp. 361-386 (1959).
(2) Cfr. per esempio E. T. W h itta k er , A naly tica l D ynam ics , Cambridge U niversity  

Press, 1937, p. 417.
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i ° l ’insieme delle n 4 - i velocità lagrangiane vh == x h individua un 
vettore controvarian te  v di V^+ I , chiam ato velocità (rappresentativa) di S. 
Le n -f- i derivate  parziali

/ X 9T
(2) . = T ^ T  ^ S h k xh

(momenti del sistem a S) rappresentano  in form a covariante lo stesso vettore.

L ’energia cinetica T  si identifica con la sem i-norm a di v : T  =  —z;2 =  -— vh vh ;

2° per il significato intrinseco di &L e il ca ra tte re  vettoriale di { 8x h }, 
anche le n - f  i q u an tità  ¥ h individuano, in form a covariante, un vettore F 
che può chiam arsi la fo rza  attiva  (globale) agente su S ;

3° le equazioni (i),  esplicitato  il secondo term ine e tenuto  conto 
delle (2), si scrivono

(3) ^ - - ^ dk Z r * v ' V = F k

o anche, in troducendo il simbolo D di derivazione assoluta in V*+ I,

(4)
Di;
dt 6.

In  tale form a sin tetica le equazioni di m oto del sistem a si presentano 
simili a quelle di un pun to  m ateriale fittizio di m assa un ita ria  mobile in 
'V„+I so tto  l’azione della forza F.

2. Introduzione di un vincolo anolonomo. Richiami sul metodo
DELLE PROIEZIONI E SULLA DERIVAZIONE TRASVERSA. -  Supponiam o che al 
sistem a S sia u lteriorm ente im posto un vincolo anolonomo lineare indipen
dente da l tempo :

(5) Ya(*)-** =  ° -

Il significato invarian tivo  del vincolo e il cara ttere  vettoriale di { x k } assi
curano che igli n  -f- 1 coefficienti .yh (x) individuano, in ogni pun to  di V*+ I , 
un  vetto re  y non nullo che potrem o supporre un itario

(6) y . Y* = I .

Si può p ertan to  dire che un vincolo anolonomo lineare fisso è individuato 
da un campo di vetto ri u n ita ri y (x) di V n+1 o, ciò che fa lo stesso, dalla 
congruenza L delle linee ad essi tangenti. In  ogni punto  di V w+1 il vincolo (5) 
im póne al vetto re v> velocità di S, di appartenere alla faccetta  ^-dim ensio
nale S  ortogonale a y faccetta vincolare). N aturalm ente se il vincolo è vera
m ente anolonomo, se cioè le faccette vincolari non si raccordano in iper
superficie, 1̂  non è una congruenza norm ale.

U n a notevole semplificazione formale può o ttenersi m ediante un cam
biam ento di coordinate lagrangiane tale che le linee di F si identifichino con
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un sistem a di linee coordinate, per esempio le linee (3>. Siffatte coordinate 
verranno d e tte  coordinate adattate al vincolo anolonomo (5) 3 (4). In  coordinate 
ad a tta te  le com ponenti del vetto re y, che conveniamo di orientare secondo 
le ;r° crescenti, assum ono i valori

0 ) y° =  o y ° = i  H JZ  ; i i = g o;l1~gf0 .
Sem pre in coordinate ad a tta te , se la velocità v  del sistem a si esprime 

in form a covariante, il vincolo anolonomo (5) resta  espresso dalla sem pli
cissima condizione

(SO v Q =  o .

D a ora in poi l ’uso di tali coordinate sarà sem pre sottinteso.
In un generico pun to  P di V n+I diremo verticali tu tti  i vettori collineari 

a y, orizzontali tu tti  i vetto ri ortogonali ad esso. I prim i costituiscono un 
sottospazio tangente unidim ensionale ©, i secondi un sottospazio tangente 
a n dim ensioni che si identifica con la faccetta  vincolare 2  ; © e 2  sono 
m utuam ente  ortogonali e supplem entari. In  coordinate a d a tta te  i vettori 
orizzontali sono caratterizzati [cfr. (5')] dall’annullarsi della loro com ponente 
covariante d ’indice zero. I vettori^ verticali [cfr. (7)] hanno invece nulle le 
com ponenti con trovarian ti d ’indice diverso da zero.

Ciò premesso si consideri, in un qualsiasi pun to  di V*+ I, un generico 
vettore V ; esso è univocam ente decomponibile nella som m a di due vettori 
A ed N, il prim o parallelo e l’altro  norm ale a y : li direm o rispettivam ente 
'proiezione verticale ($© V) e proiezione orizzontale (P 2 V) di V. U11 calcolo 
semplicissimo m ostra  che

j A.- =  Se V,- =  Y,.Y,V '
U  ( N , =  ?s V,- =  Y.r Vr

ove si è posto

(9) Yir =  gir ~ Y i Y r -

Lo spezzam ento di V nella som m a di A e di, N verrà detto  la decomposi
zione naturale di V.

L ’operazione di proiezione su © e su 2  si estende in m odo evidente 
ai tensori d ’ordine qualunque, operando su ciascun indice m edian te il pro
iettore verticale y2-yr o il p roiettore orizzontale y2>. Si avrà per esempio, con 
tiot^zioni evidenti :

^20 T ìj =  y*v Y/  Yf 
$eeT,y =  y.-y,- YrYs^rs ■

(io )
^22 T,.y. =  y«> Y/f T ”
^02 T.y =  Yi YrYjs Tr

(3) 'Chiameremo (a =  1 , 2 , n) le altre n coordinate. In  tu tto  il presente la 
voro conveniamo che gli indici latin i varino da o ad n, gli indici greci da 1 ad n.

(4) La determ inazione di coordinate ad a tta te  com porta la risoluzione di un sistem a dif
ferenziale del i° ordine; le eventuali difficoltà che esso può presentare non interessano in questa 
sede, ove si ha di m ira la  stru ttura  locale delle equazioni di moto.
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Il tensore doppio sim m etrico yjV definito dalla (g) ha identicam ente nulle 
le com ponenti covarianti in cui uno o en tram bi gli indici assumono il valore 
o ; esso è p ertan to  un tensore orizzontale, cioè appartenente alla faccetta 
vincolare E ; oltre all’ufficio di p ro ie ttare  su E vettori e tensori, esso ha 
anche quello di tensore metrico orizzontale, cioè di tensore m etrico indotto  
nella facce tta  vincolare E.

A ssegnata in V^+I una qualsiasi funzione scalare f ( x °  , x 1- , • • •, x*) con
sideriam one il suo gradiente, g r a d /  =  { 3,-/}, e punto  per punto  di V^+I 
effettuiam one la proiezione su E ;  il campo di vettori orizzontali che così

si o ttiene dà il cosidetto gradiente trasverso di / :  g r a d /  == $2 (3*/). D a tale 
definizione segue im m ediatam ente, tenu to  conto di (8)2 e di (gj :

(11) g r a d /  e=  {%/} =  {(c\  — y,. y° 30; f } •
 ̂ <s>

L ’operazione differenziale 3,- =  3,* -— y2- y° 30 (30 =  o), che ha un ovvio ca ra t
tere tensoriale in quan to  applicata  ad uno scalare /  ne fornisce il g radiente 
trasverso, dicesi derivazione parziale trasversa. M ediante essa si definisce 
anche un differenziale trasverso secondo un qualsiasi vetto re dx*

(12) d f - ^ d i f d x 1.

Si noti che se d x{ è un vettore orizzontale il differenziale trasverso coincide 
col differenziale ordinario

(13) d f  — d f  (d x e H ) .

In  modo analogo si può definire u n ’operazione di derivazione trasversa
covariante, che opera su vettori (o tensori) orizzontali e dà origine a tensori
orizzontali. Sia sj un campo di vettori orizzontali (s0 =  o) e V i sj la sua
deriva ta  covariante in V„+I ; nessuno degli indici di V i  S j  avrà generalm ente
carattere  orizzontale. Chiam asi derivata covariante trasversa del campo di?»
vettori s y  il tensore orizzontale V i S y ,  proiezione di V ^ s j  su E :

(14) S i . S j  =  $22 V,- S j  =  Y; rj  V h S k .

U n calcolo uri po’ lungo m ostra  che tale deriva ta  si esplicita form alm ente 
come u n ’usuale d eriv a ta  covariante

C1 5) V  S j  =  di  S j  | - | Sh

• • • • • ^con i sèglienti a d a tta m e n ti: 1) la sostituzione della derivazione trasversa 3*
alla derivazione parziale ordinaria di 2) l ’uso di simboli di Christoffel oriz
zontali, di p rim a e di seconda specie, costruiti m ediante il tensore m etrico 
orizzontale y a n c o r a  con l ’uso della 3* in luogo di di :
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L a derivazione covariante trasversa gode di tu tte  le p roprie tà  formali di 
una qualsiasi derivazione covariante e si estende in modo evidente ai tensori 
(orizzontali) di ordine qualunque. Vale per essa un teorem a analogo a quello 
di Ricci, re la tivam ente al tensore m etrico orizzontale

(I?) VaTQT =  O.

M ediante la deriva ta  covariante trasversa si definisce una differenziazione 
trasversa e una derivazione to tale  trasversa lungo una qualunque linea /  
di equazioni param etriche x* =  x { (t) :

(18) D sj 
dt 'Sii s

dxi 
3 dt

dsj j r  i ' dxl
dt \ ij  j Sr dt

L ’espressione di D s jjd t  che com pare al terzo m em bro della (18) ha signi
ficato anche se sy non è un vero campo vettoriale m a è definito so ltan to  nei 
p u n ti della linea 1.

Q uanto  precede non è che l’ovvio ad a ttam en to  al caso di una varietà 
d o ta ta  di m etrica definita positiva di considerazioni già svolte anni or sono 
per una varie tà  a m etrica indefinita.

3. E q u a z io n i  d i  m o t o  d i  u n  s is t e m a  a n o l o n o m o . -  Q uando al sistem a 
olonomo S considerato al n. 1 si impone il vincolo anolonomo (5) la sua ener
gia cinetica può esprimersi nelle sole velocità lagrangiane di indice non nullo, 
elim inando la x°  m ediante la (5) (che fornisce x°  =■— i ^ / y 0). Si ha allora 
una nuova funzione % (x° , x 1 , - , x n | x z , • • •, x n) nelle n  -f- 1 variabili di
posizione x { e nelle ^  velocità lagrangiane x a :

(19; % (x° , JT1 , • • • , Xn | X1 , • • • , Xn) 

=  T  (x°, Xx, • • • , X* | X°, X1, • • -Xn)x°= -Y ^/Y 0 1
2 Ta|i •*“

T ra  le derivate parziali rispetto  alle x? della nuova form a q uadratica  % 
(nelle n variabili x a) e le corrispondenti derivate dell’antica form a quadra
tica T  (nelle n -f- 1 variabili x {) sussistono evidentem ente le relazioni seguenti

d% __ / 9T \ 3 i°  / 31 \
~ ~  \ d ^ ) x ° = ~ y ^ l y 0 +  9 5 “  \  dx° ) x ° = - y ^ l y 0

e cioè, s tan te  la (5'), 

(io ) d% =  / S>T \
^ = \ W rho = _ Y iP/Yo-

Ciò significa che calcolare le derivate parziali di T  rispetto  a ±a (a =  1 , • • •, n) 
e poi im porre il vincolo (5) equivale ad im porre prim a a T  il vincolo (5) e 
poi calcolare la deriva ta  parziale rispetto  a x a. Tali derivate parziali danno 
natu ra lm en te  i momenti del sistem a S soggetto al vincolo (5) :

(2 1 )
d’b .«
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Veniam o ora alle equazioni di m oto. Anche in presenza del vincolo (5) 
esse possono conservare la form a (1) ài p a tto  di com pletare i secondi m em bri 
con le n  +  1 com ponenti lagrangiane di una sollecitazione vincolare che in 
assenza di a ttr ito  po tranno  scriversi nella form a Xy^, X essendo un opportuno 
m oltiplicatore,

<“ > - ^  =  F . +  *r„.

P un to  per punto  della tra ie tto ria  di S consideriamo ora la proiezione della 
equazione (22) su 2 . Ind ica ta  con Fa la proiezione orizzontale di F non è 
difficile riconoscere, tenuto anche conto del vincolo (5), che l’equazione può 
scriversi

(*3) ^  =

ove a prim o m em bro com pare la derivazione assoluta trasversa rico rdata  
al n. 2.

L a (23) m ostra  come l’introduzione della derivazione covariante t ra 
sversa perm etta , anche in presenza di un vincolo anolonomo, di conservare 
all’equazione di m oto una tipica form a new toniana analoga a quella di un 
semplice pun to  m ateriale.

In  term ini più espliciti, ricordando la (2) e la (13), l ’equazione (23) può 
scriversi

(24) — («P , 't) %Q x* =  Fa .

O sservato che per il cara tte re  orizzontale di 3Zjdxa è valida la (13), e che

(25) (ap , t )  x t da Tot &  Xx d%_
dxa *

l’equazione (34) ; assume la form a lagrangiana

(26)
d  dZ dZ

~dt 1 5 “ dx*

Alle n  equazioni (26) va natu ra lm en te  aggiunta l’equazione vincolare (5) 
sì che nel complesso esse costituiscono un sistem a di n  -f- 1 equazioni nelle 
n  1 incognite x° (t') , x 1 ( / ) , • • • ,  x n (t). L ’aspetto  lagrangiano com pete n a tu 
ralm ente so ltan to  alle n  equazioni d ire ttam en te  corrispondenti agli n  gradi 
di libertà» localm ente superstiti.

4. Le equazioni del moto in forma hamiltoniana. -  Supponiam o 
la sollecitazione conservativa di potenziale U  (x° ) x 1 y - - - , x n). R isulta allora

(2 7 ) F*
SU
dxh F„ =

5*
3 U
dxa

In tro d o tta  la funzione lagrangiana 

(28) £ (x° , , • • •, x n | x 1 , • • •, x n) =  % -f- U

27. — RENDICONTI 1963, Voi. XXXIV, fase. 4 .
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le equazioni (26) (5) divengono

d  _
dt dxa dx" " °

Y,- (x) x { =  o.

Secondo un procedim ento classico poniam o u lteriorm ente 

(30) X (x° , X1 , ■ ■ ■, x n | v z , • • .•, vn) =

=   2  2 vaVp—  U  ( x ° , X \ -  ■ -, X”)

intendendo che a secondo m em bro tu tte  le x a siano espresse in term ini delle 
Vp (m ediante risoluzione delle (21): #  =  vQ). D alla (30) derivando tra 
sversalm ente rispetto  a x a, sia d irettam ente , sia per il tram ite  delle $  — 
— yPe vQ, si ricava

. dX_ _  3 Ì  3£ 3£ d i  ______  3£
0 0  3xa ^  3xa 3xa 3 dxa dxa

Sim ilm ente derivando rispetto  a va si ha

(3 0
3jc __ d i  ds d i  _
2va ~  X Vp SVa d i  9̂ « ~~

Se ne trae  che le (29) equivalgono com plessivam ente al sistem a del 
prim o ordine

__________  %X{x\v)
~  dxa

_ dK (x | V)
~  dva

=  — T° Te -T

che, salvo per l ’u ltim a equazione, ha aspetto  tip icam ente ham iltornano.

(33)

dt

dxa
dt

dx°
dt


