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Meccanica, —  S u i fronti df onda nei gas viscosi e conduttori del 
calore. N o ta  (*} di A l d o  M. P r a t e l l i , presen ta ta  (**} dal Socio 
B . F i n z i .

In  un gas idèale, cioè non conduttore del calore e non viscoso, i fronti 
d ’onda si propagano con la celerità (riferita al fluido stesso) del suono. Poiché 
le equazioni differenziali indefinite sono del prim o ordine, a ttraverso  la su­
perficie che costituisce il fronte d ’onda son continue la pressione, la densità 
m ateriale, le com ponenti della velocità, ecc., m entre sono possibili discon­
tinu ità  longitudinali nelle derivate delle suddette  grandezze; oltre ai fronti 
che si propagano, ve ne possono essere altri che invece rim angono fissi rispetto  
al fluido.

D uhem  (I) m ostrò che i fronti d ’onda sussistono anche se la conduci­
bilità  term ica è diversa da zero: in tal caso però la celerità è minore che 
nel caso ideale (e precisam ente la celerità « laplaciana » è sostitu ita dalla 
celerità «new toniana»). Lo stesso A utore precisò, che un fluido viscoso am ­
m ette  solo fronti d ’onda fissi (sempre rispetto  al fluido): egli suppose che 
i due coefficienti di viscosità X e 7] non fossero legati dalla relazione di Stokes 
(X -f- 2 7]/3 =  0), la quale sussiste allorché la variabile term odinam ica che 
rappresen ta  la pressione («pressione term odinam ica») viene identificata al 
valor medio degli sforzi («pressione m edia»). T u ttav ia  anche quando non 
vale la relazione di Stokes i due coefficienti di viscosità debbono obbedire a 
disequazioni (si vedano più avan ti la (7) e la (7') note come «disequazioni del 
D uhem  ») im poste dal secondo principio della term odinam ica.

Il risu lta to  del D uhem  è s ta to  ripreso nel 1931 da G. Lam pariello [5]: 
questi, seguendo il procedim ento delle varietà caratteristiche [7], ha dim o­
s tra to  che a ttrav erso  un fluido comprimibile viscoso non si possono propa­
gare fronti d ’onda con celerità finita. Le equazioni u tilizzate nella suddetta  
N ota  [5] presuppongono due ipotesi : che i due coefficienti di viscosità ob­
bediscano alla relazione di Stokes, e che il fluido sia baro tropico, cioè che 
densità e pressione siano legate da una equazione com plem entare, finita (2).

Scopo della presente N ota  è m ostrare che, qualunque sia l’equazione 
di s ta to  del gas, se si prescinde dalla relazione di Stokes e si distingue quindi 
tra  pressione m edia e pressione term odinam ica, è possibile la propagazione 
di fron ti d ’onda qualsivoglia, con celerità qualsiasi, purché i due coefficienti

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R,
(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) In numerose Note pubblicate nei «Comptes Rendus », ©>■ poi nei volumi [1, 2].
(2) Queste ipotesi sono ordinariamente accettate, e suffragate da dati sperimentali, 

nell’Aerodinamica, in cui per pressione si intende sia la pressione termodinamica sia la 
pressione media\ cfr. ad esempio [3].
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di viscosità siano leg a ti dalla relazione X =  —  2 7), oppure a condizione che 
sia 7) =  o e X =|= o.

Il prim o caso (per v) =j= o e quindi X =|- o) deve essere sca rta to  per ragioni 
fisiche, essendo in contraddizione con le cita te  disequazioni del Duhem.

Il secondo caso è invece concretam ente possibile ; in A eroterm ochim ica 
linearizzata si incontrano modelli di gas in cui è nullo y) m entre è positiva 
la viscosità di volume co — X -]- 2 Vj/3 (e quindi X >  o) (3). In  questo caso le 
d iscontinuità, nelle derivate  seconde delle com ponenti della velocità, hanno 
ca rattere  trasversale (cioè sono tangen ti al fronte d ’onda)) e il fa tto  che la 
conducibilità term ica sia nulla o diversa da zero non pone lim itazioni alla 
celerità di tali fronti d ’onda.

Il caso in esame (v) =  o , X >> o) costituisce dunque un caso eccezionale, 
sfuggito alla tra ttaz io n e  del D uhem  (4). R itengo non privo di interesse m et­
terlo in evidenza, anche perché in esso i fronti d ’onda possono essere qualsiasi 
e propagarsi con celerità qualsiasi, a condizione che le d iscontinuità nelle 
derivate  seconde abbiano ca ra tte re  trasversale : ca ra ttere  quindi diverso 
da quello, che si riscontra  nei fluidi non viscosi (X =  73 — o) nei quali no to ­
riam ente le d iscontinu ità debbono essere perpendicolari ai fronti d ’onda, 
e questi debbono propagarsi con celerità ben defin ita: la celerità del suono.

1. Il m oto del fluido è riferito  a un sistem a di coordinate x l (i — 1, 2, 3) ; 
assum iam o come incognite le tre  com ponenti vk ( x , t)  della velocità, oltre 
a due variabili term odinam iche : la densità m ateriale p == p (x , f), avente 
per reciproco il volume specifico V  =  i/p, e l’entropia specifica S =  S (x , t).

A ltre variabili term odinam iche sono : l ’energia in terna specifica w, la 
tem peratu ra  assoluta T  e la pressione term odinam ica p.

L ’energia in terna specifica sarà definita da u n ’assegnata funzione regolare

( 1 ) w  =  w  (V , S)

m entre la T  e la p  sono d ate  da

(2) T — T  (V , S) dw (V , S)
ss

(3) p  = p ( S ,  S) =
9w  (V , S) 

9V

in arm onia con la legge term odinam ica 

(4) T  dS =  dw  +  p  dV .

(3) Si veda in proposito Meixner [9], P. E. DOAK in [12] e NAPOLITANO [io, 11]. 
Poiché 7) >  o, la relazione di Stokes X =  — 2 73/3 porta come conseguenza X <  o. Ma

la relazione di Stokes può esser soddisfatta approssimativamente, cosicché può aversi 
co >  o sia con 7) >  o e X <  o, sia con 73 e X entrambi possi ti vi, purché piccoli. In tal modo 
per i gas ordinari il principio di continuità non è violato. Esistono inoltre esempi (di 
fluidi poco comprimibili) in cui X >  10073 >  0 (cfr- ROSENHEAD in [12]).

(4) Questo caso eccezionale non rientra nella trattazione di LAMPARIELLO [5], perché 
ivi X '= — 2̂73/3 e quindi se 73 =  0 anche X =  o.
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Nel corso della presente N ota, peraltro , non interessa conoscere la w  
d a ta  dalla (1), m a solo T  =  T  (V , S) e p  =  p  (V , S) le quali dovranno essere 
legate dalla relazione

9T dp
W  =  I s

conseguenza di (2) e (3).
Si considerano noti, funzioni em piriche dello sta to  term odinam ico del 

fluido, il coefficiente di conducibilità term ica k , il primo coefficiente di vi­
scosità dinam ica Y], o coefficiente di viscosità di slittam ento , e il secondo 
coefficiente di viscosità dinam ica X ; con questi si forma il coefficiente di vi­
scosità di volume co =  X -j- 2^/3 (s>.

Il tensore degli sforzi è dato  da (6)

p i i  =  ( P  — '>■ V1,-) a ik — V) ( v iìk -f  Vili) 

e indicato con p il valor medio degli sforzi (cioè p =  p ik aikj3) risu lta (7) :
. T /ip  p =  CO Vi

Il sistem a di equazioni indefinite, che regge la dinam ica dei fluidi com­
prim ibili viscosi, è :

(6 a ) p P /i  =  pF̂  +  (*• v'Dn  +  [/] (vìh +  v t i i ) ]1,

(6 b')

(6 c) pT  ̂Cvi ) 2 +  *) vi/i {v'lk +  v^') +  (k T/.-y*.

L a (6 a) è l’equazione della q u an tità  di m oto (di N avier-S tokes) ; in 
essa indica la forza esterna specifica. La (6 6) è l’equazione di conserva­
zione della m assa. L a (6 c) è l’eqfiazione dell’entropia (8) ; per il secondo , 
principio della term odinam ica debbono esser soddisfatte le disequazioni

(7) fi >  o ; (7') * +  2 7)/3 >  o ; (7") k > o .

(5) 7) è la shear viscosity, co la bulk viscosity; cfr. la discussione [12].
(6) La lineetta inclinata indica derivata tensoriale nello spazio euclideo tridimensio­

nale; il punto indica derivata parziale rispetto al tempo, mentre la derivata totale di una fun­
z i o n e / ^ , / )  rispetto al tempo, calcolata seguendo la particella, è

= /+ / /* » *  •

Vale la convenzione della somma; rappresenta il tensore fondamentale. Per le definizioni 
che non vengono date esplicitamente cfr. [4].

(7) La relazione di Stokes co =  o corrisponde a p  ==p. Onde permettere alla (4) di ri­
maner valida anche durante il moto, occorre invece distinguere tra /  e p. Si veda [8], [12],
[13V tu ] .

(8) I primi due addendi della (6 c) si deducono con semplici passaggi dalla equazione 
(13) di L ig h til l  [8] o dalla (49.5) di L andau-L ifsch itz  [6].
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Il sistem a, tenendo presen tirla  (2) e la (3), è costituito  da cinque equa­
zioni nelle cinque incognite p , S , vk ed è norm ale nella t.

2. Se non sono nulli i coefficienti X e */), le equazioni differenziali (6 a) 
sono del secondo ordine nelle vk ; se non è nullo il coefficiente k , l ’equazione 
(6 c) è del secondo ordine in p ed S. Ind icata  con t  (oc , t) =  t g ( t g costante) 
la equazione di una varietà caratteristica, i fronti d ’onda sono le superfìci 
mobili dello spazio tridim ensionale attraverso  le quali sono continue le 
funzioni incognite e le loro derivate prime, m entre può presentare discon­
tin u ità  almeno una delle derivate  seconde delle funzioni incognite.

M ettendo  in evidenza i term ini con le derivate seconde, possiamo scrivere

( 8 « ) (X +  ) Vi i  +  7) Vk/l H-----------  O

(8  b) rf2 p , dvìl  .
d t2 +  p ~ dT  +  ---------0

(8  c)
3T , , 3T c  ; ,

9H +  Vs"  ̂ 0

L a (Sa) e la (8 c) sono la semplice trascrizione della (6 a) e della (6 c), 
in cui si son messe in evidenza le derivate seconde delle funzioni incognite ; 
la (Se) è s ta ta  inoltre divisa per k =;= o; la (8 b) è dedo tta  dalla (6 ò) m e­
d ian te derivazione to tale rispetto  al tem po (9).

Se indichiam o i salti delle derivate  seconde delle funzioni incognite a t ­
traverso le varie tà  caratteristiche prem ettendo la le ttera  A ai simboli delle 
derivate seconde stesse, e se introduciam o i m oltiplicatori ocy , 8 , e, le condi­
zioni cinem atiche re la tive alle d iscontinuità sono :

A v ./z'
j  *

li-- OCy T Tjfc

A
d v g

dt
d'z
dt

> II ; AS fi =  e xhS k

d \ ^ (d x  \2 d 1 S ( d'z
i ~dF~ =  \ dt )

II*<1

Z\ d t

Le condizióni dinam iche relative alle d iscontinuità delle derivate se­
conde perm ettono  di scrivere il seguente sistem a di cinque equazioni lineari 
omogenee nei cinque m oltiplicatori a,-', 8 , e :

(9  a) (X +  7]) a,- t /! X,k - f  7) OC* X/i X1*

(9 b) ( SJ• dx ■ /,• 1 d'z
) s _  +  p a jT/ ; dt -  0

Ì9 c) / 3T s  3T \ ,i
i 3P • +  I T  V  ~  *

(9) Se invece si fossero calcolate le derivate parziali della (6 b) rispetto alle coordinate, 
avremmo ottenuto equazioni differenziali diverse, mq al momento di scrivere le condizioni 
dinamiche avremmo ritrovato sostanzialmente la (9 b).
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Com ponendo la (9 a) con d k (ove d k ~j= o) si ha

(X +  2 7]) OH T/? T/(£ =  o.

Poiché 'Zjk d k, =j= o, deve esser soddisfatta l’equazione 

(io  a) (X -f- 2 7]) a,* =  o.

Ciò avviene in due casi:

( r i )  X -(- 2 7] =  o (e oc* qualsiasi)

( n ' )  oc*t/? =  o .

Il caso (11) è da escludere per ragioni fisiche, in quanto  incom patibile 
con le disequazioni (7) e (7'). Sostituendo la (11') nella (9#), questa si riduce alla

(12) 7] T/2- =  O

e quindi si ottengono valori non nulli di ock se è soddisfatta la (11') e se rj =  o, 
qualunque sia X ; la (7') m ostra  che in tal caso deve però essere X >  o (l0).

Per la ( n ' )  (sempre tenendo conto che i/k =j-o) la (9 b) e la (9 c) 
d iventano

(IO :c) +  £
3T
“9S =  o .

Se dalla (10^) & =  o, e sostituendo nella ( io  c) si trova che
anche s — o (quindi non am m ettono discontinuità le derivate seconde di p 
ed S).

Se invece d'tjdt — o (fronte fisso), allora § può essere qualsiasi ; si hanno 
infiniti valori per $ ed e, se k =|= o, legati dalla ( io  c).

Supponiam o pra k =  o M cioè che il gas non sia conduttore del calore. 
La (6 c) d iventa una equazione del primo ordine nelle vk e in S, che potrà 
venit derivata totalm ente rispetto a t oppure parzialm ente rispetto  a una 
coordinata. L a (9#) e la ( 9 B) non vengono m odificate, la (9 c\ è sostitu ita  
da edr/d t =  o. Quindi possono esistere fronti d ’onda che si propagano con 
celerità qualsiasi, purché attraverso  ad essi le d iscontinu ità delle derivate 
seconde della velocità abbiano carattere  trasversale. Le derivate  seconde 
di p ed S, invece, non presentano discontinuità.

Sem pre nel caso k  o, può esistere un fronte fisso, sul quale le derivate 
seconde di p ed S (oltre a quelle della velocitàj possono presentare disconti-

(10) Nel caso 7j =  0, il segno di X si può dedurre direttamente dalla (6c). Il primo 
membro di tale equazione deve essere positivo o nullo per il secondo principio della termodi­
namica: lo stesso segno debbono allora avere il primo e il terzo addendo del secondo membro 
(il secondo addendo è nullo nell’ipotesi vj =  o). Poiché nei fluidi comprimibili d j  =|= o, da 
X (d/)2 >  o segue X >  o.
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nuità , tra  loro indipendenti. T u ttav ia  non sem bra valga la pena di appro­
fondire le p roprie tà  del fronte fisso, perché tali p roprie tà sono s ta te  già tro ­
vate dal D uhem  [i] (con qualche d iversità da come è esposto qui, in quanto  
l’entropia specifica S non appare nel sistem a di equazioni stud iato  da tale 
autore).

Concludo sottolineando che, sia il gas conduttore o no del calore, se il  
prim o coefficiente d i viscosità */) è diverso da zero (quando il  secondo coefficiente 
X sia o no nullo) è impossibile la propagazione d i fron ti d'onda con celerità f i ­
nita e non nulla  ; se invece il prim o coefficiente d i viscosità vj è nullo e il secondo 
coefficiente X e positivo, può esistere un qualsivoglia fronte d'onda che si propaga 
con celerità qualsiasi, attraverso a l quale saltano trasversalmente le derivate 
seconde della velocità (mentre le derivate seconde d i p ed S saltano solo su even­
tuali fron ti fissi).
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