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Meccanica. — Swui fronti d’onda nei gas viscosi e conduttori del
calore. Nota® di Arpo M. PrareiLri, presentata ™ dal Socio
B. Finzi.

In un gas idéale, cioé non conduttore del calore e non viscoso, i fronti
d’onda si propagano con la celerita (riferita al fluido stesso) del suono. Poiché
le equazioni differenziali indefinite sono del primo ordine, attraverso la su-
perficie che costituisce il fronte d’onda son continue la pressione, la densita
materiale, le componenti della velocitd, ecc., mentre sono possibili discon-
tinuita longitudinali nelle derivate delle suddette grandezze; oltre ai fronti
che si propagano, ve ne possono essere altri che invece rimangono fissi rispetto
al fluido.

Duhem ) mostro che i fronti d’onda sussistono anche se la conduci-
bilita termica ¢ diversa da zero: in tal caso per6 la celeritd ¢ minore che
nel caso ideale (e precisamente la celerita «laplaciana» ¢ sostituita dalla
celerita « newtoniana»). Lo stesso Autore preciso. che un fluido viscoso am-
mette solo fronti d’onda fissi (sempre rispetto al fluido): egli suppose che
i due coefficienti di viscosita A e 1 non fossero legati dalla relazione di Stokes
(A + 27/3 =0), la quale sussiste allorché la variabile termodinamica che
rappresenta la pressione (« pressione termodinamica») viene identificata al
valor medio degli sforzi («pressione media»). Tuttavia anche quando non
vale la relazione di Stokes i due coefficienti di viscosita debbono obbedire a
disequazioni (si vedano pitt avanti la (7) e la (7) note come «disequazioni del
Duhem ») imposte dal secondo principio della termodinamica.

Il risultato del Duhem ¢ stato ripreso nel 1931 da G. Lampariello [5]:
questi, seguendo il procedimento delle varieta caratteristiche [7], ha dimo-
strato che attraverso un fluido comprimibite viscoso non si possono propa-
gare fronti d’onda con celerita finita. Le equazioni utilizzate nella suddetta
Nota' [5] presuppongono due ipotesi: che i due coefficienti di viscosita ob-
bediscano alla relazione di Stokes, e che il fluido sia barotropico, cio¢ che
densita e pressione siano legate da una equazione complementare, finita (2.

Scopo della presente Nota ¢ mostrare che, qualunque sia l’equazione
di stato del gas, se si prescinde dalla relazione di Stokes e si distingue quindi
tra pressione media e pressione termodinamica, ¢ possibile la propagazione
di fronti d’onda qualsivoglia, con celerita qualsiasi, purché i due coefficienti

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita dei Gruppi di ricerca matematici del C.N.R.

(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.

(1) In numerose Note pubblicate nei « Comptes Rendus», e poi nei volumi [1, 2].

(2) Queste ipotesi sono ordinariamente accettate, e suffragate da dati sperimentali,
nell’Aerodinamica, in cui per pressione si intende sia la pressione termodinamica sia la
pressione media; cfr. ad esempio [3].
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di viscosit siano legati dalla relazione A = — 27, oppure a condizione che
sia nN=0¢e 7\:]:0.

Il primo caso (per 7 == 0 e quindi A == 0) deve essere scartato per ragioni
fisiche, essendo in contraddizione con le citate disequazioni del Duhem.

I1 secondo caso ¢ invece concretamente possibile; in Aerotermochimica
linearizzata si incontrano modelli di gas in cui ¢ nullo % mentre ¢ positiva
la viscosita di volume o = A + 27/3 (e quindi A > 0) ¢). In questo caso le
discontinuita, nelle derivate seconde delle componenti della velocita, hanno
carattere trasversale (cio¢ sono tangenti al fronte d’onda) e il fatto che la
conducibilitd termica sia nulla o diversa da zero non pone limitazioni alla
celeritad di tali fronti d’onda.

Il caso in esame (n = 0, A > 0) costituisce dunque un caso eccezionale,
sfuggito alla trattazione del Duhem (4. Ritengo non privo di interesse met-
terlo in evidenza, anche perché in esso i fronti d’onda possono essere qualsiasi
e propagarsi con celeritd qualsiasi, a condizione che le discontinuit nelle
derivate seconde abbiano carattere trasversale: carattere quindi diverso
da quello, che si riscontra nei fluidi non viscosi (A = 7 = 0) nei quali noto-
riamente le discontinuitd debbono essere perpendicolari ai fronti d’onda,
e questi debbono propagarsi con celeritd ben definita: la celerita del suono.

1. Il moto del fluido ¢ riferito a un sistema di coordinate x* (7 = 1, 2, 3);
assumiamo come incognite le tre componenti o*(x,7) della velocita, oltre
a due variabili termodinamiche: la densitd materiale ¢ ==p (x,£), avente
per reciproco il volume specifico V = 1/p, e 'entropia specifica S = S (x, #).

Altre variabili termodinamiche sono: l’energia interna specifica w, la
temperatura assoluta T e la pressione termodinamica p.

L’energia interna specifica sara definita da un’assegnata funzione regolare

(1) w=w(V,S)

mentre la T e la p sono date da

. __w(V,S)

(2) T=T{,9=—5—
. B (V,S)

(3) ﬁ—-p(V,S)——— VvV

in armonia con la legge termodinamica

4) . TdS=dw+ pdV.

(3) Si veda in proposito MEIXNER [9], P. E. DOAK in [12] e NAPOLITANO [10, 11].

Poiché 7 > o, la relazione di Stokes A = —27/3 porta come conseguenza A < 0. Ma
la relazione di Stokes pud esser soddisfatta approssimativamente, cosicché pud aversi
© >0 sia con m >0 e A << O, sia con e A entrambi possitivi, purch¢ piccoli. In tal modo
per i gas ordinari il principio di continuitd non & violato. Esistono inoltre esempi (di
fluidi poco comprimibili) in cui A > 1007 > 0 (cfr. ROSENHEAD in [12]).

(4) Questo caso eccezionale non rientra nella trattazione di LAMPARIELLO [5], perché
ivi A =—27/3 e quindi se y =0 anche A =o.
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Nel corso della presente Nota, peraltro, non interessa conoscere la w
data dalla (1), ma solo T =T (V,S) e p = (V,S) le quali dovranno essere
legate dalla relazione

oT 3

3V~ @S

conseguenza di (2) e (3).

Si considerano noti, funzioni empiriche dello stato termodinamico del
fluido, il coefficiente di conducibilita termica 4, il primo coefficiente di vi-
scositd dinamica 7, o coefficiente di viscositd. di slittamento, e il secondo
coefficiente di viscosita dinamica A; con uesti si forma il coefficiente di vi-
scosita di volume w = A\ -+ 27/3 ),

Il tensore degli sforzi ¢ dato da (@

pir=(p—NA vf'i) air— N (Vip + vui)
e indicato con p il valor medio degli sforzi (cio¢ p = p,, @’*/3) risulta ) :
p—b=owd

Il sistema di equazioni indefinite, che regge la dinamica dei fluidi com-
primibili viscosi, ¢:

©a) ° %b" + 2 = eFs+ (ol + [ (o + va)]”
(6 6) —Z,% Lot =0
(60) oT L = 2 @) + nom @™ + o + T

La (6 @) & ’equazione della quantitd di moto (di Navier-Stokes); in
essa F, indica la forza esterna specifica. La (6 4) ¢ I’equazione di conserva-
zione della massa. La (6¢) ¢ I'equazione dell’entropia ®; per il secondo.
principio della termodinamica debbono esser soddisfatte le disequazioni

) M=>0; 7" A4 27/3=>0; (7)  E=o.

(5) m & la shear viscosity, o la bulk viscosity; cfr. la discussione [12].

(6) La lineetta inclinata indica derivata tensoriale nello spazio euclideo tridimensio-
nale; il punto indica derivata parziale rispetto al tempo, mentre la derivata totale di una fun-
zione f(x,¢) rispetto al tempo, calcolata seguendo la particella, &

% :f'F‘f}kU’%-

Vale la convenzione della somma; «;z rappresenta il tensore fondamentale. Per le definizioni
che non vengono date esplicitamente cfr. [4]. )

(7) La relazione di Stokes & = o corrisponde a p = p. Onde permettere alla (4) di ri-
maner valida anche durante il moto, occorre invece distinguere tra p e p. Si veda [8], [12],
[13], [14].

(8) I primi due addendi della (6 ¢) si deducono con semplici passaggi dalla equazione
(13) di LicHTILL [8] o dalla (49.5) di LANDAU-LIFSCHITZ [6].
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I sistema, tenendo presenti.la (2) e la (3), & costituito da cinque equa-
zioni nelle cinque incognite ¢, S, 7, ed & normale nella 2.

2. Se non sono nulli i coefficienti A e v, le equazioni differenziali (6 @)
sono del secondo ordine nelle 7, ; se non ¢ nullo il coefficiente £, I'equazione
(6¢) ¢ del secondo ordine in p ed S. Indicata con 7 (x,#) = 7, (%, costante)
la equazione di una varietd caratteristica, i fronti d’onda sono le superfici
mobili dello spazio tridimensionale attraverso le quali sono continue le
funzioni incognite e le loro derivate prime, mentre pud presentare discon-
tinuitd almeno una delle derivate seconde delle funzioni incognite.

Mettendo in evidenza i termini con le derivate seconde, possiamo scrivere

(8 d) <)\ + 7}) 'I«’::/,Ie + 7 vk/f —i—- ..=0
b a2 p dyi.’.
(8 ) dtz + p df —l— ce o= Q0
T . 3T <+
2 S BT g S =0

La (8 ) e la (8 ¢) sono la semplice trascrizione della (6 @) e della (6 ¢),
in cui si son messe in evidenza le derivate seconde delle funzioni incognite ;
la (8¢) ¢ stata inoltre divisa per £==0; la (84) ¢ dedotta dalla (64) me-
diante derivazione totale rispetto al tempo .

- Se indichiamo i salti delle derivate seconde delle funzioni incognite at-
traverso le varietd caratteristiche premettendo la lettera A ai simboli delle
derivate seconde stesse, e se introduciamo i moltiplicatori «; , 3, ¢, le condi-
zioni cinematiche relative alle discontinuitd sono:

; T ) &
ij/zk =, o e App =TT ; AS; =ceT;v

do)f L de d% dv &S (dr\e
A—g=u""a A7{z‘=3(ﬁ) P A T (ﬂ)

Le condizioni dinamiche relative alle discontinuitd delle derivate se-
conde permettono di scrivere il seguente sistema di cinque equazioni lineari

omogenee nei cinque moltiplicatori a;, 3, ¢:

(92 Mot T 4o, T =0
(90) 185w =0
(00 (5 3+ S5 ¢ =o

(9) Se invece si fossero calcolate le derivate parziali della (6 4) rispetto alle coordinate,
avremmo ottenuto equazioni differenziali diverse, ma al momento di scrivere le condizioni
dinamiche avremmo ritrovato sostanzialmente la (9 6).
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Componendo la (9 @) con 7 (ove <* ==0) si ha
A+ 27) ot Tk * = o.

Poiché 7 7/ 5= 0, deve esser soddisfatta 'equazione

(10 @) A+ 20 =o.

Cio avviene in due casi:

(11) A4 2m=o0 (e a; qualsiasi)
(11") %t =o.

Il caso (11) & da escludere per ragioni fisiche, in .quanto incompatibile
con le disequazioni (7) e (7'). Sostituendo la (11") nella (9 @), questa si riduce alla

(12) Moy 77 =0

e quindi si ottengono valori non nulli di o, se & soddisfatta la (11") e se y =o0,
qualunque sia 2; la (7") mostra che in tal caso deve perb essere A >0 (),

Per la (11") (sempre tenendo conto che 7" ==0) la (94)ela(9¢)
diventano

v \?
(10 &) 3 (‘2[) =0
3T oT
(10 ¢) 3$+sg=o.

Se dr|dt == 0, dalla (108) 8 =o0, e sostituendo nella (10¢) si trova che
anche € = o (quindi non ammettono ‘discontinuita le derivate seconde di p
ed S).

Se invece @%/dt = o (fronte fisso), allora 8 pud essere qualsiasi; si hanno
infinjti valori per.d ed e, se %= o, legati dalla (10¢).

Supponiamo ora £ = 0, ciod che il gas non sia conduttore del calore.
La (6 ¢) diventa una equazione del primo ordine nelle v, e in S, che potrd
venir derivata totalmente rispetto a # oppure parzialmente rispetto a una
coordinata. La (94) e la (94) non vengono modificate, la (9 ¢) & sostituita
da edr/dt = o. Quindi possono esistere fronti d’onda che si propagano con
celerita qualsiasi, purché attraverso ad essi le discontinuitd delle derivate
seconde della velocitd abbiano carattere trasversale. Le derivate seconde
di p ed S, invece, non presentano discontinuita.

Sempre nel caso £ = 0, puo esistere un fronte fisso, sul quale le derivate
seconde di p ed S (oltre'a quelle della velocita) possono presentare disconti-

[(10) Nel caso v =0, il segno di A si pud dedurre direttamente dalla (6¢). I1 primo
membro di tale equazione deve essere positivo o nullo per il secondo principio della termodi-
namica: lo stesso segno debbono allora avere il primo e il terzo addendo del secondo membro
(il secondo addendo & nullo nell’ipotesi 1 = o). Poiché nei fluidi comprimibili v/f =0, da
£ (yﬁ.i)z > 0 segue A > O. ‘
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nuita, tra loro indipendenti. Tuttavia non sembra valga la pena di appro-
fondire le proprieta del fronte fisso, perché tali proprieta sono state gia tro-
vate dal Duhem [1] (con qualche diversitd da come ¢ esposto qui, in quanto

I’entropia specifica S non appare nel sistema di equazioni studiato da tale
autore). '

Concludo sottolineando che, sia il gas conduttore o no del calore, se z/
primo coefficiente di viscosita v é diverso da zero (quando il secondo coefficiente
A sia 0 no nullo) é impossibile la propagazione di fronti d’onda con celerita fi-
nita e non nulla ; se tnvece il primo coefficiente di viscosita v ¢ nullo e il secondo
coefficiente N & positivo, puo esistere un qualsivoglia fronte d’onda che si propaga
con celerita qualsiasi, attraverso al quale saltano trasversalmente le derivate

seconde della velocita (mentre le derivate seconde di ¢ ed S saltano solo su even-
tuali fronti fissi).
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