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Meccanica. — Su/ moto di una particella rispetto ad un riferi-
mento fluido: analogie tra meccanica classica e relativita generale ©.
Nota I di Giorcio FERRARESE, presentata ™ dal Socio G. KrALL.

Il lavoro consta essenzialmente di due parti. Nella prima, che costi-
tuisce ’argomento della Nota I, si scrive, in relativitd generale, la forma con-
trovariante delle equazioni relative di moto per una particella liberamente
gravitante. L’espressione che in tale formulazione compete al campo gravi-
tazionale (relativo) fa intervenire tutti i caratteri intrinseci del fluido di
riferimento.

Nella seconda parte, Nota II, si fa vedere come anche in meccanica
classica, assumendo un generico riferimento fluido in luogo del piu abituale
riferimento solido, le equazioni relative di moto di una particella assumono
forme perfettamente analoghe a quelle della relativitd generale.

1. — PREMESSE E RICHIAMI.

Sia V, la varieta spazio tempo, (x%)® un sistema qualunque di coordi-
nate locali fisicamente ammissibili (linee x4+ = var. del genere tempo, varietd
x4 = cost. del genere spazio), ds* = g,, (x)dx*dx* la metrica d’universo, di
segnatura - 44 —. Le (%) sono le coordinate spaziali e x+ = ¢ la coor-
dinata temporale.

Il sistema coordinato (x?) individua un ben determinato riferimento
Jisico S caratterizzato dal campo di vettori unitari y (%) (y; vy’ = — 1) tan-
genti alle linee x* e orientati nel futuro:

(1) =0 , v=1l—gu ; Yi=8ul —&u.

Decomposto T, spazio tangente a V, nel suo generico punto, nella somma
diretta di uno spazio unidimensionale, ® parallelo a y e dello spazio supple-
mentare X, a tre dimensioni, ad esso ortogonale (tempo e spazio localmente
associati), una tecnica di proiezione di vettori e tensori su © e su X, intro-
dotta da alcuni anni in relativita generale (cfr. [2], [3], [4], [5] ed anche
[7]) consente di definire grandezze fisiche ed operazioni differenziali relative
al riferimento fisico S, con carattere invariantivo rispetto al gruppo delle
trasformazioni énterne ad S:

(2) 2 =Y (2", 2%, x3) , x¥ =zx¥(x",2%,23,x%).
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitdh dei Gruppi di Ricerca matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) Si conviene che gli indici latini varino da 1 a 4, gli indici greci da 1 a 3.
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Tale tecnica ha permesso di giungere ad una sistematica e corretta for-
mulazione relativa delle leggi fisiche in relativita generale ; facendo ritrovare,
circostanza significativa, concetti e relazioni della meccanica classica, sia
pure in forme rinnovate.

Ad esempio l'equazione di moto assoluta di una particella liberamente
gravitante

(3) DP,=o

(D simbolo di differenziazione assoluta, P‘= mo% quadriquantita di moto),
scritta in forma relativa al riferimento S, assume un aspetto z‘zpzcamem‘e
newtoniano (cfr. [2]).
Senza entrare in lunghi richiami, ci limitiamo qui a ricordare i punti
essenziali.
@) I caratteri intrinseci di un riferimento fisico si riassumono nei tre
tensori spaziali (cio¢ appartenenti a X)
@) C=vV,v, ,» Ky=v'ov; , Q _Y‘*(e %_5f%)’
ove 2, =29, _|_ v; v+ 9, (3: = 9/ex?) indica la cosidetta derivazione trasversa.
Nelle (4) C: & il vettore di curvatura delle linee x*; il tensore simmetrico
K:j, legato al modo di variare del tensore metrico spaziale y = £y + Y.,
da la velocits di deformazione del fluido di riferimento ; il tensore Q. ; infine,
antisimmetrico, & legato al moto rotatorio locale del fluido e ha il nome di
tensore vortice spaziale.
 5) 1 caratteri relativi di una particella, anche non materiale quale,
ad esempio, un fotone (cfr. [6]), si compendiano nelle due grandezze, velocita
relativa standard :

dx°
(5) = Y=Y

e massa relativa standard:

© m =

‘/1 — ; v, 0%
oye
" AT =—Ly,dx

& lintervallo di tempo relativo standard tra due eventi infinitamente prossimi
sulla linea oraria della particella.

Con le due quantitd 7 , v, testé richiamate, si definisce la guantita dz moto
relativa standard.

3 P =m* ; Po = MU, .
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Adottando le suddette definizioni si riconosce che le (3) equivalgono
al sistema:

o>

\ d?;lz—mczca—l—mcéaﬁiﬁ (x=1,2,3)
(9) ' dxt 3
T =+ 17
ove
ﬁ a d, o et & e 3
(10) d%} EB%_(“B,3>PB”5= de — v 2’0

da la cosidetta derivata temporale sostanziale del vettore p,. Le (9) costi-
tuiscono evidentemente un sistema di quattro equazioni differenziali del 2°
ordine nelle incognite x* (T) @,

Le equazioni (9),, tipicamente newtoniane, suggeriscono di interpretare
il vettore spaziale

(11) Gy = — " Cy + Qg P

come campo gravitazionale relativo al riferimento S. Esso risulta somma di
un campo di trascinamento (cfr. [2], p. 336)

— 2 Cy = — =3, log (—,) + ¢* 2, (Yalvo)

e di un campo di Coriolis
£ Qs v? = — 2 (0 Av), .

La stretta analogia col caso classico si rileva anche nel teorema della
energia che si scrive (cfr. [3])

(12) %= mGava—%mcKlﬁv”vﬁ,
essendo
(13) E = — oy, P = me*

I’energia materiale relativa standard della particella.

In tale equazione figura un termine che non & abituale nell’equazione
classica, dovuto alla deformazione del riferimento. Si noti perd che un termine
perfettamente simile appare anche classicamente quando venga assunto un
riferimento fluido (cfr. [7], p. 79 ed anche il n. 5 della Nota II).

(2) Generalmente esse vanno considerate in blocco. Se perd V, & stazionaria, € in essa si
assume un riferimento adattato a tale carattere, nel.gruppo delle equazioni (9): non v’¢ traccia
della variabile x4, ed esse bastano da sole a determinare le tre funzioni #* (T) (note che siano
le circostanze iniziali).
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2. — LEQUAZIONE DI MOTO IN FORMA CONTROVARIANTE.

L’equazione (9), ha forma covariante. Proponiamoci ora di trasformarla
in forma controvariante. Per questo cominciamo con.l’osservare che la (9),
puo anche scriversi, moltiplicando per y* e sommando rispetto ad «,

dap’ 2’ dxt X <
dLT_p“ (aﬁ YT A dLT>'+ 1 [(B3,2) — 3 Yan ] PP 2° ==

=—mc" C' +mcQ' P

ovvero, tenuto conto della (9),,
(™~
v

a5 ! , .
d—pT + g 85 g ?3 o — P, (313 o - Y v 3, y™) P — cho Y a4 YO — Y 3 Yaﬁ]ﬁ 20 =
=—mc*C’ mcﬁvﬂ 2P,

. o . . < .
In parentesi tonda si riconosce la derivata trasversa J5y*¥. Avendosi
. :

d’altra parte y* 2,y = — v,q Bﬁ v* si ha l'evidente elisione di due termini,

in modo che l’equazione precedente assume la forma

(14) % + P =—meC + mcﬁ"ﬁ 4 cpo vt O, Y.

o~
v
Bd

Posto, in analogia alla (10) e con lo stesso carattere invariantivo rispetto
alle (2),

Dp* __ dp* 6.5
(IS> 4aT = 4T + BS;? v
(derivata sostanziale del vettore controvariante p®) ® e tenuto conto che
Do 04 Y™ = Yop 27 0, Y™ = — v*' 3,vqp 2", I'equazione (14) diviene
(147 ]3:? = —chC”-I-mc(ﬁvﬂ—K"ﬁ)wﬁ (v=1,2,3).

L’equazione ora scritta, ancora di tipo newtoniano come la (9),, sugge-
risce una nuova definizione di campo gravitazionale relativo :

(16) G = — C% 4 (O% — Rop)0P = G*— K%,

ove il campo precedente, G, appare completato da un termine che dipende
direttamente dalla velocitd relativa e dalla deformazione del fluido.

Si noti che nella nuova definizione (16), a differenza della (11), interven-
gono tutti e tre i caratteri intrinseci del riferimento e che G* s annulla, qua-

T ... Dpg  Dpr .
(3) Si noti che i due vettori spaziali T ¢ ZT benché entrambi perfettamente

legit‘éimi perché invarianti rispetto al gruppo (2), non si ottengono I’'uno dall’altro per semplice
innalzamento dell’indice (mediante il tensore metrico spaziale Ya]%)’ in quanto Yo dipende
generalmente (oltre che da %, #2, 23) anche da x#* e tale circostanza interviene in modo essen-
ziale nella derivazione rispetto a T.
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lunque sia il moto che si considera, cio¢ per ogni v°, solo se il riferimento ¢
ad un' tempo geodetico, irrotazionale ¢ rigido :

= ©

Co=o0 , Qp=o0 , Kgzg=o.
In tal caso, avuto riguardo alle (5), (8) e (15), la (14’) assume la forma

bt ad

1 dm ax’
aT at = ° v=r,2,3)

'V
w at ¥ T

~
v

(33

D’altra parte le sole condizioni C, = o, ﬁaﬁ = 0 implicano, per le (12)
e (13), E =mc* = cost., ovvero [cfr. (16)] v? (T) = cost. (moto uniforme). Se
pertanto ¢ G, = o risulta verificata, come ¢ naturale, la legge d’inerzia nella
forma seguente: la traiettoria spaziale x* = x(T) ¢ una geodetica dello spa-
zio fisico® ed ¢ descritta con velocitd di grandezza costante.

(4) Si noti' che la sola condizione daﬁ = o implica la normalitd della congruenza di
riferimento e le varietd V3 normali danno Pevoluzione dello spazio fisico. Se poi Cy = o si

ha lintegrabilita della forma differenziale T = — ~£—Yidx’, cid che permette di associare,

alle precedenti varietd V5, un tempo pantopico T.



