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Meccanica. —- Sul moto di una particella rispetto ad un riferi­
mento fluido: analogie tra meccanica classica e relatività generale (#). 
N ota I di G iorgio F errarese , presen ta ta  (**} dal Socio G. K rall .

Il lavoro consta essenzialm ente di due parti. Nella prim a, che costi­
tuisce l’argom ento della N ota  I, si scrive, in re la tiv ità  generale, la  form a con­
trovarian te  delle equazioni relative di m oto per una particella liberam ente 
g rav itan te . L ’espressione che in tale form ulazione com pete al campo g rav i­
tazionale (relativo) fa in tervenire tu t t i  i ca ra tte ri intrinseci del fluido di 
riferim ento.

Nella seconda parte , N o ta  II , si fa vedere come anche in m eccanica 
classica, assum endo un generico riferim ento fluido in luogo del più abituale 
riferim ento solido, le equazioni re la tive di m oto di una particella assumono 
forme perfe ttam ente  analoghe a quelle della re la tiv ità  generale.

1. -  Premesse e richiami.

Sia V4 la varie tà  spazio tem po, (x1') un sistem a qualunque di coordi­
nate  locali fsicam ente ammissibili (linee x 4 == var. del genere tempo, varietà 
x 4 — cost, del genere spazio), ds2 =  g a (x)dx*dxk la m etrica d ’universo, di 
segnatura -f- -j- -j- — . Le (xa) sono le coordinate spaziali e x 4 =  et la coor­
d in a ta  tem porale.

Il sistem a coordinato (x *) individua un ben determ inato  riferimento 
fisico, S caratterizzato  dal cam po di vetto ri u n itari y ( x ) ( y i y i = — 1) tan ­
genti alle linee x 4 e o rien ta ti nel fu tu ro :

(1 )  Y“ =  0 . Y4 =  1H  ; T* =  Sull gw •

Decom posto T, spazio tangen te a V4 nel suo generico punto , nella somma 
d ire tta  di uno spazio unidim ensionale, © parallelo a y c dello spazio supple­
m entare 2 , a tre dim ensioni, ad esso ortogonale (tem po e spazio localm ente 
associati), una tecnica di proiezione di vetto ri e tensori su © e su 2 , in tro ­
d o tta  da alcuni anni in re la tiv ità  generale (cfr. [2], [3], [4], [5] ed anche 
[7]) consente di definire grandezze fisiche ed operazioni differenziali re lative 
al riferim ento fisico S, con ca ra tte re  invarian tivo  rispetto  al gruppo delle 
trasform azioni interne ad S :

( 2)  X a ' =  X a ' (x 1 , , X 3)  , X 4' =  X 4' (x1 } X 2 y X 3 y,X4)  .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito deH’attività dei Gruppi di Ricerca matematica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche.

(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) Si conviene che gli indici latini varino da 1 a 4, gli indici greci da 1 a 3.

26. — RENDICONTI 1963, Voi. XXXIV, fare. 4.
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T ale tecnica ha permesso di giungere ad una sistem atica e co rre tta  for­
m ulazione re la tiva  delle leggi fisiche in re la tiv ità  generale ; facendo ritrovare, 
circostanza significativa, concetti e relazioni della meccanica classica, sia 
pure in forme rinnovate.

A d esempio l’equazione di m oto assoluta di una particella liberam ente 
g rav itan te

(3) DP, =  o

dx̂  • >
(D simbolo di differenziazione assoluta, P* =  m°dh~ quad riq u an tità  di moto), 
sc ritta  in form a re la tiva  al riferim ento S, assume un aspetto  tipicamente 
newtoniano (cfr. [2]).

Senza en tra re  in lunghi richiam i, ci lim itiam o qui a ricordare i punti 
essenziali.

a) I ca ra tte ri intrinseci di un riferim ento fisico si riassum ono nei tre 
tensori spaziali (cioè appartenen ti a S)

(4)  C , =  Y- V rT l , fLiJ =  f d , y iJ. , É2,y =  Y4 ( ^ —

ove 3. == _|_ y. y4 a4 (Bi == d]dx*) indica la cosidetta derivazione trasversa.
Nelle (4) Ci è il vettore di curvatura delle linee ;r4 ; il tensore sim metrico 
K ìj , legato al m odo di variare del tensore m etrico spaziale — g.. +  y.yJ} 
dà la velocità di deformazione del fluido di riferim ento ; il tensore infine, 
antisim m etrico, è legato al m oto ro tatorio  locale del fluido e ha il nome di 
tensore vortice spaziale.

b) I ca ra tte ri re la tiv i di una particella, anche non m ateriale quale, 
ad esempio, un fotone (cfr. [6]), si com pendiano nelle due grandezze, velocità 
relativa standard :

(5) ; ^  =

e massa relativa standard:

(6) m  = m0

| / l ----

ove

(7) d T  =  —  — '{i dxi

è l ’in tervallo  di tem po re la tivo  standard  tra  due eventi infinitam ente prossimi 
sulla linea oraria della particella.

Con le due q u an tità  m  , va testé richiam ate, si definisce la quantità d i moto 
relativa standard:

(8) p a =  mif- ; At ~  mva .
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A dottando  le suddette  definizioni si riconosce che le (3) equivalgono 
al sistem a :

j ^  Ca +  4*p ^  (a =  I , 2 , 3)

I =  T4 0  +  Yp * 0

ove

(IO) D A
d  T — (a(3,S)/z;5 =

dà la cosidetta d eriva ta  tem porale sostanziale del vettore p a. Le (9) costi­
tuiscono evidentem ente un sistem a di q u a ttro  equazioni differenziali del 20 
ordine nelle incognite x { (T)

Le equazioni (9)1, tip icam ente new toniane, suggeriscono di in terp re tare  
il vetto re spaziale

( i l )  Ga =  C2 Ca -j- cQap VP

come campo gravitazionale re lativo al riferim ento S. Esso risu lta  som m a di 
un campo di trascinamento (cfr. [2], p. 336J

—  A Ca =  —  A da log (— y4j +  r2 S4 (y0/y4)

e di un campo di Coriolis

c ^«p vP =  —  2 («> Au)a .

L a s tre tta  analogia col caso classico si rileva anche neh teorem a della 
energia che si scrive (cfr. [3])

C12) =  m G a va ---- Y-m c  K afi va v^,

essendo

(13) E =  — c^i P* =  me2

l’energia m ateriale re la tiva  standard  della particella.
In  tale equazione figura un term ine che non è abituale nell’equazione 

classica, dovuto  alla deform azione del riferim ento. Si noti però che un term ine 
perfe ttam ente  simile appare anche classicam ente quando venga assunto un 
riferim ento fluido (cfr. [7], p. 79 ed anche il n. 5 della N ota II).

(2) Generalmente esse vanno considerate in blocco. Se però V4 è stazionaria* e in essa si 
assume un riferimento adattato a tale carattere, neLgruppo delle equazioni (9)j non v’è traccia 
della variabile x4, ed esse bastano da sole a determinare le tre funzioni xa (T) (note che siano 
le circostanze iniziali).
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2. -  L’equazione di moto in forma controvariante.

L ’equazione (9^ ha form a covariante. Proponiam oci ora di trasform arla 
in form a controvarian te. Per questo cominciamo co m i’osservare che la (9^ 
può anche scriversi, m oltiplicando per yav e som m ando rispetto  ad a,

(fy- — Po. Y“v Yav ̂ r) '+ Yav f(PS,a) —  Yas] P* vb =
=  ■—- me Cv +  me Ovp v13 

ovvero, tenu to  conto della (9)2 ,

V F  +  I ps | ^  ~  P°- r av +  Yp Y4 a4 Yav ) ^  —  cPo Y4 a4 Yav —  Y“v Y<*5 p* v b =

=  — me2 Cv -f- me£lvp z/3.

In  parentesi tonda si riconosce la deriva ta  trasversa dp yav. A vendosi
e* c* , ‘

d ’a ltra  parte  yav^pTa5— — Ttt5 Tav si h a l’evidente elisione di due term ini, 
in modo che l’equazione precedente assume la form a

(14) +  | pg | v& ~  '— mc2 +  me 0 V|3 v3 - f  cpa y4 S4 yav.

Posto, in analogia alla (io ) e con lo stesso ca rattere  invariantivo rispetto  
alle (2),

Os)
(derivata  sostanziale del vetto re controvariàn te p a) e tenuto  conto che 
pa 34Y“v =  Yap P15 a4 Y“v =  — Yav a4Ya|3P?. l’equazione (14; diviene

(14'j =  Cv +  ^ ( O vp - K vp) ^  (v =  1 , 2 , 3 ) .

L ’equazione ora scritta , ancora di tipo new toniano come la (9)^ sugge­
risce una nuova definizione di campo gravitazionale re la tiv o :

(16) £ “ =  — / C a + < Ò “P—  K “p> P = G a —

ove il campo precedente, Ga appare com pletato da un term ine che dipende 
d ire ttam en te  dalla velocità re la tiva  e dalla deform azione del fluido.

Si noti che nella nuova definizione (ió j, a differenza della ( n ) ,  in terven­
gono tutti e tre i ca ra tte ri intrinseci del riferim ento e che Ga si annulla , qua-

Dé i)t>a(3) Si noti che i due vettori spaziali e , benché entrambi perfettamente
legittimi perché invarianti rispetto al gruppo (2), non si ottengono l’uno dall*altro per semplice 
innalzamento dell’indice (mediante il tensore metrico spaziale yap), in quanto yap dipende 
generalmente (oltre che da x J, x2, x3) anche da x4 e tale circostanza interviene in modo essen­
ziale nella derivazione rispetto a T.
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lunque sia il m oto che si considera, cioè per ogni v s o l o  se il riferimento è 
ad un tem po geodetico, irrotazionale e rigido :

O j Kaj3 O .

In  tal caso, avuto riguardo alle (5), (8) e (15), la (14') 

1 dm ntV d 2 od dx  ̂ dof __
dii ~dT V +  ~dT^~ +  jp&j ~dT ~dY ~  °

assume la forma 

0  =f= 1 , 2 , 3 ) .

D*altra parte le sole condizioni Ca =  o, Ka(3 =  o implicano, per le (12) 
e (13), E = me2 =  cost., ovvero [cfr. (16)] v 2 (T) =  cost, (moto uniforme). Se 
pertan to  è Ga =  o risulta verificata, come è naturale, la legge d ’inerzia nella 
forma seguente: la tra ie tto ria  spaziale =  ;ra (T) è una geodetica dello spa­
zio fisico ed è descritta con velocità di grandezza costante.

(4) Si noti che la sola condizione Òaf3 =  o implica la normalità della congruenza di 
riferimento e le varietà V3 normali danno l’evoluzione dello spazio fìsico. Se poi Ca =  o si
ha l’integrabilità della forma differenziale dT  == -----— y;d x \  ciò che permette di associare,
alle precedenti varietà V3 , un tempo pantopico T.


