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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi matematica. — Sulla composizione secondo H urw itz— 
Pine berle di due serie di D ir i chi et (*}. Nota di D e l f i n a  R o u x , pre­
sentata (**} dal Corrisp. G. R i c c i .

1. In t r o d u z io n e . -  Consideriamo due funzioni analitiche della variabile 
complessa a (z) e b (z), definite m ediante due serie di potenze in 1 /z; qualora 
si conosca la collocazione dei loro pun ti singolari, è ben noto (I) dove debbano 
essere ricercati i pun ti singolari della funzione com posta secondo H u rw itz - 
Pincherle (scriveremo secondo H .-P .)  di a (z) e b (z). L ’analogo problem a 
per le funzioni rapp resen ta te  m ediante serie di D irichlet venne affrontato 
per la prim a volta da S. M andelbro jt [4]. Egli prese in esame una serie di 
D irichlet

00
a (.?) an c ^ns (o \ n \ njrX —J~ OO j s =  g —J— t f

n =  o

(avente ascissa di assoluta convergenza aa <C -f- 00 e ascissa di olomorfismo {2) 
<  +  ào) e una serie di T ay lo r-D irich let

co

b (s) =  2  e~ ns
n — o

(avente ascissa di convergenza ab <  +  00), nell’ipotesi che le funzioni ana­
litiche della variabile complessa .5* definite da a (s) e b (s) fossero funzioni 
uniformi di .s*, e pervenne ad un teorem a che contiene come caso particolare 
il teorem a di H .-P . so ltan to  limitatamente ad una regione d i piano. Preci­
sam ente, de tto  E (a ; ax) l ’insieme dei punti non regolari di a (s) nel semi­
piano Re (s) >  a£ (3), il teorem a di M andelbrojt afferma che 

« Per la funzione definita m ediante la serie
OO

h (s) — h (s ; a , b) =  ^  cn e ~ V  , cn =  l*r 1 j ar bm

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comitato 
p erla  Matematica del C.N.R. (1962-63).

(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.
(1) Si veda ad esempio L. Bieberbach [2], pp. 29-31.
(2) Dicesi « ascissa di olomorfismo » di una serie di Dirichlet a (s) l’estremo inferiore dei 

numeri a pei quali a (s) è olomorfa nel semipiano Re (j) >  cr. Si veda ad esempio V l.  B e r n ­
s t e in  [|i], p. 32.

(3) Questo insieme è così definito da S. Mandelbrojt: E (a ; ax) è l’insieme formato dai 
punti singolari di a {s) nel semipiano Re (s) >  cri e dai punti che non si trovano su alcuna 
curva giacente in questo semipiano, passante per un punto in cui a (s) converge e non pas­
sante per alcun punto singolare di a {s).
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(dove [Ln =  m Xr e la successione { [in } è percorsa in ordine crescente), 
rinsiem e E (h ; m ax (àa , ai)) non può contenere pun ti diversi dai pun ti 
della form a log (ea -|- e$) e dai loro pun ti di accumulazione, dove a e E 
(a ; - 00) ed al logaritm o vengono a ttrib u ite  tu tte  le sue determ inazioni».

Nei riguardi di questo teorem a possiamo fare la seguente osservazione. 
Se a e E (a; — 00), il pun to  a -f  2 k n i (k in tero =|- o) non appartiene neces­
sariam ente ad E (a; — 00) (e a ltre ttan to  dicasi per à (s ) ) ;  tu tta v ia  l’infor- 
m azione d a ta  sull’insieme E (h ; m ax (aa , ai)) è indifferente a questo fatto , 
nel senso che tale insieme rim ane invaria to  sia che, oltre al pun to  oc, appar­
tengano ad E (a; —  00) anche a ltri pun ti della form a oc+  2 /èra, sia che 
non vi appartengano. Ciò fa pensare che il teorem a in questione possa essere 
u lteriorm ente perfezionato da questo pun to  di vista.

S. M andelbrojt [4], [5], e, successivam ente, Yu Chia Yung [8], si occu­
parono della composizione di due serie entram be di D irichlet, che defini­
scano funzion i uniformi di i*, considerando però una operazione di compo­
sizione che si discosta notevolm ente dalla originaria composizione secondo 
H .-P . e, com unque, pervenendo a risu lta ti pei quali vale la stessa osserva­
zione fa tta  per il teorem a c ita to  sopra.

H . G. Eggleston [3] studiò l’analogo problem a della composizione secondo 
H .-P . di due serie di potenze generalizzate, cioè di due serie della form a

00

2  a„z~(l”+l) (o <Xn  < X * + I~> +  00),
n — o

dove z  è un num ero complesso non nullo di modulo e argom ento univoca­
m ente determ inato , come se la variabile z fosse distesa sopra la superficie 
riem anniana di log z  (o anche di zx con X irrazionale) : queste serie di potenze 
generalizzate sono evidentem ente u n ’a ltra  form a delle serie di D irichlet, 
form a sotto  la quale esse erano s ta te  precedentem ente stud iate  da A. Pfluger [6] 
nei riguardi del loro com portam ento  asintotico.

A nche per il teorem a di Eggleston vale u n ’osservazione analoga a quella 
fa tta  riguardo ai teorem i precedenti. Per questa ragione ed anche perché 
riteniam o chè il teorem a di Eggleston non possa sussistere nella form a gene­
rale in cui è s ta to  enunciato, abbiam o ripreso in esame, in una N ota in corso 
di pubblicazione, il problem a della collocazione delle singolarità della fun­
zione com posta secondo H .-P . di due serie di potenze generalizzate: il teo­
rem a cui siamo pervenuti m ette  in luce l ’influenza che, sulle singolarità 
della funzione com posta, ha il fa tto  che un punto  sia singolare per una p iu t­
tosto che per u n ’a ltra  determ inazione delle funzioni componenti.

Ih  questa N ota  ci proponiam o di presentare i risu lta ti o tten u ti enuncian­
doli qui nella form a abituale per le serie di Dirichlet.

2. A d d iz io n e  e s p o n e n z ia l e .  S t e l l a .  Somma d i  s t e l l e .  -  Conside­
riam o il piano della variabile complessa s =  g  -p it, privato  del punto  =  00, 
cioè l ’insieme delle coppie ord inate  di num eri reali (cr, t) (— 00 <  a <  -|- 00 ,
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00 < ^ < +  °°) e conveniamo, poiché questo ci riuscirà comodo nel seguito, 
di aggiungere ali-insieme di queste coppie quelle il cui prim o elemento è 
:— .00 (le coppie (—  00 , t) , —  00 <  /  <  4- 00).

S tabiliam o ora nell’insieme S di pun ti così o ttenu to  una operazione di 
addizione esponenziale nel modo seguente.

Sia sk =  Gk +  itk (—  00 ^  ak <  +  00 , —  00 <  tk <  +  00 ; k . =  1 , 2). Il 
pun to  .s =  g 4- it =  sz 4- s2, somma esponenziale di sz e sa, è definito nel 
modo seguente.

10 se | t x —  t2 | >> re, s non esiste.
Q ualora sia \ t\ — 12 | 7u, consideriamo il num ero complesso e5* -f-

-f- es2 (e~°°+it =  o) ;
2° se | es* +  es* | =  o, poniam o g =  —  oo , /  =  (/x -f- t2)/2 ;
3° se | e5* +  es* | >  o, poniam o s =  log (es1 +  es*), dove la deter­

m inazione del logaritm o è scelta in modo che risulti t T ^  t ^  t2 se t z ^  t2, 
oppure t2 t ^  t z se A fg tz.

L ’operazione di addizióne esponenziale è com m utativa ma, in generale, 
non associativa: in fa tti può esistere (sx 4- .sy) 4 - s3 senza che e s is ta ^  4- (s2 4- s3); 
tu ttav ia , qualora en tram be queste somme esistano finite, esse sono uguali.

Siano A  e B due insiemi di pun ti di S : direm o somma esponenziale 
A 4- B dei due insiemi A  e B l’insieme dei pun ti della form a «y =  s£~±- s2, 
con sz e A  e ^2 e B.

Diremo stella in S qualunque insieme aperto  A che goda le seguenti 
p roprie tà  : 10 per ogni t , —  00 <  * <  -f- 00 , esiste at <  +  00 tale che
per ogni or >  at risu lti s =  g  +  it E A  ; 20 se sz =  at 4- i tz E A, per ogni
or >  <Ji risu lta  s — g i tT E A.

Per ogni t  (— 00 <  t  <  fi- 00), diciamo Gt l ’estrem o inferiore dei valori 
e tali che =  cr -f  it E A  ; risu lta  — 00 ov <  4- co. Il punto  .st =  Gt 4- it 
sarà detto  vertice di A  sulla re tta  Im  (s) — t.

Sia s — g 4- it , g >  —  00, un punto  della frontiera di A  : direm o  ̂

bene accessibile se esiste un semicerchio di centro i cui pun ti in tern i appar­
tengono tu t t i  ad A.

Direm o somma ài due stelle A  e B . l’insieme A ® B com plem entare 
dell’insieme som m a esponenziale dei com plem entari A ' e B' di A  e di B, cioè 
A © B =  (A '4- B'Y. E  facile vedere che la somma di due stelle è anch’essa 
una stella e che l ’operazione di somma di stelle è com m utativa ed associativa.

00
3. I r i s u l t a t i .  -  Sia a (s) =  2  a« e~ ’L” (°  <  k» <  X»+i <  +  00) una

n = o
serie di D irichlet avente raggio di assoluta convergenza Ga <  4- 00 e sia A 
la sua stella di regolarità (4). È  facile vedere che A  è una stella del tipo defi-

(4) La stella di regolarità di una serie di Dirichlet è definita nel modo seguente. Per ogni 
t , — 00 <  /  <  +  00, consideriamo l ’insieme A/ dei punti s =  a it (— 00 <  a <  4- 00) nei 
quali a (s) è regolare per prolungamento analitico lungo la retta Im (s) =  t a partire da un
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■ni to nel n. 2 e che ogni punto  'oc vertice di A, con Re (a) >  —  00, è necessa­
riam ente singolare per a (s') per prolungam ento analitico lungo la sem iretta 
t  =  Im  (a) , <3 7> Re (a).

Sia oc =  —  00 +  ita un vertice di A : se gt >  aa , # (/) è funzione olo­
m orfa di (e quindi anche di z =  es) nell’intorno del punto  sx =  ~\-.ita .
Consideriamo la serie di potenze di z che rappresenta a(s)  neirin to rno  di 
s =  sx ; l’elem ento analitico considerato è prolungabile lungo il raggio arg 
z ~  ta fino all’origine ; se z — o è singolare per prolungam ento analitico lungo 
questo raggio direm o che il pun to  oc è singolare per a (s) ; in caso contrario 
direm o che oc è non singolare per a (s).

Veniam o ora ad enunciare il teorem a oggetto di questa N ota.
00 00

T e o r e m a . -  Siano a (s) =  ane~°'»Jrl)s , b (s) =  X  b„e~([L»+l)s
n —o , n = o

(° <  X» <  X„+I -> -f- 00 , o <  [in <  -> +  00) <2^ Dirichlet
aventi ascissa d i assoluta convergenza aa <  -f- °o , ab <  +  00 £ siano A  é? B, 
rispettivamente, stelle d i regolarità d i a (s) e d i b (6*) ; Si. e oB, rispettivamente, 
gli insiemi dei punti singolari d i a(s) e di b (s) sulla frontiera di A  e B. 
Allora, per la funzione definita mediante la serie (5)

00

h{s) =  h{s  \ a , B) — X  c„, „ e~ a™+^ +l)
m, n  =  o

r  ( x m  -f- \ i n  - j - 1)

P  f m  +  l )  P  ( [ l n  - | -  i )

valgono le seguenti proprietà:
i°  detta H la stella d i regolarità d i h (s), risulta H D A © B ; .
2° fr a  i vertici al finito e i punti bene accessibili della frontiera d i A  © B 

possono essere singolari per h (s) soltanto quelli che appartengono ad 4- cB ;
30 un vertice d i A  © B della form a s =  — 00 -f- itQ può essere singolare 

per h (s) soltanto se esiste un punto s =  —  00 -|- i t ,  con 11 — tQ\ <  tc / 2 appar­
tenente ad  £1 4- gB (6).

Q uesto teorem a si ricava come im m ediato corollario dall’analogo teo­
rem a sulla composizione secondo H .-P . delle serie di potenze generalizzate 
contenuto  nel lavoro in corso di pubblicazione al quale ci siamo riferiti in 
precedenza.

In  m aniera analoga a quella u sa ta  per le serie di potenze generalizzate, 
tenendo presenti i teorem i di R. W ilson [7] sulla composizione secondo H .-P . 
di poli e singolarità essenziali, si perviene al seguente

punto s% =  di 4~ it (or >  aa): è evidente che At non dipende dal particolare punto Si pre­
scelto. La stella di regolarità di a (s) è l’insieme A riunione degli insiemi A t , cioè 
A =  y  A/. Si veda per esempio V. B ernstein  [i], p. 184.

--- O C < / <  +O O  Ì

(5) Questa serie converge assolutamente almeno per Re (s) >  aa +  <73 (vedasi H. G. 
E gg leston  [3]).

(6) L’informazione contenuta in 30 può essere utile quando si debba procedere alla com­
posizione secondo H.-P. di più serie di Dirichlet.
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C o r o ll a r io . -  Sia  y un vertice al finito  (Re (y) >  — °°) o un punto 
bene accessibile della frontiera di A  © B, rappresentabile in un sol modo nella 
forma  a 4- (3, con a e 61 , p e gB ; inoltre i punti ex. e (3 siano poli 0 singolarità 
essenziali, rispettivamente, per a (f) e per b (s). Allora y  è necessariamente 
singolare per h (s) ed inoltre

i° se a e [3 sono poli, rispettivamente, di ordine m e n  ̂ y è un polo di 
ordine m - f  n ~— 1 per h( s ) \

2 0 se almeno uno dei punti a ,  (3 è singolare essenziale, y è singolare 
essenziale per h (s) ed ha ordine uguale al massimo fra  g li ordini dei punti 
singolari a e [3.
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