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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Sw//a composizione secondo Hurwite—
Pincherle di due serie di Dirichlet®. Nota di DeLrina Roux, pre-
sentata 7 dal Corrisp. G. Riccr.

1. INTRODUZIONE. - Consideriamo due funzioni analitiche della variabile
complessa z, a (2) € & (z), definite mediante due serie di potenze in 1 [z; qualora
si conosca la collocazione dei loro punti singolari, & ben noto (® dove debbano
essere ricercati i punti singolari della funzione composta secondo Hurwitz—-
Pincherle (scriveremo secondo H.-P.) di @(2) e é(2). L’analogo problema
per le funzioni rappresentate mediante serie di Dirichlet venne affrontato

per la prima volta da S. Mandelbrojt [4]. Egli prese in esame una serie di
Dirichlet

a()= X aneh (0<hy <hypir—>+00;5 =01 it)

(avente ascissa di assoluta convergenza 6, << 4 oo e ascissa di olomorfismo (2
G, << + oo0) e una serie di Taylor-Dirichlet

b(s) = X bue

(avente ascissa di convergenza c; < + oo), nell’ipotesi che le funzioni ana-
litiche della variabile complessa s definite da a(s) e 4 (s) fossero funzion:
uniformi di s, e pervenne ad un teorema che contiene come caso particolare
il teorema di H.—P. soltanto /limitatamente ad una regione di piano. Preci-
samente, detto E (@ ;o) I'insieme dei punti non regolari di a(s) nel semi-
piano Re (s) > o, %), il teorema di Mandelbrojt afferma che

« Per la funzione definita mediante la serie

”e

k<s):k(s;a)é>=25ne_uns y an()\r+m—l>dr6m

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd del Gruppo di Ricerca n. 40 del Comitato
per la Matematica del C.N.R. (1962-63).

(**) Nella seduta del 20 aprile 1963.

(1) Si veda ad esempio L. BIEBERBACH [2], pp. 29-3I.

(2) Dicesi «ascissa di olomorfismo » di una serie di Dirichlet @ (s) I'estremo inferiore dei
numeri ¢ pei quali @ (s) & olomorfa nel semipiano Re (s) > ¢. Si veda ad esempio VL. BERN-
STEIN [1], p. 32. ’

(3) Questo insieme & cosi definito da S. Mandelbrojt: E (2;6;:) & 'insieme formato dai
punti singolari di @ (s) nel semipiano Re (s) > o: e dai punti che non si trovano su alcuna
curva giacente in questo semipiano, passante per un punto in cui @(s) converge e non pas-
sante per alcun punto singolare di a (s).
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(dove p, =m + % e la successione {y,} & percorsa in ordine crescente),
linsieme E (%; max (6., 0s)) non pud contenere punti diversi dai punti
della forma log (e* 4 ¢P) e dai loro punti di accumulazione, dove o € E
(a; —o0) ed al logaritmo vengono attribuite tutte le sue determinazioni ».

Nei riguardi di questo teorema possiamo fare la seguente osservazione.
Se « € E (a;—o0), il punto « + 24 mz (£ intero == 0) non appartiene neces-
sariamente ad E (a;— oo) (e altrettanto dicasi per 4 (s)); tuttavia l'infor-
mazione data sull’insieme E (%; max (6., 0s)) ¢ indifferente a questo fatto,
nel senso che tale insieme rimane invariato sia che, oltre al punto o, appar-
tengano ad E (a@;-—oo) anche altri punti della forma « 4 247z, sia che
non vi appartengano. Cid fa pensare che il teorema in questione possa essere
ulteriormente perfezionato da questo punto di vista.

S. Mandelbrojt [4], [5], e, successivamente, Yu Chia Yung [8], si occu-
parono della composizione di due serie entrambe di Dirichlet, che defini-
scano funzioni uniformi di s, considerando perd una operazione di compo-
sizione che si discosta notevolmente dalla originaria composizione secondo
H.-P. e, comunque, pervenendo a risultati pei quali vale la stessa osserva-
zione fatta per il teorema citato sopra.

H. G. Eggleston [3] studio 'analogo problema della composizione secondo
H.—P. di due serie di potenze generalizzate, cioé di due serie della forma

ans Pt (0 < hw < Ayyy > 4 00),

Nk

n=o

dove z & un numero complesso non nullo di modulo e argomento univoca-
mente determinato, come se la variabile z fosse distesa sopra la superficie
riemanniana di log # (o anche di £* con 1 irrazionale) : queste serie di potenze
generalizzate sono evidentemente un’altra forma delle serie di Dirichlet,
forma sotto la quale esse erano state precedentemente studiate da A. Pfliiger [6]
nei riguardi 'del loro comportamento asintotico.

Anche per il teorema di Eggleston vale un’osservazione analoga a quella
fatta rlguardo ai teoremi precedenti. Per questa ragione ed anche perché
riteniamo che il teorema di Eggleston non possa sussistere nella forma gene-
rale in cui ¢ stato enunciato, abbiamo ripreso in esame, in una Nota in corso
di pubblicazione, il problema della collocazione delle singolaritd della fun-
zione composta secondo H.—P. di due serie di potenze generalizzate: il teo-
rema cui siamo pervenuti mette in luce l'influenza che, sulle singolarith
della funzmne composta, ha il fatto che un punto sia singolare per una piut-
tosto che per un’altra determinazione delle funzioni componenti.

In questa Nota ci proponiamo di presentare i risultati ottenuti enuncian-
doli qui nella forma abituale per le serie di Dirichlet.

2. ADDIZIONE ESPONENZIALE. STELLA. SOMMA DI STELLE. — Conside-
riamo il piano della variabile complessa s = o - #, privato del punto s = oo,
cio¢ I'insieme delle coppie ordinate di numeri reali (o, #) (— oo <6 < 4 oo,
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— 00 < ¢ < 4 o0) e conveniamo, poiché questo ci riuscira comodo nel seguito,
di aggiungere all'insieme di queste coppie quelle il cui primo elemento &
— oo (le coppie (— o0 ,#),— oo <# < 4 oo).

Stabiliamo ora nell'insieme S di punti cosi ottenuto una operazione di
addizione esponenziale nel modo seguente.

Sia sy =0, +#(—o0 =0, <+ 00,—o0o <t <+ oo b=1,2). 1l
punto s = ¢ + #¢ = 5, 4 5,, somma esponenziale di s, e s,, & definito nel
modo seguente.

1°se |t — 1, | > w, s non esiste.

Qualora sia |/, —7,| =, consideriamo il numero complesso et I

+ e= (e >t = 0);

2° se | e 4 ¢%2| = 0, poniamo ¢ = —o0, ¢ = (¢, + 2,)[2;

3° se |es 4 e2|> o0, poniamo s = log (e*r 4+ ), dove la deter-
minazione del logaritmo & scelta in modo che risulti £, <7 < # se £, < Z,,
oppure £, S £ X ¢, se £, < Z,.

L’operazione di addizione esponenziale ¢ commutativa ma, in generale,
non associativa: infatti puo esistere (s, +- 5,) 4 s; senza che esista s, + (s, + s,);
tuttavia, qualora entrambe queste somme esistano finite, esse sono uguali.

Siano A e B due insiemi di punti di S: diremo somma esponenziale
A+ B dei due insiemi A e B linsieme dei punti della forma s = s7 4 s,,
con s; €EA e s, €B.

Diremo ste/la in S qualunque insieme aperto A che goda le seguenti
proprieta: I° per ogni #,—o0 </ < -+ oo, esiste @; <<+ oo tale che
per ogni 6> a; risulti s =oc 4+ £ €A; 2° se s, = o, + 7, €A, per ogni
6> o, risulta s = ¢ 4 7, €A.

Per ogni # (— oo < ¢ < + o0), diciamo 6, I'estremo inferiore dei valori
o tali che s =0 4 4 €A risulta — oo < 6, < 4 oco. Il punto s, = o, + 2
sara detto wertice di A sulla retta Im(s) = 2
- Sia s =06 4 it,6> —oo, un punto della frontiera di A: diremo s
bene accessibile se esiste un semicerchio di centro s i cui punti interni appar-
tengono tutti ad A. » ‘

 Diremo somma di due stelle A e B linsieme A @ B complementare
dell’insieme somma esponenziale dei complementari A’ e B’ di A e di B, cioé
A ®B= (A4 BY. E facile vedere che la somma di due stelle & anch’essa
una stella e che I'operazione di somma di stelle ¢ commutativa ed associativa.

. I RISULTATI. — Sia a(s) = An e:_h”: 0 << A < Ayy: <+ 00) una
3 pa—

serie di Dirichlet avente raggio di assoluta convergenza o, << 4 oo e sia A
la sua stella di regolaritad . E facile vedere che A & una stella del tipo defi-

(4) La stella di regolaritd di una serie di Dirichlet & definita nel modo seguente. Per ogni
Z,— 00 <t < + oo, consideriamo l’insieme A; dei punti s = + i (—oo <6 < + 00) nei
quali @ (s) & regolare per prolungamento analitico lungo la retta Im (s) = # a partire da un
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nito nel n. 2 e che ogni punto « vertice di A, con Re («) > — oo, ¢ necessa-
riamente singolare per a (s) per prolungamento analitico lungo la semiretta
¢t =1Im(a), 6 > Re(a).

Sia o = — oo + it, un vertice di A: se 6,> 6,,a(s) & funzione olo-
morfa di s (e quindi anche di z = ¢*) nell'intorno del punto s, = o, + 7z,.
Consideriamo la serie di potenze di z che rappresenta a (s) nell'intorno di
s = s;; Pelemento analitico considerato ¢ prolungabile lungo il raggio arg
z = ¢, fino all’origine ; se z = o ¢ singolare per prolungamento analitico lungo
questo raggio diremo che il punto « ¢ singolare per a(s); in caso contrario
diremo che o & non singolare per a (s).

Veniamo ora ad enunciare il teorema oggetto di questa Nota.

(o]
TEOREMA. — Siano a(s) E ane "t p(s) = X b, BT
n=0

Ot <My > + 00,0 < pn < Pngr = + 00) due serie di Dirichlet
aventi ascissa di assoluta convergenza c, << + oo, 05 < + 0o e siano A ¢ B,
rispettivamente, le stelle di regolarita di a (s) e di b (s); & e B, rispettivamente,
&li insiemi dei punti singolari di a(s) e di &(s) sulla frontiera di A e B.
Allora, per la funzione definita mediante la serie (5

(o] .
’ . —Q,, s TOm+tunt1)
;l (s) = k (J‘, a ) b) = Z— Cm’n e ( +”‘n+ ) , L'm’n = P()\m + I) F (“” + I) am bn

valgono le seguenti proprieta.

1° detta H la stella di regolarita di % (s), risulta H D A ® B;

2° fra i vertici al finito e i punti bene accessibili della frontiera di A ® B
possono essere singolari per h(s) soltanto quelli che appartengono ad A 4 B;

3° un vertice di A ® B della forma s = — oo + it, pud essere singolare
per h (s) soltanto se esiste un punto s = — oo - it, con \ t—1t,| <mw[2 appar-
tenente ad QL B O,

Questo teorema si ricava come immediato corollario dall’analogo teo-
rema sulla composizione secondo H.—P. delle serie di potenze generalizzate
contenuto nel lavoro in corso di pubblicazione al quale ci siamo riferiti in
precedenza.

In maniera analoga a quella usata per le serie di potenze generalizzate,
tenendo presenti i teoremi di R. Wilson [7] sulla composizione secondo H.—P.
di poli e singolaritd essenziali, si perviene al seguente

punto sz = o1 + 2f (61 > 0,): & evidente che A; non dipende dal particolare punto s: pre-
scelto. La ‘stella di regolarita di @(s) & linsieme A riunione degli insiemi A;, cioé
A= ) A;. Si veda per esempio V. BERNSTEIN [1], p. 184.

—00<7< 400 |

(5) Questa’ serie converge assolutamente almeno per Re (s) > o, 4 o3 (vedasi H. G.
EGGLESTON [3]). '

(6) L'informazione contenuta in 3° pud essere utile quando si debba procedere alla com-
posizione secondo H.—P. di piu serie di Dirichlet.
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COROLLARIO. — Sia v un vertice al finito (Re (y) > —o0) 0 un punto
bene accessibile della frontiera di A ® B, rappresentabile in un sol modo nella
forma o+ P, con o €, B €B; inoltre i punti o« ¢ B siano poli o singolarita
essenziali, rispettivamente, per a(s) e¢ per b(s). Allora v é necessariamente
singolare per k(s) ed inoltre

1° se o ¢ B somo poli, rispettivamente, di ordine m ¢ n, Y é un polo di
ordine m - n—1 per h(s);

2° se-almeno uno dei punti o, ¢ singolare essemziale, Yy é singolare
essenziale per k(s) ed ha ordine uguale al massimo fra gli ordini dei punti
singolari o e P.
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