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Idrodinamica. — Propagazioni ondose nei canali a marea. No­
ta II (*} del Corrisp. G iulio S u pi no .

1. Nella N ota I ho ind icato  i due problem i fondam entali della p ropa­
gazione ondosa nei canali a m area ed ho discusso il caso delle onde ascendenti 
libere. Consideriam o qui il secondo problem a prospettato .

Sia dato  un canale alim entato  con p o rta ta  costante e che abbia la foce 
chiusa da porte  vinciane: finché il livello dell’acqua nel canale è inferiore al 
livello del m are le porte  restano  ap e rte ; quando la m area cresce le porte si 
chiudono e l’acqua si invasa nel canale.

2. Precisiam o il problem a m atem atico .
Come prim a cosa sostitu irem o le porte vinciane con paratoie piane ; 

ciò per ev itare  di dover tener conto della inclinazione delle due porte rispetto  
all asse del canale e di dover risolvere, insieme al problem a della m area quello 
delle riflessioni ondose. Ciò sem plificherà la soluzione e porterà  a qualche dif­
ferenza so ltan to  nelle vicinanze delle porte.

Chiuse le paratoie, al m oto uniform e di base si sovrappone una p o rta ta  
uguale ed opposta che ha origine per x  =  o. L a soluzione generale, nell’ipo­
tesi che il canale si estenda sufficientem ente a m onte (in modo che non com­
paiano le onde riflesse d u ran te  il periodo di chiusura delle paratoie) è data, 
ovviam ente, dalle sole onde ascendenti ; si può perciò rappresentare la <p 
con una serie di onde sinusoidali elem entari e scrivere

9 =  S A „ e X;X sen w [ t  —  SB» e %nX cos nv (t —• dL\ .
\ <*>«/ V

Si avrà quindi :

4  — ----- v r ’ — —  S?zv A n eX"x cos nv (t —• dL \ i sennv [ t----- ~ ì
Cl \ (ùn J \ iùn )

y  =  e X,,x sen nv {t — —  2  — ■ A„ eX,,x cos n'J (l —  +

+  S B „ kn e k^x cos nv [t ------ —) -f- S  —  B^ e k*x sen nv ( t ------•V G L  /  CO,, \  iù n J

Le porte  restino chiuse per il tem po tQ . In  questo tem po tu tto  va come se dalle 
parato ie  fosse s ta ta  in v ia ta  verso m onte una  p o rta ta  uguale ed opposta alla 
p o rta ta  affluente : q — —  qQ ; successivam ente le porte si riapriranno  e,
non crescend i più il livello in corrispondenza di esse, q si annullerà im provvi­
sam ente per poi assum ere un valore positivo aum entando la p o rta ta  defluente

(*) P resen ta ta  nella seduta del 9 marzo 1963.



in m odo da annullare com pletam ente l’effetto di riten u ta  m anifestatosi nel. 
Tintervallo O —  tQ.

N ell’in tervallo  successivo a tQ e fino al term ine del periodo (cioè al ri­
torno della m area al livello medio) la legge delle p o rta te  resta  incognita; è 
invece no ta  la y  (uguale alla y  della m area).

L a soluzione e sa tta  richiederebbe perciò la soluzione di un problem a 
m isto ai lim iti. M a il problem a può essere semplificato partendo  dall’ipotesi 
che per t =  O il m oto nel canale sia in ogni caso un m oto uniform e e lim i­
tandosi a ricercare l’andam ento  delle onde finché le porte restano chiuse (e 
cioè quando l’onda è più alta). Con queste ipotesi le condizioni sono ben de­
term inate fino a t =  t Q; successivam ente noi non conosciamo la legge con la 
quale q varia dopo l’ap e rtu ra  delle porte, m a tale legge non può avere influenza 
su quanto  accade nel tem po O —  tQ perché se essa influenzasse la riten u ta  
dovrem m o concludere che la propagazione dell’onda verso m onte è influen­
za ta  da quello che accade a valle in tempo successivo. Ciò che è evidentem ente 
assurdo.

Supponiam o perciò che la p o rta ta  q da aggiungere alla p o rta ta  di m oto 
uniform e sia — qQ nel periodo O —  tQ e + q 0 nel periodo tQ —  2 tQ . Poniam o poi 
2rt0 =  T  (essendo T  un tem po convenzionale, non necessariam ente eguale alla 
d u ra ta  di un periodo com pleto di m area).

In  base alla soluzione assegnata per 9 si ha alla foce
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q — —  q =  . J l  =  A n cos n v t— Bn sen nv t 

m entre  p er lo sviluppo in serie di Fourier è

Di qui risu lta

?
2 g0 1— cos mr----- -----   sen nv f  ̂

tu n

An — O B n q0 T  1 — cos niu 
tu2 n 2

In  corrispondenza di questa soluzione si ha per y  (alla foce) :

y  =  y< + y  *
con

y x = — - cos nv t

2 gQ
TU

i — cos mu-----------   sen nv t .n<àn

Si osservi a questo p u n to  che se \ n fosse costante (e uguale a X) si potrebbe 
scrivere

Xi =  x sd t
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essendo
2 qQ "v 1 — cos niz s = -----2j --------------- sen nv t7T n

e quindi n uguale 3. qQ tra  O e tQ e uguale a — qQ tra  e 2 / Q (con la condizione 
che la costan te di integrazione sia nulla). A nalogam ente se fosse co* =  cost
( =  co) sarebbe

y 2 = ----- -- J .co

O ra X ed co non sono costan ti m a am m ettono lim ite al crescere di //, come è 
facile controllare.

Tale lim ite vale

.X/ =
(i — F) Y0 VF

/  (4 F) (i F) 9 
/ ----------- ------------+

e quando, come accade di solito, F  sia m olto piccolo si può scrivere

X/ V
Yo fF̂

- ( i  +  1,125 F)

da segue

h  =  7 o V (l +  1,5 +  FI25 F)

— 1 se? no — perchè la propagazione avviene verso monte).

Se ne deduce, in tan to , in base ad un noto  teorem a su le serie che y z e y 2 

sono rap p resen ta ti da serie convergenti. E a noi interessa conoscere la loro 
som m a in corrispondenza del tem po / 0, quando le porte stanno per riaprirsi. 
O ra per t =  t 0 e certam ente y a =  o in quan to  tu tti  i term ini sono nulli (si ha 
a fa tto re  sen tìII). M a ciò e dovuto  al fenomeno di Gibbs, ben noto nelle serie 
trigonorqetriche, e per il quale in un pun to  di d iscontinuità per la funzione la 
serie assum e il valore m edio tra  il lim ite a destra  e quello a sin istra (e nel caso 
a ttu a le  il valóre zero). Poiché la form a delle funzioni a partire da t =  tQ è 
s ta ta  fissata a rb itra riam en te  cosi non si può tener conto di questo risultato . 
Si può peraltro  sfru tta re  la form a della serie per trovarne la somma in corri­
spondenza di t t Q s. Si e già osservato che se co fosse costante sarebbe

y 2 =  E ffettivam ente co non è costante, m a tende ad un limite <0/ al

crescere di n è per n sufficientem ente grande differisce dal lim ite assai poco 
q uan to  si vuole. O ra noi possiamo scegliere n ed e in modo tale che i prim i n 
term ini della serie siano trascurabili. I successivi term ini sono evidentem ente 
crescenti m a 4u i è orm ai co & co/. L a somma della serie (per t =  tQ — s) è 
dunque effettiVam ente
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R esta da calcolare y t e questo calcolo può essere effettuato  d ire tta- 
m ente dato  che la serie è uniform em ente e assolutam ente convergente. 
M a si opera più rap idam ente valu tando  il lim ite X/ di X» per n m olto grande 
e scrivendo

Vi — X/ / sd t  —  2  fa  —
qo T  1 -

Il prim o term ine per / =  tQ vale X/-—̂ -  m entre la seconda serie si calcola

abbastanza rap idam ente dato  che la differenza X/ —  \ n è anch’essa rap ida­
m ente decrescente.

A lla fine del tem po tQ possiamo quindi scrivere

(6) y* (t0) + y 2 = / ( t Q)

dove f  (to) rapp resen ta  l’andam ento  della m area in m are. Q uesta equazione 
perm ette  di determ inare tQ perché le porte si riaprono (duran te la fase discen­
dente della m area) quando y z y 2 hanno raggiunto  f  (t0).

Sulla determ inazione di tQ deve però essere fa tta  una osservazione. A 
rigore tQ dovrebbe essere noto a priori perché noi introduciam o tQ in v =  tu//0 . 
In  p ra tica  potrem o dare una valutazione approssim ata di tQ per determ inare v ; 
poi t Q sarà determ inato  esa ttam ente  in base alla (6). E così controlleremo se v 
è v a lu ta to  con sufficiente precisione ed eventualm ente ripeterem o i calcoli. 
I quali sono facilita ti dal fa tto  che, come abbiam o visto, X e co sono, al limite 
per n -^o o j  indipendenti da v.

3. Svolgiamo un esempio. Sia dato  un canale re ttangolare m olto largo 
con le sponde e il fondo coperti da vegetazione (sicché nella form ula di Bazin 
è y =; 2,30). L a profondità di m oto uniform e sia Y 0 =  2 m, la pendenza del 
fondo sia i f  =  0,000025 (2,5 cm per km).

L a p o rta ta  per u n ità  di larghezza risu lta  allora

q0 =  CY0 f Y j ]

ed essendo

C =  Y o ^ + y  =  3 3 , 1 2  ’ f Y  o = I , 4 I 4  . V * / =  0 , 0 0 5

così segue

qQ — 0,468 Ù 0 =  0,234 m/sec.

C onsideriam o ora la m area alla foce. L a m area ha in m are aperto  un 
periodo di I2h25, i5 '/ , m a in corrispondenza delle rive (e specie in fondo ai 
golfi) la m area può essere esa lta ta  dal vento e possono sovrapporsi anche due 
onde distin te . Per esempio la m area verificatasi effettivam ente alla Sacca degli
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Scardovari (nel D elta  Padano) il io  novem bre 1957 ha avu to  l’andam ento  
indicato  dalla seguente tabella :

O ra . . .......................................  7h >3°' 9 12 13*30 15 16,30 18

Livello di m a r e a .......................  io  10,80 11,25 n d S  11,0 10,65 IO

L a quo ta io  corrisponde al livello m edio del mare.
P rim a di po ter iniziare i calcoli del m oto ondoso occorre prevedere il 

valore di tQ.
Per avere u n ’idea della d u ra ta  di chiusura delle porte, supponiam o che 

du ran te  il tem po t Q il pelo libero del canale si ponga orizzontale. Il livello si 
alzerà per effetto dell’affusso qQ. Se alla foce il livello raggiunge la quota 0,80, 
allora il volume invasabile è V  =  (1/2) 0 ,80X 1X 32.000 (perché occorrono 
32 km  per raggiungere la quo ta 10,80 con pendenza 0,000025). Segue 
V =  12.800 me e con la p o rta ta  di 0,468 m c/sec si riem pie in 27.350 see. Tale 
d u ra ta  è inferiore a 8 ore e p ertan to  la quota 10,80 dovrebbe essere superata.

T enu to  conto che il pelo libero non si dispone effettivam ente orizzontale, 
si può supporre tQ =  28.000 see (cioè esattam ente* 8 ore).

Ed ecco ora i calcoli.
Se tQ =  8 ore è V =  ~  — 0,00011; è poi F — i^. =  0,0027.
Per quello che riguarda X ed o  valgono i valori della seguente tabella

n =  ' 1 3 5 7 9 11 13 15
ioSX =  9,47 14,25 17,03 18,95 20,32 21 >35 22,14 22,75

co/Uo =  +  5 >93 +  9,6o 11,70 T3>12 14,13 14,89 15,47 15,92

Al lim ite per n-> 00 si trova

co/ =  —  16,70 U 0 

X/ =  25 ,69-1 0 -5 m- 1 .

Segue eseguendo i calcoli nel m odo indicato  nei num eri precedenti 

y x +  y 2 =  0,000025 tQ +  o, 120 m

e per tQ =  28.800

y x +  _y2 =  0,720 +  o, 120 =  0,840 m.

Invece alle i5h,3o' la m area avrà il livello 10,883 m cioè 4,3 cm più 
alto  che nel canale. Perciò dopo 8 ore le porte saranno ancora chiuse ; in te r­
polando linearm ente si trova che esse si apriranno una diecina di m inuti prim i 
dopo le i5h,3o' (I). Non si ritiene perciò necessario di rifare i calcoli.

Si osserverà che nell’ipotesi di pelo libero orizzontale il calcolo del periodo 
in cui le poirte restano  chiuse sarebbe im m ediato ed elem entare. R ilevato 
in fa tti dalle tabelle di m area che per avere un vantaggio nella costruzione delle

(1) In fa tti la m area sarà 10,844 alle 15X40.
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porte  si dovrebbe avere un livello inferiore ad 11 calcoleremo il volume che 
deve essere invasato  nell’ipotesi di tQ— 7h,3o' -  8h -  gh. Essendo q0 =  0,468 
m c/sec risu lta

per t Q =  27.000 sec V =  12.636 me

tQ =  28.800 sec V =  13.478 me

t 0 =  32.400 sec V =  15.163 me

D ’a ltra  p arte  la m area esterna ha m odificato il livello secondo la legge 
seguente

y  =  1 m per tQ =  27.000 see 

0,883 tQ =  28.800 »

0,828 tQ =  29.700 »

A q u est’u ltim o valore di t Q corrisponde (con qQ =  0,468) un  invaso 
necessario di 13.900 me (con quo ta in terna leggerm ente superiore a 0,83). 
Conviene quindi che esam iniam o l’intervallo  0,83-0,84. Per tQ =  29.850 see 
risu lta  all’esterno y  =  0,836 e all’in terno  un invaso di 13.978 me che consente 
un periodo di chiusura tQ pari a 29.868. E inutile proseguire dato  il cara ttere  
approssim ato del calcolo. Si può afferm are che con pelo libero orizzontale le 
porte si sarebbero aperte con la quota 10.835 (m entre con il m oto ondoso si 
è o tten u to  circa 10.845).

4. D eterm iniam o la linea dei colmi d ’onda all’in terno del canale. Q uesta 
risu lta  senz’altro  dalla espressione di y x +  in funzione della x. Si ha cioè

Xx ■ =
qQ T  y  1 — cos mu \ n e kn* cos n» t

(da calcolarsi per t =  tQ)

X2
2 Qo 
TU

-cosm r X x  --------- e n sen nv t

(da calcolarsi per t =  tQ — e).
Nel caso dell’esempio precedentem ente svolto si trova

alla foce a io  km a 20 km  a 30 km 

Valori di y  (dedotti dalla teoria ondosa) 10,854 10,496 10,587 10,783

Pelo libero o r iz z o n ta le .........................   . 10,835 10,835 10,835 Jo,835

con una leggera m aggiore altezza alla foce (rispetto  all’ipotesi di pelo libero 
orizzontale) e una sensibile m inore altezza all’interno del canale.

5. Possiamo ora concludere. Il livello dei colmi d ’onda in un canale a 
m area, m unito  di porte vinciane si dispone alla foce in modo leggerm ente su­
periore a quello che si stabilirebbe facendo il compenso tra  la p o rta ta  affluita
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nel tem po di chiusura delle porte e volume invasato  nel canale nell’ipotesi 
di pelo orizzontale. N ell’in terno  del canale invece tale livello risu lta  inferiore 
al livello orizzontale.

D a questa constatazione si deduce che se si aum enta la pendenza pur 
rim anendo invaria ta  la p o rta ta  (per effetto per esempio di un aum ento delle 
resistenze) allora dim inuisce l’invaso nel canale e si riduce (o ad d irittu ra  si 
annulla) l’efficacia, delle porte. Lo stesso accade se pur restando invaria ta  la 
pendenza cresce la p o rta ta  per u n ità  di larghezza (il che può avvenire se le 
resistenze diminuiscono).

Infine se le porte restassero chiuse soltanto  per il tem po necessario a pas­
sare dal livello m edio alla m assim a alta  m area e qui si aprissero, allora non si 
avrebbe alcun vantaggio nel livello dell’acqua alla foce, m a un certo  van ­
taggio si noterebbe ancora nel canale verso m onte perché il pelo libero reste­
rebbe compreso tra  l’orizzontale e la re tta  del pelo uniform e, m entre nel caso 
di assenza di porte si disporrebbe poco al disotto  del profilo di rigurgito.

T u ttav ia  può accadere che le porte  non si chiudano affatto. La consta ta­
zione po trà  essere fa tta  facilm ente confrontando il diagram m a di m area con 
l’andam ento  della y  a porte chiuse e controllando che sempre è 
m a non può essere o ttenu to  un  risu lta to  valido in generale d a ta  la irregola­
rità  della curva di m area.


