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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di Scienze fisiche, m atem atiche e naturali

S e d u t a  d e l  2 0  a p r i l e  1 9 6 3  

P r e s i e d e  i l  S o c i o  a n z i a n o  M. P ic o n  e

N O T E  D I  S O C I

M atem atica. —  I n t o r n o  a d  u n a  c o n g e t t u r a  d i  L a n g  e  W e i L  

N ota (*} del S oc io  B e n ia m in o  S e g r e .

1. In  un recente notevole lavoro, L ang e Weil [1] hanno d im ostrato  
che, d e tta  V  una qualsiasi varie tà  algebrica irriducibile di dimensione d  
sopra un cam po y finito d ’ordine <7, esistono due costanti A  , B tali che il 
num ero Nv dei pu n ti g iacenti su V  ed appartenen ti ad u n ’estensione d ’ordine 
v di y soddisfa alla lim itazione

( 1) | N v —  qvd | <  A qy V— */1 2) - f  Bqy (d~  x>

(al riguardo, per il caso particolare in cui q sia un num ero primo, cfr. altresì 
Nisnevic [3]). Il m i n i m o  valore di A  per cui sussiste la (1) (con v intero 
positivo arbitrario) è un i n v a r i a n t e  b i  r a z i o n a i  e di V, il quale, 
se d  =  1 e cioè quando V sia una curva, risu lta  uguale al doppio del g e 
n e r e  g  di V.

Nel prim o lavoro c ita to  viene inoltre congetturato  che, più generalm ente, 
qualunque sia la dim ensione d  di V  il m inimo di A  abbia a valere 2 g, 
dove g  denoti l ’ i r r e g o l a r i t à  di V (ossia la dimensione della varietà 
di Picard di V). Proverò qui però (n. 3) che questa congettura n o n  
s u s s i s t e  incondizionatam ente, usufruendo della proposizione enunciata 
e s tab ilita  nel n. 2, la quale p resen ta interesse anche in sé; a ltri r isu lta ti di 
tipo analogo agevolm ente discendono dalla P arte  I I I  di Segre [6], come 
m ostrerò altrove.

(*) Presentata nella seduta del 20 aprile 1963.
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2. Teorem a. — I l  numero N dei p u n ti che giacciono sulla superficie 
del 40 ordine d i equazione

(2) x 3 z  -f- y 31 - f  z212 =  o

e che appartengono ad un campo y d'ordine q =  p h, nel caso in  cui p  sia un  
numero prim o  — —  1 (mod 3) ed h denoti un numero p a ri [sicché q risulta  
un quadrato — 1 (mod 3)], è dato esattamente da

(3) N =  (gr - f  i ) 2 ±  2 (g —  1) iq  ,

ove a secondo membro va scelto il  segno -j- od il  segno — secondochè h non é 
od e divisibile per 4.

Per d im ostrare questo teorem a, osserviamo dapprim a che la super
ficie (2) passa sem plicem ente per la re tta  r  di equazioni

(4) ■ ■ z  =  t =  o ,

e per le re tte  (a quella appoggiate):

(5) X  —  t  — O , y = z  =  O .

Il num ero complessivo dei pun ti appartenen ti a y che giacciono sulle re tte  (4),
(5) , e che quindi stanno  pure sulla superficie (2), vale m anifestam ente 3 ^-j- 1 ; 
d ’altro  canto, le (5.) sono congiunte alla (4) rispettivam ente dai due piani 
t  =  o e z  =  o, i quali non incontrano la (2) fuori delle re tte  (4), (5) medesime.

Gli ulteriori pun ti in y della (2) si distribuiscono così nel modo seguente 
sui q —  I piani in y per r  d istin ti da quei due. U no qualunque di tali piani 
ha u n ’equazione del tipo

(6) t — I z ,

con jX elem ento non nullo di y ; esso sega la (2), fuori di r, lungo la c u b i c a  
e q u i a n a r m o n i c a  rapp resen ta ta  dalla (6) e dalla

j 3 -f  Xy3 _p X2 z 3 =  o .

Orbene, qualunque sia X -j- o, questa cubica contiene sem pre esattam ente

q +  I ±  2 iq

pun ti a coordinate in y, ove la scelta dei segni va fa tta  nel modo speci
ficato alla fine del teorem a enunciato nel n. 1 (cfr. Segre [6], n. 13).

N otiam o infine che -  fra le cubiche suddette  -  precisam ente (g —  0/3 
(quelle per cui X è un cubo) contengono qualche punto  su r  a coordinate 
in y, nel qual caso ovviam ente -  in forza della q =  1 (mod 3) -  ne con
tengano tre d istin ti ciascuna. Si ha pertan to  in conclusione:

N =  3 ? +  1 +  ( 3 —  i ) ( s  +  1 ±  2 Ì 9) ~  0/3  ,

e cioè appunto  la (3).
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3. È subito visto che la superficie del 40 ordine (2) (in una qualsiasi 
estensione di y) possiede due e so ltan to  due singolarità, date  dai punti

x =  y  =-- z =  o , x — v =  t =  o j

ciascuno di questi essendo per essa doppio uniplanare (con piano tangente 
rispettivam ente z  — o , t  — o), m a non tacnodale. Ne consegue che la (2) ha 
Virregolarità g  — o, in quanto  le superficie del 40 ordine irregolari sono coni 
e superficie do ta te  di re tta  doppia o di due tacnodi (cfr. Poincaré [5], Picard 
e S im art [4], Chap. V, n. 14).

Se la congettura di L ang e Weil (di cui al n. 1) valesse incondiziona
tam ente, si potrebbe di conseguenza applicare la (1) alla superficie (2) con 
A — 2 g  — o , d  — 2 (e q soddisfacente alle ipotesi del teorem a), il che for
nirebbe

N q *  = 0  ( g ) .

M a questa conclusione risu lta  palesem ente in contrasto  con la (3), il che 
d im ostra che, se d  =  2, la suddetta congettura non sussiste senza restrizioni. 
Più in generale, in base anche a quanto  viene osservato p iù  oltre, il m inimo 
di A nella (1) costituisce per >  2 un n u o v o  i n v a r i a n t e  b i r a 
z i o n a  1 e , probabilm ente legato a proprietà aritm etiche delle curve trac
ciate su V.

T u ttav ia , in un prossimo lavoro stabilirò per opportune classi di varietà 
algebriche e la congettura di L ang e Weil ed una generalizzazione di una 
congettu ra consimile recentem ente form ulata dal M ordell [2].

V a infine rilevato  che, per ogni p r o d o t t o  di varietà algebriche, l ’in
varian te  in questione risu lta  uguale alla s o m m a  dei valori ch’esso 
assum e per i singoli fa tto ri. B asta quindi riferirsi al p rodotto  della super
ficie (2) per una varie tà  algebrica arb itra ria , per vedere che la congettura 
d i L ang e W eil sussiste u n i c a m e n t e  nel noto caso delle curve.
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