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Matematica. — /nforno ad wna congettura di Lang ¢ Weil
Nota @ del Socio BENIAMINO SEGRE.

I. In un recente notevole lavoro, Lang e Weil [1] hanno dimostrato
che, detta V una qualsiasi varietd algebrica irriducibile di dimensione &
sopra un campo ¥y finito d’ordine ¢, esistono due costanti A, B tali che il
numero N, dei punti giacenti su V ed appartenenti ad un’estensione d’ordine
v di y soddisfa alla limitazione

(1) le —9Vd| < Agv@—1/2) | Bgv@—1

(al riguardo, per il caso particolare in cui ¢ sia un numero primo, cfr. altresi
Nisnevit [3]). Il minimo valore di A per cui sussiste la (1) (con v intero
positivo arbitrario) ¢ un invariante birazionale di V, il quale,
se d=1 e cio¢ quando V sia una curva, risulta uguale al doppio del ge-
nere g di V.

Nel primo lavoro citato viene inoltre congetturato che, pili generalmente,
qualunque sia la dimensione & di V il minimo di A abbia a valere 2 g,
dove g denoti 1’irregolarita diV (ossia la dimensione della varietd
di Picard di V). Proverd qui perd (n. 3) che questa congettura non
sussiste incondizionatamente, usufruendo della proposizione enunciata
e stabilita nel n. 2, la quale presenta interesse anche in sé; altri risultati di
tipo analogo agevolmente discendono dalla Parte IIT di Segre [6], come
mostrerd altrove. ’

(*) Presentata nella seduta del 20 aprile 1963.
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2. TEOREMA. — 7/ numero N dei punti che giacciono sulla superficie
del 4° ordine di equazione

(2) x3g 4 y3t 4222 =0

e che appartengono ad un campo v d’ordine q = p*, nel caso in cui p sia un
numero primo = — 1 (mod 3) ed h denoti un numero pari [sicché q risulta
un quadrato = 1 (mod 3)], é dato esattamente da

3 N=(@G+ 0 +t2(0—0ly,

ove a secondo membro va scelto il segno + od il segno — secondoché h non é
od ¢ divisibile per 4.

Per dimostrare questo teorema, osserviamo dapprima che la super-
ficie (2) passa semplicemente per la retta » di equazioni

(4) z=1t=0,
e per le rette (a quella appoggiate):
(5) x=t=0 , y=z=0.

Il numero complessivo dei punti appartenenti a y che giacciono sulle rette (4),
(5), e che quindi stanno pure sulla superficie (2), vale manifestamente 3 ¢ 4 1;
d’altro canto, le (5) sono congiunte alla (4) rispettivamente dai due piani
¢t =o0ez =0, i quali non incontrano la (2) fuori delle rette (4), (5) medesime.

Gli ulteriori punti in vy della (2) si distribuiscono cosi nel modo seguente
sui ¢ — I piani in y per # distinti da quei due. Uno qualunque di tali piani
ha un’equazione del tipo

6) t =M%z,
con A elemento non nullo di y; esso sega la (2), fuori di 7, lungola cubica
equianarmonica rappresentata dalla (6) e dalla
23 4 Ay3 Nz =o0.
Orbene, qualunque sia A ==0, questa cubica contiene sempre esattamente
g+1+2)g

punti a coordinate in vy, ove la scelta dei segni va fatta nel modo speci-
ficato alla fine del teorema enunciato nel n. 1 (cfr. Segre [6], n. 13).

‘Notiamo infine che — fra le cubiche suddette — precisamente (¢ — 1)/3
(quelle per cui A & un cubo) contengono qualche punto su 7 a coordinate
in v, nel qual caso ovviamente — in forza della ¢ = 1 (mod 3) — ne con-
tengpno tre distinti ciascuna. Si ha pertanto in conclusione:

N=3¢g4+14+g—0@+1+2)9)—3-(¢— D)3,

e cio¢ appunto la (3).
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3. E subito visto che la superficie del 4° ordine (2) (in una qualsiasi
estensione di y) possiede due e soltanto due singolarita, date dai punti

X =y =2=0 y x:v=i=0,

ciascuno di questi essendo per essa doppio uniplanare (con piano tangente
rispettivamente # = o, 7 = 0), ma non tacnodale. Ne consegue che /a (2) /a
lirvegolarita g = o, in quanto le superficie del 4° ordine irregolari sono coni
e superficie dotate di retta doppia o di due tacnodi (cfr. Poincaré [5], Picard
e Simart [4], Chap. V, n. 14). :

Se la congettura di Lang e Weil (di cui al n. 1) valesse incondiziona-
tamente, si potrebbe di conseguenza applicare la (1) alla superficie (2) con
A =2g =0,d =2 (e ¢ soddisfacente alle ipotesi del teorema), il che for-
nirebbe

N—g¢ =0(g.

Ma questa conclusione risulta palesemente in contrasto con la (3), il che
dimostra che, se d = 2, la suddetta congettura non swussiste senza restrizioni.
Piu in generale, in base anche a quanto viene osservato piu oltre, il minimo
di A nella (1) costituisce per ¢ >2 un nuovo invariante bira-
zionale, probabilmente legato a proprieta aritmetiche delle curve trac-
ciate su V. ;

Tuttavia, in un prossimo lavoro stabilird per opportune classi di varietd
algebriche e la congettura di Lang e Weil ed una generalizzazione di una
congettura consimile recentemente formulata dal Mordell [2].

Va infine rilevato che, per ogni prodotto di varieta algebriéhe, I'in-
variante in questione risulta uguale alla somma dei valori ch’esso
assume per i singoli fattori. Basta quindi riferirsi al prodotto della super-
ficie (2) per una varieta algebrica arbitraria, per vedere che /a congettura
di Lang ¢ Weil sussiste unicamente nel noto caso delle curve.
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