
ATTI ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

CLASSE SCIENZE FISICHE MATEMATICHE NATURALI

RENDICONTI

Samuel Zaidman
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N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Matematica. — Quasi-periodicità per Vequazione di Poisson... 
Nota di S a m u e l  Z a i d m a n , presentata0 dal Corrisp. L. A m e r i o .

§ 1. In  questa  N o ta  darem o un riassunto  dei risu lta ti contenuti nel 
lavoro d e irau to re  [io], di prossim a pubblicazione negli «A nnali di M ate 
m atica ».

Sia f  (x , t) una funzione definita per ogni t € J =  (—  00 , fi- 00) e per

quasi tu t t i  gli x  e Rw, tale che, per ogni t e ]  , j* \ f ( x , t ) \ 2dx<C 00, e

R*

lim / | / (x , /.4- &) — / (x , t) |2 dx  =  o. Essa definisce .quindi una funzione
5 ->o J

R*

fortem ente continua da t e ]  in L2 (R w) , / ( / ) — { /  ( t , a:) , j g R " J :  sarà perciò

firn || / ( 7 +  S) — f ( t )
5 —>0

<  +  00. Se chiam iam o le «striscie» KnX(a  , £), la funzione f  (x , t)
è di q uad rato  som m abile in ogni striscia.

U sando m etodi di L ax  [7] e di M algrange [8], [9], si dim ostra che: 
esiste almeno una funzione u (x , t) misurabile in Kn X J, di quadrato 

sommabile in ogni striscia Qa,ò, tale che risulti, per ogni funzione ( x , t) e 
e C  (R” X J) (indefinitam ente derivabile con supporto com patto  in R" X J)

( 0  f u ( x ,  ()(<!>„+ dx dt =  I f  (x , t)<& (x , t) dx dt.
R*xJ R” x j

U lteriorm ente, con un procedimento diretto  comunicatoci da M agenes 
(oppure usando un teorem a di B row der ([5] -  teor. 2,3), tale funzione 
u (x , £), soluzione generalizzata dell’equazione di Poisson viene regolarizzata. 
Si d im ostra in fa tti che u (x , t) e H 2 (Qa,ò) per ogni Qaìh cioè che am m ette 
in ogni striscia derivate generalizzate del prim o e del secondo ordine, di qua
d ra to  sommabile in questa striscia.

1 O ra è poto  che esistono le tracce y 0 u (x , t) =  u 0 (x) , y G ut (x , f) — 
— u1 (x) , y G ux. (x , t) =  uì (x), sull’ iperpiano t — o, funzioni che appar
tengono, la prim a a H 1 =  H 1 (RM)> le altre a L 2. Inoltre, dopo aver eventual-

=  o ||/ '(0  t  d t<  OO, per ogni a , • o o <  a<

(*) Nella seduta del 9 marzo 1963.
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m ente cam biata la u (t) =  {u (x , t) ; x  € R n} su un insieme Jc C J avente m i
sura nulla, valgono le form ule di rappresentazione

i u (x , /) =  jU ;  (oc , f) dt -f- u Q (x) , ut (x , t) =  j'u tt (x , t) , dt ux (x ) ,

(2) j ° , °

I (cc ì f  j"ux  ̂t (x > I) dt —j— Uì (oc).
\ o

Se ne deduce facilm ente che u (x , t) , u, (x , f) , ux. ( x , t )  sono funzioni con
tinue di t e J con valori in L2 (R”).

§ 2- Supponiam o ora che esista una costante L  >  o, tale che risu lti

( 3)  | / ( 0  1 =  j  per t e ] ,
R*

D irem o in tal caso che la funzione f ( x , t )  è ^ - l im i ta ta .  Si d im ostra dapprim a 
con un m etodo che ci è s ta to  com unicato da Agmon, che

se l'equazione ( i)  con termine noto f  (x ,t)  L 2-limitato, ammette una solu
zione u (x , t)-V -lim ita ta , allora le derivate (generalizzate) u, (x , t) , ux . (x , t), 
risultano L2—limitate.

Si dànno esempi di funzioni f  (x , /) -L 2-lim ita te , per le quali esistono 
soluzioni u (x , / ) -L 2-lim ita te , si dim ostra Vunicità delle soluzioni u (x , t)~ 
L -lim ita te ,  e si fa vedere che per certe funzion i f  (x , t)-L 2-limitate la (1) 
non ammette soluzioni I f -limitate. NeH’ultim o caso diremo che c’è la risonanza.

Tale circostanza -  l’un icità  della soluzione lim ita ta  insieme colla possi
b ilità  di risonanza m ostra  che il nostro problem a, di tipo  « singolare » (perché 
in tu tto  lo spazio), non trova analogia nel caso delle equazioni ordinarie a 
coefficienti costanti.

§ 3. Supponiam o ora che la funzione f  (t) =  { / (x , t) , x  e R} sia quasi- 
periodica da t e J in L 2, nel senso di Bochner [2], e cioè che :

per ogni e > o  si trovi un /  =  /  (e), così che in ogni intervallo
( t , t f - l ) c j  esista alm eno un  num ero te (s-quasi-periodo), tale che

(4) SUP 1 /  (f +  4 )—/  00 I <  s .
/6J

E noto  [2] che tale funzione risulta, per t e  J, L 2-lim ita ta , e anzi, con 
tra ie tto ria  in L re la tivam ente com patta. Si d im ostra il seguente teorema, 
form alm ente simile a un noto  risu lta to  di B ohr-N eugebauer, m a in sostanza 
più vicino al prim o teorem a di F avard  sui sistemi quasi-periodici ordinari [6].

TEOREMA i. -  Se u (x , t) e una soluzione L2-lim itata della (1) con termine 
noto f  (x , quasi—periodico, allora le funzioni u (x , /) , ut (x , t) , ux. (x , t)
sono tutte L  -quasi—periodiche. Inoltre u (x , f) , ut (x , /) , f ( x  , /) hanno lo
stesso « spettro ».
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Tale teorem a è s ta to  da noi d im ostrato  per l’equazione del calore in [13] 
(teor. IV. 1) e il m etodo che abbiam o usato, con alcune varian ti, si applica 
anche all’equazione di Poisson.

Si considerano dapprim a le funzioni U  (s , t) , F  (s , f) , (s =  , • • •, sn)),
trasfo rm ate di F ourier-P lancherel delle funzioni u (x , t) e f ( x , t ) rispetto  
alle sole variabili (x).

Per le p rop rie tà  d ’isom etria tra  L 2 e se stesso della trasfo rm ata  di F ourier- 
Plancherel, le funzioni U  (s , /) , F  (s , t) risu ltano, la prim a L 2-lim ita ta , l’a ltra  
L 2-quasi-period ica . Ino ltre, la d eriva ta  forte in L 2,U* ( / , / ) ,  risu lta  la tra 
sform ata di ut (oc , t)y e per quello che abbiam o visto sopra, è anch’essa ^ - l i m i 
ta ta . Anche le funzioni s -U  (s , t), trasform ate delle funzioni ux .(x  ,t)  risul
tano  L2-lim ita te .

Si considerino ora 1 e « proiezioni » (L2-ortogonali fra di loro)

U ; (s , t) =  U  (s , t) per <  | s | <  -  , =  o per gli a ltri s,

U 2P (s , t) =  U  (s , t) per p  <  [ 1 <  p  +  i , =  o per gli altri

e Fp (s , t) , F^ (s , f) analogam ente definite.

Si può dim ostrare che le funzioni u\ 00 =  s u ; ( j , ì ) , j £ R » j , « ;  (t) =  
=  (s , 0  , s 6 R” }, sono due volte derivabili con continu ità  in L2-fo rte , 
e che valgono le relazioni

( 5) 4  (f) =  s* up (f) + / p 00

per ogni p  =  1 , 2 , * • • e i =  1 , 2, ove f p (/) =  {F̂ , (s , t) , s € R n] .
E im m ediato  che le equazioni (5) sono equazioni differenziali a s tra tte  

con operatori lim itati come coefficienti, e che le soluzioni up (t) sono L 2-lim L 
tate , m entre  le f p (t) sono L2-quasi-period iche. Le equazioni (5) non am m et
tono più di qna soluzione lim ita ta , e tale soluzione esiste ed è L2~quasi-perio- 
dica. Anzi, si dà una esplicita rappresentazione di queste soluzioni quasi- 
periodiche Up (s , t), e da questa si ottengono maggiorazioni della form a :

IUp (s , t) ||La <  M (p +  i ) : 

d
| u ; o , / ) | | <

M

e analoghe per le prim e derivate  XJP (s , t) e per le funzioni s.XJlp (s , t).

O ra è ovvio da queste m aggiorazioni che la serie 2  (s » l) converge
1

uniform em ente, in L 2-fo rte , verso la funzione quasi-periodica U 2 (s , t) — 
=  U  (s , t) per | | >  1 , — o per | s \ <  1, Si vede inoltre che non è possi
bile fare lo stesso rag ionam ento  nella zona di risonanza \s  \ <  1, e perciò 
la quasi-period icità  della funzione U j (s , /) =  U (s , t) per | | <  1 , — o per
! | >  1, si d im ostra per u n ’a ltra  strada.

00

Si osservi che la serie 2  ^  >0 converge uniform em ente, in L2-forte,
1

verso la funzione quasi-periodica Fj (s , t) =  F (s , t) per | | <  1 , =  o per
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1 J I >  i. L ’uniform ità della convergenza risu lta  dal fa tto  che la tra ie tto ria  
della funzione quasi-periodica considerata ha la tra ie tto ria  relativam ente 
com patta  (vedasi Am erio [2], B ochner-von N eum ann [4]). Inoltre si dim ostra 
per ogni p  la maggiorazione :

Il M 2 u ;  (j , t) I <  - - ,  ove M =  sup I u ( x  ,t)  ||l2 <  oo 

per l’ipotesi del teorem a. Quindi anche la serie
00

1

è uniform em ente convergente su £ e j ,  in L2-fo rte , e d ’a ltra  parte , dalla 
quasi-period icità delle U p ( s , t )  risu lta  quella delle funzioni | s |2 Up (s , t). 
Q uindi la serie

00 00 00

X u; (s, t) = X1 j |2u ;o , 0 + X f; (s , t)
 ̂ p*= I P=X

è uniform em ente convergente, in L2—forte, verso una funzione quasi-periodica. 

D ’a ltra  parte  la serie - ^ - U Zp(s , t) L2-con  verge fortem ente, per ogni t e  J,

verso la funzione -^ -U j (s , t). Si deduce di qui che quest’u ltim a funzione è 
derivabile in L 2-fo rte , e la sua deriva ta  è proprio la som m a della serie 

° °  d 22  (s , t), cioè una funzione quasi-periodica. M a la funzione — U  (s , t)p— 1 at ctt
è L 2-lim ita ta , come risu lta  dal § 2, e quindi anche -^~U 1{s ,t) è L 2-lim ita ta , e

OO
ha derivata quasi-periodica =  Zj L i  (s , t). Per un teorem a di Am erio [1],

la funzione —j U t (s , t) è quasi-periodica. M a anche la funzione U x (s , t) è 
L 2-lim ita ta , per ipotesi, e applicando lo stesso teorem a di Amerio, risu lta 
anch’essa quasi-periodica. Q uindi U  (s , /) =  U x (s , t) +  U 2 (s , f) è L 2-q u a s i-  
periodica, e per la p roprie tà  d ’isom etria della trasfo rm ata di Plancherel, anche 
la u (x , t) è L 2—quasi-periodica. A nalogam ente per ut (x , t) e ux (x , /).

D a ultim o, con condizioni supplem entari di lim itatezza (ma non di quasi- 
periodicità) sulla funzione /  (x , t) si ottengono risu lta ti di quasi-periodicità 
in spazi più forti. Precisam ente si ha il

TEOREMA 2. -  Sia f ( x , t )  L2-quasi-periodica e -limitata. Allora ,
ogni soluzione u \ x  , /) delVequazione (1) che sia Xf-limitata, risulta U m-quasi- 
periodica e la sua derivata ut (x , /)  è XAm~ 1 -quasi-periodica. Se m  —  1 >> n\2, 
le funzion i u (x ,t) , ut (x ,t) sono quasi-peri odi che d a t e ]  in Coo(R^) (spazio delle 
funzioni continue in e nulle all’infinito, con la convergenza uniform e su R w). 

Ósserviam o che la funzione f ( x , t )  risu lta  Hm~~M in u ta ta  se, essendo

F (s , t) la sua trasfo rm ata  di Plancherel, si ha j*(i +  | s\2)m~ T | F(s ,t) \2 d s < M ,
Kn
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t e j .  L a funzione u ( x  , t )  risu lta  H w-quasi-period ica, se ad ogni e f >o  cor
risponde un 4 ,  tale che in ogni in tervallo  ( t , t  +  4) esiste almeno un 4 ,  
così che

sup / ( I  +  I a* |2)w I u {s , t  +  4 ) —  u (s , t) \2ds <  £2.
*€J J

Kn

Infine, la funzione u (x , / )  è quasi-periodica da t e ]  in C*, (Rw), se ad 
ogni £ >  o corrisponde un 4 ,  tale che in ogni intervallo  ( t , t +  4) si trova 
alm eno un 4 ,  cosi che risu lti

sup sup | U  (x , /  +  4 ) ---M (x , /)  | <  £.
*6J x£Rn

Per la dim ostrazione del teorem a 2 si procede come nel teorem a 1. 
È ovvio che la funzione (1 +  \ s \2)ml2U , (s , t) risu lta  L 2-quasi-period ica. 
Inoltre, con m aggiorazioni supplem entari e usando le nuove ipotesi si studia

00
la serie E  0  +  | * \a)m'a U ; 0  , /) e si d im ostra che converge uniform em ente

1
in J. U n  teorem a simile si può dare anche per l’equazione del calore, comple
tando così il teorem a IV. i di [ 11].
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