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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Matematica. — Quasi—periodicita per [’equazione di Poisson.
Nota di SamurL Zarpman, presentata ® dal Corrisp. L. AMERIO.

§ 1. In questa Nota daremo un riassunto dei risultati contenuti nel
lavoro dell’autore [10], di prossima pubblicazione negli «Annali di Mate-
matica ».

Sia f(x,?) una funzione definita per ogni #€ J] = (— oo, 4 o0) e per

quasi tutti gli x € R*, tale che, per ogni #€], [|f(x y O [ dx << oo, e
R?

lim [|f(x,24+8)—f(x,8) [ dr = 0. Essa definisce .quindi una funzione

3 —>o

Rn
fortemente continua da #€]J in L2 R, f@&)={f(,x),x € R"}: sard percid

11mi|f(z‘—|—8)—f(t)|]L2—o f\|f(t)1|L2dt<oo per ogni @, b, — oo a<

< b<C + o0. Se chiamiamo Q,,,,; le «striscie» R”X(a, 6), la funzione f(x,?)
¢ di quadrato sommabile in ogni striscia. ,
Usando metodi di Lax [7] e di Malgrange [8], [9], si dimostra che:
esiste almeno una jfunzione wu (x ,t) misurabile in R* X ], di quadrato
sommabile in ogni striscia Q,s, tale che risulti, per ogni funzione ® (x,¢) €
€eCy (R” X ]) (indefinitamente derivabile con supporto compatto in R”XJ)

(0 /u(x Z)<(D11+E(I)xx)drdt / Sflx,)® (x,¢) dxdt.

R”x] R”><J

Ulteriormente, con un procedimento diretto comunicatoci da Magenes
(oppure usando un teorema di Browder ([5] — teor. 2.3), tale funzione
u (x , %), soluzione generalizzata dell’equazione di Poisson viene regolarizzata.
Si dimostra infatti che u (x,#) € H?* (Q, ;) per ogni Q,; cio¢ che ammette
in ogni striscia derivate generalizzate del primo e del secondo ordine, di qua-
drato sommabile in questa striscia.

~Ora ¢ noto che esistono le tracce vyou (x,?) = uo(x),voru:(x,2) =
= " (%), Yo tts; (x , ) = u; (x), sull’iperpiano #= o0, funzioni che appar-
tengono, la prima a H* = H* (R*), le altre a L*. Inoltre, dopo aver eventual-

(*) Nella seduta del 9 marzo 1963.
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mente cambiata la % (¢) = {« (¥, £); x € R"} su un insieme J,C J avente mi-
sura nulla, valgono le formule di rappresentazione

'/ ! 7

5 u(x,?) =fu;(x,z‘)dt—|—uo(x),uf(x,t) =/u,,(x,t),dz‘—f— w (%),
(2) ’ ’

I3

uy, (x,2) = /uxf, (x,8)dt + u; (x).

\ o

Se ne deduce facilmente che # (x,#), u (x,?), . (% ,¢) sono funzioni con-
tinue di z €] con valori in L* (R").

§ 2. Supponiamo ora che esista una costante L > o, tale che risulti

® rol={[1raora”

<L, per t€].

Diremo in tal caso che la funzione f (x,#) & L°~limitata. Si dimostra dapprima
con un metodo che ci & stato comunicato da Agmon, che
se lequazione (1) con termine noto f (x , t) L’ ~limitato, ammette una solu-
zione u (x ,t)-L’~limitata, allora le derivate (generalizzate) u, (x, £), e, (x,2),
risultano L’~limitate.
Si danno esempi di funzioni f(x,#)-L’-limitate, per le quali esistono
soluzioni « (x , £)-L’~limitate, si dimostra V'unicita delle soluzioni u(x, t)-
L*-limitate, e si fa vedere che per certe funzioni f(x ,¢)-L'~limitate la (1)
non ammette soluzioni 1."~limitate. Nell’ultimo caso diremo che c’e la 7isonanza.
Tale circostanza — l'unicitd della soluzione limitata insieme colla possi-
bilita di risonanza mostra che il nostro problema, di tipo « singolare » (perché
in tutto lo spazio), non trova analogia nel caso delle equazioni ordmarle a
coefficienti costanti.

§ 3. Supponiamo ora che la funzione / (#) = {f (x, ?), x € R} sia quasi-
periodica da #€J in L%, nel senso di Bochner [2], e cio¢ che:
per ogni €>>o0 si trovi un /=/(g), cosi che in ogni intervallo
(2,24 7)C ] esista almeno un numero ¢, (e-quasi—periodo), tale che

(4) sup | fCE+2)—fO]|<e.

E noto [2] che tale funzione risulta, per #€J, L’-limitata, e anzi, con
traiettoria in L” relativamente compatta. Si dimostra il seguente teorema,
formalmente simile a un noto risultato di Bohr-Neugebauer, ma in sostanza
pit vicino al primo teorema di Favard sui sistemi quasi—periodici ordinari[6].

TEOREMA 1. — Se u (x, £) ¢é una soluzione L'~limitata della (1) con termine
noto f (x , ©)-L’~guasi—periodico, allora le funzioni u (x,?), u: (x,8), s, (2, 2)
sono tutte L'-quasi-periodiche. Inoltre wu(x ,f),u (x,0,f(x,0) /mn.no lo
Stesso « spettro y.
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Tale teorema ¢& stato da noi dimostrato per 'equazione del calore in [13]
(teor. IV.1) e il metodo che abbiamo usato, con alcune varianti, si applica
anche all’equazione di Poisson.

Si considerano dapprima le funzioni U (s,#),F (s,2), (s = (s¢,- - -, 5),
trasformate di Fourier—Plancherel delle funzioni « (x,7) e f(x,#) rispetto
alle sole variabili (x).

Per le proprieta d’isometria tra L’ e se stesso della trasformata di Fourier—
Plancherel, le funzioni U (s, ) , F (s, ) risultano, la prima L*~limitata, I’altra
L*—quasi-periodica. Inoltre, la derivata forte in L*, U, (s, ?), risulta la tra-
sformata di «, (x , #), e per quello che abbiamo visto sopra, & anch’essa L°~limi-
tata. Anche le funzioni s; U (s, #), trasformate delle funzioni (%, ¢) risul-
tano L’-limitate.

Si considerino ora le « proiezioni » (L*~ortogonali fra di loro)

U,(s,t) =U (s, per }41—1 £|5‘<% , = o per gli altri s,
U;(s,8)=U(s,? per p<|s|<p+1 , =o0 pergli altri s,

e F,(s,2),F;(s,?) analogamente definite.

Si pud dimostrare che le funzioni wu, ()={U;(s,?),s€R"}, u, (f) =
={U, (s,2),s € R"}, sono due volte derivabili con continuitd in L’-forte,
e che valgono le relazioni

3) Lyt = () + 0

per ogni p=1,2,.-- e i=1,2, ove f, () = {F, (s,%), s € R"}.

E immediato che le equazioni (5) sono equazioni differenziali astratte
con operatori /imitati come coefficienti, e che le soluzioni 2} (£) sono L —limi.
tate, mentre le f; (¢) sono L’ —quasi—periodiche. Le equazioni (5) non ammet-
tono pit di yna soluzione limitata, e tale soluzione esiste ed & L*~quasi—perio-
dica. Anzi, si da una esplicita rappresentazione di queste soluzioni quasi-

periodiche U} (s, #), e da questa si ottengono maggiorazioni della forma :

U6 D<M+ 17, [U,0l=r,

e analoghe per le prime derivate %U; (s,%) e per le funzioni sj.U;, (s,2).

o0
Ora & ovvio da queste maggiorazioni che la serie ¥, U3 (s, %) converge
uniformemente, in L°—forte, verso la funzione quasi-periodica U, (s,8) =
=U(s,?) per |s| >1,=o0 per |s|<< 1. Si vede inoltre che non & possi-
bile fare lo stesso ragionamento nella zona di risonanza |s| <1, e percid
la quasi-periodicita della funzione U, (s ,#) = U (s, ¢) per |s| <1, = 0 per
|s|>1, si dimostra per un’altra strada.

o0
Si osservi che la serie Y, F} (s, #) converge uniformemente, in L’—forte,
I

verso la funzione quasi-periodica F, (s,#) = F (s,?#) per |s| <1, =0 per
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| s| > 1. L’uniformitd della convergenza risulta dal fatto che la traiettoria
della funzione quasi—periodica considerata ha la traiettoria relativamente
compatta (vedasi Amerio [2], Bochner-von Neumann [4]). Inoltre si dimostra
per ogni p la maggiorazione:

sPUSG,Al< e, ove M =supju(e, )< oo
t€]

per lipotesi del teorema. Quindi anche la serie
oo
XisI'Ui6s,0)

¢ uniformemente convergente su #€J, in L’—forte, e d’altra parte, dalla
quasi-periodicita delle Uy (s,#) risulta quella delle funzioni |s|" U} (s, ).
Quindi la serie

Wwoo—EMuma+Em@o

2 . . 2 . . . .
¢ uniformemente convergente in L'forte, verso una funzione quasi—periodica.

D’altra parte la serie E UI, (s, #) L’~converge fortemente, per ogni ¢ €],

verso la funzione WU‘ (s,2). Si deduce di qui che quest’ultima funzione &

\

derivabile in L°~forte, e la sua derivata ¢ proprio la somma della serie
oo
a°

e U, (s, £), cioé una funzione quasi—periodica. Ma la funzione —d7U (s,%

eL —hmltata, come risulta dal § 2, e quindi anche ——UI s,t) & L’~limitata, e
q

ha derivata quasi—periodica= Uz, (s, ). Per un teorema di Amerio [1],

dtz
la fupzione ngx (s,2) & qua51—per10dica. Ma anche la funzione U, (s,7) &
L’-limitata, per ipotesi, e applicando lo stesso teorema di Amerio, risulta
anch’essa quasi-periodica. Quindi U (s,#) =U, (s, + U, (s, ¢ & L’~quasi-
periodica, e per la proprieta d’isometria della trasformata di Plancherel, anche
la 2 (x,#) ¢ L’~quasi—periodica. Analogamente per u, (x,%) e e, (0, ).

Da ultimo, con condizioni supplementari di limitatezza (ma non di quasi-
periodicitad) sulla funzione f(x,#) si ottengono risultati di quasi—periodicita
in spazi piu forti. Precisamente si ha il

TEOREMA 2. — Sia f(x,?) L'~quasi—periodica ¢ W '~limitata. Allora,
ogni soluzione u (x ,t) dell’equazione (1) che sia L'~limitata, risulta H"—guasi-
periodica e la sua derivata u, (x ,¢) ¢ H" ™ '—quasi-periodica. Se m — 1> n|2,
le funzioni u (x,t) , u; (x,t) sono quasi—periodiche dat €] in Co (R") (spazio delle
funzioni continue in R” e nulle all’infinito, con la convergenza uniforme su R”).

" Osserviamo che la funzione f(x,#) risulta H” *limitata se, essendo

F(s,#) la sua trasformata di Plancherel, si ha /(I 4| s | F(s,8) P ds <M,

R”
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¢€]. La funzione « (x, #) risulta H”—quasi-periodica, se ad ogni ¢>o0 cor-
risponde un /;, tale che in ogni intervallo (¢, - /) esiste almeno un #,
cosi che

Sulj)f(l-i—|s|2)m‘U(S’t+t€>_U(3,f)|2ds<$2,
1€

Infine, la funzione « (x,#) & quasi-periodica da te] in Cyx (R™), se ad
ogni € >0 corrisponde un /, tale che in ogni intervallo (#,# 4 7)) si trova
almeno un #, cosi che risulti

sup sup |u(x,¢+ ¢)—u(x, z‘)[<e
t€]J x €ER?

Per la dimostrazione del teorema 2 si procede come nel teorema I.
E ovvio che la funzione (1 + | s|5)"*U, (s ,#) risulta L’-quasi-periodica.
Inoltre, con maggiorazioni supplementari e usando le nuove ipotesi si studia

o0
la serie 14+ |s[)""U%(s, %) e si dimostra che converge uniformemente
s g
I

in J. Un teorema simile si pud dare anche per I'equazione del calore, comple-
tando cosi il teorema IV.1 di [11].
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