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Matematica. — ZEsempi tipici per 'equazione delle onde . Nota
di Grovanni Prousk, presentata ®” dal Corrisp. L. AMERIO.

§ 1. Scopo della.presente Nota & di mostrare come, nell’integrazione delle
equazioni alle derivate parziali di tipo iperbolico e delle funzioni a valori in
uno spazio hilbertiano, alcune proprieta di regolarita dei termini noti non si
trasmettano alle funzioni incognite. ,

Si consideri, ad esempio, nell’intervallo J = (— oo < # <{ + o), 'equa-
zione delle onde (in forma operazionale)

(1.1) X" () = Az () + £ ().

Come & noto ™, se f(¢) & L*-q.p., le soluzioni x (#) della (1.1), considerate
come funzioni a valori nello spazio E dell’energia (corrispondente alla norma

(1.2) [ @l ={llx@ sz + 1" @[3

risultano E—q.p., se sono E-limitate.

Inoltre @, se f(¢) & L°—g. p. secondo Stepanoff, tutte le soluzioni x (¢)
tali che

1/2

/'lrx<z+n>|¢;dnsM<+oo ¢en,

—1/2

sono E—q.p. secondo Bohr.

Poiché una funzione q.p. ¢ uniformemente continua ed ha la traiettoria
relativamente compatta, ¢ spontaneo domandarsi se tali ultime due pro-
prieta, ammesse per il termine noto f(#), si trasmettono alla soluzione x (2),
supposta limitata.

Cio non avviene, e non solo per la (I.1), ma anche per ’analogo problema
dell’integrazione  delle funzioni continue a valori in uno spazio hilbertiano,
come risultera dagli esempi che riporteremo nei paragrafi 2 e 3.

Faremo vedere, precisamente, che si puo prendere. f (£) L'—uniformemente
continua e con traiettoria L'—relativamente compatta, in modo che le soluzioni

(*) Istituto Matematico del Politecnico di Milano. Gruppo di ricerca n® 12 del Comitato
per la Matematica del C.N.R. per I'anno accademico 1962—-63. Durante lo svolgimento di
questo lavoro, I'autore ha usufruito di una borsa di studio del C.N.R.

(**) Nella seduta del 9 febbraio 1963.

(1) L. AMERIO, Problema misto e quasi—periodicita per I'equazione delle onde non omogenea,
«Ann. di Mat.» (IV), vol. XLIX (1960).

(2) Questo risultato € un caso particolare di teoremi piu generali (cfr. A. VASCONI,
Sull’equazione delle onde con termine noto q. p. secondo Stepanoff, in corso di stampa sui « Rend.
Ist. Lomb. Sci. Lett. »; G. PROUSE, Swlle equazion: differenziali astratte g. p. secondo Stepanoff
« Ric. di Mat.» vol. XI (1962)).
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della (1.1) risultino E-limitate, ma non risultino uniformemente continue e
neppure con traietioria relativamente compatia, anche considerate nello spazio
W, definito dalla norma ®
1/2 »
(19 12 @ I, =] [l ¢+ dn]
_1/2

A maggior ragione, esistono quindi soluzioni E-limitate della (1.1)

che non sono E-uniformemente continue e non hanno la traiettoria E—

relativamente compatta, anche se f(¢) & L’ —uniformemente continua ed ha
la traiettoria L’-relativamente compatta.

Analogamente, si puo prendere f (), continua, a valori in uno Spazio di
Hilbert X e dotata di traiettoria relativamente compatta in modo che I’ integrale

F@ = / J () dn risulti X-limitato, ma non abbia traiettoria relativamente

compatm nello spazio L (X), con norma definita dalla relazione .

1z
(19 2@ ey =1 [ 112 ¢+

—1/2

Pertanto, lo stesso integrale non ha traiettoria X-relativamente com-
patta.

§ 2. Consideriamo anzitutto il problema dell'integrazione e poniamo
z
(21) F@ = fman.

Poich¢ £ (#), continua, ha traiettoria separabile, possiamo supporre senz’altro
che Io spazio X sia separabile. ;

Sia {¥,} un sistema completo di vettori ortogonali e normati in X; ri-
sulta allora:

(2:2) FO=Znh® SO =0,
Consideriamo la funzione f(#) definita ponendo :
; , % sin % per fE'JnE[ann,Z(ﬂz-{—ﬂ)TC]
(23  fu®= ‘
o per ¢ ],

E evidente che risulta J» O J, =0 per m==% ed inoltre 2 (n + 1) 7 >
>2 (n2 + 7w+ 1.

(3) Per maggiori dettagli sulla definizione dello spazio Wo (che si introduce per studiare
le soluzioni q. p. nel senso di Stepanoff), cfr. L. AMERIO, Sulle equazioni lineari quasi—periodi-
che negli spazi hilbertiani, « Rend. Acc. Naz. Lincei», vol. XXXI (1961).
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Risulta inoltre

2(n24n)m .
X osin Lt = [— cos —t—]z(nz e o
n n 7n|2n :n:
e quindi:
z
F @) =2,,ynffn (mdn=o per zev],
(2.4) ,
F @) =J’z>ff1> (n) dn per Z€]s.
2}521(

Si puo facilmente constatare che la funzione f(#) definita mediante le
(2.2), (2.3) ha traiettoria relativamente compatta. Risulta infatti, per € J:

1/2S .

?

29 [RFACK

1/2

e la serie = || f(?)||x converge percid uniformemente in J.

2.0

Per un noto criterio, essendo f, (#) ed f (¢) limitate in J, la traiettoria di f(?)
risulta allora relativamente compatta.
Si ha inoltre, se 2 € J,:
2% n+pn

z z
oo 2 j1/2
— | Lsin o Lsin A gn =
Eln[.[fn(n)a’n} g _,fzf smﬁa’q </21> sm?a’n 2

2p%n 2p%q

(2.6) IF@lx=

e, di conseguenza, per le (2.4),
(2.7) sup | F (5l = 2.
t€]

cioe F (¢) & limitata.
Risulta d’altra parte, per 2#*w 4 % nm<t<2wm+ % T,

z 7
(2.8) F,,(t):ff,,(v))dn =]—:—Z—sin-:—i—dn=1——cos—:;—21

. . . I
e percio, considerando l'intervallo |27*w 4 nr — 9| < PR

1/2

(2.9) fFf,(zn?rc-}-nn—]—v;)a’nz I.

—1/2

10. — RENDICONTI 1963, Vol. XXXIV, fasc. 2.
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Ne segue che la serie

iz
(210 3[4 man = F 0 s,

—1/2

non converge uniformemente in J. La traiettoria di F () non ¢ quindi L. X)-
relativamente compatta.

§ 3. Esaminiamo ora I'equazione delle onde (1.1). Siano y, le autosolu-
zioni dell’operatore A e 2, i corrispondenti autovalori.
Come ¢& noto, &

(31) 0<)\1§.)\2£"‘_<_)\n£"’ y lim)\n=°°—

7n-—>00
Consideriamo la soluzione della (1.1) soddisfacente alle condizioni iniziali :
(3-2) z(@©) =0 , % (0)=o.

Essa ¢ data dalla formula

(3.3) x (1) = i {—ff (1) sin A, (£ — )
e risulta: ’ t
(3.4) 40 —E Yo | for (1) cOS Dy (¢ — ) I,
dove ’
3.9 LO=UOme o SO =2050.
Poniamo ora £, =[AX] + I e, successivamente :
(3.6) Fugr = [l 250 2N My I] (n>1).
Poniamo inoltre
3.7 By =[N].

Dalla (3.6) segue

M1 7+ 1
<3°8>x kn—l—l > k + + 2)\n+1 + )\n+x >é A + + 2 [)\n+1] )\n-l-x + )\n+1

Si ha quindi, per le (3.7), (3.9):

<39) f\:: > 2 D\n+1] + I > [7\n+I] + [)\n] + I > ;Ln+1 —|— + I.

Dalla (3.9) si deduce che, se si considerano sull’asse # i ‘segmenti J, =
= [2e =l Aak e ] Pingersezione Jm O ] risulta vuota, per 7 == 7, e

A ’ Ay
én-}—r“llﬁ-{»x 2 /é —|—/l

7\n+1

si ha

+ 1.
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Posto
gysinhd per Sam s fam
(3.10) S (t) = _x_lsinxnz per f—:zwgz‘g /ént}zn 2T
o per t€],

si pud facilmente constatare che la corrispondente funzione £ (#) ¢ L’*~unifor-
memente continua ed ha la traiettoria L*-relativamente compatta.
Si ha infatti, per z€ J:

- ”
(3.11) ignifn 0) i2§ <5

(o]
Poiché pl;n; i =0, la serie 2" | /o )P =] (®];2 converge uniformemente
in J ed f (¢) ¢ quindi L>—uniformemente continua in J ed ha traiettoria relati-
vamente compatta.

- Dimostriamo che la soluzione x (f) della (1.1) corrispondente alle condizioni
iniziali (3.2) ed al termine noto (3.10) (che, come si fard vedere in seguito, risulta
E-limitata in ) non ¢ W —uniformemente continua e non ha la traiettoria W~
relativamente compatta.

Bastera, per questo, far vedere che la funzione x’ (¢), a valori nello spazio
LS (L*) con norma definita dalla relazione

12

1/2
312 1# @ lhgas =] [ 1 €+l an]
—1f2
non risulta uniformemente continua e non ha la traiettoria relativamente
compatta.
Poniamo :

(3.13) 2 @) =v,) +v.0) = Eny,, cos A, ¢ | fu (1) cos M, Ny -

(o] o0 oo
+ X, ynsinh, 2| £ (1) sin A, ndn = D, I bu (@) cos Mt + X . @ () sin A, 2.

o

Risulta, per la (3.10)

1—cos 2\, £ per by — am<t<%on
47\’2‘ 7\,, )\n
Y3
, o per ¢="2mn
(14 ) = o
| 1—cos2),¢ per n 2n£t£.,én+}ln 2T
4>\; 7\,, 7\,,

o per #¢€ ],
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ed inoltre:
I Fyn—ny sin 22, £ By —7n, .
2)\”31—— x 27— e g per TznngTnzn
AnT oy
Y per ¢ = 32T
15) P (t) = " ”
1 kn—nhy, sin 2, ¢ . foy P
_..27\”;t-— % 2T o % per Tnzngthzn
o) per £¢],.
Si ha quindi
I
.16 ()| <
(3.16) [0 1=_
e, di conseguenza, per £€ J:
00 1/2 .
(3.17) 3@ cosne|| =1
? 2y
00
La serie ¥, | {3 (£) cos® a2 | =1 v: (¢)||;= converge allora uniformemente

in J e la funzione v, (¢) risulta percid L*-uniformemente continua ed ha la
traiettoria L’-relativamente compatta.
Per la (3.15) ¢ d’altra parte:

bn o\ T
(3.18) 0 < o ()< a3 27) = o
e risulta ovviamente
(3.19) lim <p,,( Fon Tc) =,
n—>00 A,
(3.20) sup | ¢, () | =m.
t€]

. . &, 2w Ay tn
Si ha inoltre, per 3, 2T T =<?=<5-2% 457, tenendo presentela(3.15):
| 'én hn }ln T k13
(321 B Zon(fram— )= DT
per » > n, abbastanza grande.

Osserviamo d’altra parte che &, per 7€ J,
’ I T I

(3.22) I(pn(t)]£~i;51n lnfg)\—ngl,

pet » > », abbastanza grande.
Risulta poi, in virth delle (3.20), (3.22), per 7 >#,:

1/2

(3.23) f{cp,,(t—]- 0+ %)sin l,,(t + 7+ %)— Gu(t 4+ M)sinh, ¢+ )| =

—1/2

1/2

~

=/H%(i+ﬁ+%}——%(¢+n)]sin%n('f+n>+

—1f2
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+thG+w+{D~wm%@+wﬂ%G+n+ ﬂ§ﬂ>>

1/2
= [{[sinmfrnt ) —sinn @+ ) epfe 0 )+

2L
—[ou (et 14 ) — @ (e )| sine (2 4 )
— [2[sin (e 1+ 5) —sinda e D] [eut 4 1+ T) — wu e+ )]

-cp,,(t—[—'l} —|-%)sin7m (z —|—<7])Hdﬁ =
iz

2/ Hsinln<l‘—|—7)—§—%>——sin7\n(z+ n)]”cp;(t-;_v;q_%)—- :—;— 4: %dv;.

= 1/2
In virth della definizione degli intervalli- J,, la ampiezza di tali intervalli

\ h , \ o . .
(che ¢ uguale a - 47:) tende a 4 oo con 7; & perc10 possibile determinare

—|— __'é—Zﬂ:—I———ﬂ:

Posto 7, = max (#, , #, , n,), si ha allora, per » 2 7, tenendo presente
la (3.21):
1/2
fn %n
(3.24) f[smk (—27t+v;—|- ) sin A, (——2,7t+7;)] Z(;\—ﬂ2“+ﬁ+%)dﬁ2

—1/2

un indice 7z, tale che, per 7 > n,, risulti f— 27 —I—

1/2

> ?;f[smk <‘2n—{—n—|- ) sin A, (é—zn-{-n)}
LA
= Tf: f/:os’(h (—f—:- zn-{-n)—}—%)sirﬁ%a’n =

—1/2

2 1 . - < \]i/= n* 1
= [k smsinan (e e T = (- )

Dalle (3.23), (3.24) segue quindi
1/2

(3.25) fﬁ% 2#+n+k)mﬁ(*2n+n+ =)

—1f2

/é 2 2 2
— (—2’rc+n>sm7\(-21t—|—n>] ZT;<I—7~%>—%_47: 21:6’

per # > n; > n, abbastanza grande.
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Si ha dunque
1/2

(3.26) lsg?/ {% (t+n+%) sin An(z+n+%)——<9n(t+n) sin (24 )| @ >

—1/2

. . it . . .
e percio, poiché o= — o0 per #— oo, la funzione v, (#) non & L; (L")-uniforme-
n

mente continua in J. Per quanto si & dimostrato sopra, anche la funzione
x’ (£) non & quindi L] (L*)—uniformemente continua in J.

Dimostriamo che la traiettoria di v, (/) non & L; (L°)-relativamente
compatta.

Si ha infatti, per la (3.21), per # > ns > n., abbastanza grande :

1/2 /2
(3.27) /cp2 (— 27 4 n)sm M <_ 27 n)dv; 2?—;[sin27\n<f—” 27 n)a’v; =
1 i i
. 2 i

7w | S fon bis
_T(T[7—— Fy sin 22, ( 2w+n>}—1/2>3_2 320, = 64

Risulta quindi, per p > #s:

1/2

< ép Ch TC2
. 2 2)\ .
(3.28) gn/@ (ﬁ27r+71)sm ( 2ﬂ+n) >
—1/2
La serie
o 1/2 )
(3-29) 2, / P+ msint h (¢ ) = [|o. (@) [z 05

—1/2

non converge percio uniformemente in ] e la funzione v, (#) non ha di conse-
guenza la traiettoria L (L”)-relativamente compatta.

Facciamo, da ultimo, vedere che la soluzione x (£) considerata risulta
E-limitata in J.

Si ha infatti, per le (3.3), (3.4), (3.13), (3.14), (3.15),

(3.30) |x (@) |}, *20,, {(n (D) sin 2 — 9, (2) cos M)+ (Pu (2) sin An 24U, (£) cOs A )2}

e quindi, tenendo presenti le (3.16), (3.20),
‘ o per 2€¢U],,
?
330 =@l3=

(¢<f>+<pj, per 1€J,.
Abbiamo percid dimostrato che la soluzione x (£), E~limitata in ], corrispondente
al termine noto f (t), dato dalle (3.5), (3.10), L —uniformemente continuo ed a traiet-
toria L'—relativamente compatta, non & W o—uniformemente continua in | e non
ha la traiettoria W —relativamente compatta.



