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Matemàtica. — S u l problema elastostatico di Signorini con ambigue 
condizioni a l contorno n . Nota di G a e t a n o  F i c h e r à , presentata (**} 
dal Socio A. S i g n o r i n i .

Nel 1959, in una serie di conferenze tenute all*Istituto Nazionale di A lta  
M atem atica, A ntonio Signorini, riprendendo alcune Sue precedenti ricerche, 
ha considerato una nuova classe di problem i elastostatici tridim ensionali che, 
trad o tti da Lui analiticam ente, conducono a stud iare un tipo nuovo di p ro 
blemi al contorno per i sistem i di equazioni alle derivate parziali, costituen ti 
le cosidette equazioni indefinite dell’equilibrio elastico {1\  L a novità  consiste 
in questo : a differenza dei classici problem i, dove le condizioni al contorno 
sono espresse dall’assegnare per le funzioni incognite ben determinate equazioni 
al contorno, nel problem a di Signorini, su parte , o, eventualm ente, su tu tto  
il contorno, le funzioni incognite debbono verificare all’una o all’a ltra  di due 
certe condizioni espresse non da equazioni, ma da disequazioni. Né si conosce 
« a priori » se in un fissato pun to  del contorno è verificata 1’una o l’a ltra  di 
tali condizioni. D a ciò il nome proposto dal Signorini di ambigue condizioni 
al contorno. Esem pio tipico è quello di un corpo elastico appoggiato su un 
suolo piano rigido e privo di a ttrito . Non escludendo che nella configurazione 
di equilibrio una parte  della potenziale superficie d ’appoggio E* possa s tac 
carsi dal piano, nei p un ti di questa sarà positiva la com ponente norm ale u^ 
dello spostam ento e nulla la reazione norm ale tv del vincolo qualora vi sia 
distacco effettivo dal suolo, oppure sarà uv =  o e tv >  o se, invece, in quel 
pun to  il corpo rim ane appoggiato al suolo.

Enuncerò qui il problem a di Signorini, riferendolo agli schemi della o rd i
naria teoria m atem atica dell’elasticità e farò conoscere alcuni risu lta ti di una 
piia ricerca, che verrà in seguito pubblicata in extenso, nella quale viene 
stud iato  il problem a analitico proposto da Signorini. La questione a me pare 
abbia notevole interesse anche da un pun to  di v ista  s tre ttam en te  analitico. 
Se, in fatti, si pone m ente al fa tto  che, l’esprim ere le condizioni di equilibrio 
del sistem a elastico tram ite  il principio dei lavori v irtuali, equivale, nel caso 
di vincoli bilaterali, a servirsi della impostazione debole del corrispondente p ro 
blem a al contorno, si riconosce che nel caso di vincoli un ilaterali, quali sono 
quelli del problem a di Signorini, non si hanno più sistem i di infinite equazioni 
integrali per definire le soluzioni deboli, ma, invece, sistemi di disequazioni 
integrali. Inoltre le «funzioni di p rova»  (che, in u ltim a analisi, corrispon-

(*j) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di ricerca n. .21 del C.N.R.
(*%) Nepa seduta del 9 febbraio 1963.
(1) Cfr. A. SIGNORINI, Questioni di elasticità non linearizzata e semilinearizzata, « Rend, 

di Matem. » (1-2) voi. 18, pp. 95-139 (1959); Sopra alcune questioni di Elastostatica, «Atti 
della Soc. Ital. per il Progresso delle Scienze, XXI Riunione », voi. II, pp. 1-8 (1933).
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dono àgli spostam enti v irtuali com patibili coi vincoli) non possono più sce
gliersi in uno spazio vettoriale, m a costituiscono una varie tà  non lineare {2\  

Sia A  un  campo lim itato  dello spazio cartesiano X 3. A  rappresen ta il 
corpo elastico nella sua configurazione naturale. Tale corpo elastico sarà da 
noi denotato  con la stessa le tte ra  A. Supporrem o che A  sia un  campo propria
mente regolare secondo una definizione da me d a ta  diversi anni addietro  e 
che include tu tti  quei campi, anche d o ta ti di singolarità alla frontiera, che di 
ordinario si incrontrano nelle applicazioni 2 (3) 4.

Sia S  la frontiera di A  e sia questa decom posta in due p arti S t e S 2 cia
scuna com posta di porzioni di superficie regolare aventi al più pun ti del loro 
bordo in comune. Non escludiamo il caso che, riuscendo 2 2 vuota, sia == 2 . 
Supporrem o che A  sia assoggettato  a date  forze di massa, rappresenta te , per 
ogni elem ento di volume dx, da f d x , e su 2 2 ad assegnate forze superficiali 
9da. Inoltre il corpo A  sia appoggiato lungo la parte  S x della sua frontiera, 
supponendo la superficie di appoggio rigida e priva di a ttrito .

Il problem a elastostatico  equivale analiticam ente ad in tegrare il sistem a 
alle derivate parziali

2<Sik( 0 dxk = f i  (4>

con le condizioni al contorno su 2 2

(2) Gik Vk =  9 i

e per ogni pun to  regolare di 2* le ambigue condizioni

Uk Vk >  O (' Uk^k — o

0 )

\ Vik n  =  o

oppure Gik Vi Vk > Q

Gik V k — O .

Con aik si è denotato  un tensore simmetrico, che sarà chiam ato, in ac
cordo alla teoria classica della m eccanica dei mezzi continui, tensore degli 
sforzi, con v il versore norm ale in terno  ad A in ogni pun to  regolare di 2 , con 
u  il vetto re spostam ento  e con t  un qualsivoglia vettore tangente a 2  in un 
suo pun to  regolare.

(2) Siffatto tipo di problema non lineare, di natura del tutto nuova, sembra giustifi
care appieno le seguenti affermazioni del Signorini: « Estremamente difficili, inevitabilmente 
complesse, sono le questioni di esistenza e unicità, di effettiva integrazione, che così vengono 
a prospettarsi. Si resta anzi di fronte a problemi analitici di tipo tu tt’altro che banale . . . 
Certo il non. volere escludere un’area di distacco, a priori incognita, -  se insieme si rinunzia 
a più o meno discutibili procedimenti per una sua preventiva determinazione — complica 
terribilmente le cose; sia per quanto può riguardare questioni di esistenza e unicità, sia per 
l’integrazione effettiva » loc. cit. (T) pp. 127 e 129.

(3) Cfr. G. FiCHERA, Alcuni recenti sviluppi della teoria dei problemi al contorno per le 
equazioni alle derivate parziali lineari, Atti del Convegno Internazionale sulle equazioni alle 
derivate parziali, Trieste, agosto 1954, pp. 174-227, Edit. Cremonese, Roma.

(4) Adopero la convenzione sommatoria secondo cui un indice ripetuto due volte sot
tintende una sommazione. Inoltre, se f ,  9 ,  ••• sono vettori, con /i‘ ,9?,--* (p ==* 1 , 2 , 3 )  
ne denoto le componenti cartesiane ortogonali.
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Evidentem ente le (1), (2), (3) vanno com pletate dalle relazioni che legano 
le com ponenti di deform azioni zik a quelle aik del tensore degli sforzi e che 
caratterizzano  il tipo di elasticità che si considera per il corpo A.

Ciò equivale ad assegnare il potenziale elastico W  (e), cioè una funzione 
delle sei com ponenti di deformazione, ed assumere

(4) Vik =
9W

P ertan to , tenendo conto che

— ___ dui 1 duk \
2 \ ^Xi )

la (1) fornisce un sistem a alle derivate  parziali nelle com ponenti dello sposta
m ento.

In questa N ota  mi lim iterò ad esporre i risu lta ti conseguiti nel caso della 
elasticità lineare, senza tu tta v ia  restringerm i a quello dei corpi isotropi e om o
genei. Viene assunta p ertan to  come W  una forma quadratica  del tipo seguente : 
W  (s) =  aik̂ jh (x) zik zjh, essendo le aikjh (x) funzioni del pun to  x  definite 
nella chiusura A di A  ed ivi sufficientemente regolari (per sem plicità le sup
porrò di classe C°°) ed essendo la forma W  (e) definita positiva nelle zik 
per ogni x  e A .

Signorini, nella sua M em oria, dim ostra un teorema della minima energia 
potenziale. Precisam ente, egli fa vedere che se esiste il m inim o dell’integrale 
dell’energia

E [u\ =  —- J* W  (s) dx  — j  m fi dx  —  J* m q>i d(s
À À Z a 

nella classe degli spostam enti com patibili con i vincoli e di classe C1 (A), il 
vetto re m inim ante è la soluzione (unica a meno di eventuali spostam enti 
rigidi)' del sistem a (1), (2), (3), (4).

Viceversa, se tale sistem a am m ette soluzione in C1 (À), questa for
nisce il m inim o di E |u] nella classe anzidetta . La com patib ilità  col vincolo 
d ’appoggio intendendosi, nel caso da noi considerato, espressa dalla condi
zione

(5) uì Vi >  o su ■ .

In  generale però il funzionale E [u] non am m ette m inim o nella classe 
anzidetta . Occorre invece in trodurre una classe più am pia di vetto ri u, preci
sam ente quelli d o ta ti di derivate prim e (nel senso di Friedrichs e Sobolev) 
appartenen ti ad £2 (A) e tali che la traccia <5) di ^  verifichi la (5). Denoterem o 
con U  tale classe. N ell’ipotesi che riesca f i  e £2 (A) e cp* e £2 (S 2) ho dim ostrato

(5) Nel senso che chi scrive ha introdotto per primo. Cfr. G. FlCHERA, S u itesistenza e 
sul calcolo delle soluzioni dei problemi al contorno, relativi alVequilibrio di un corpo elastico, 
« Ann. Scuola Norm. Sup., Pisa », ser. Ili, voi. IV (1950), teor. XXXII e loc. cit. (3) p. 208.
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che esiste il m inim o nella classe U  del funzionale E [u] se e solo se per ogni 
spostam ento rigido r (x) appartenen te  ad U  riesce :

j T i f i d x  - f  j 'n (pide <  o .
A S2

Tale condizione era già s ta ta  ind icata  da Signorini come necessaria per 
l’equilibrio.

D e tta  U r la sottoclasse (eventualm ente vuota) di U  costitu ita  da tu tti  
gli spostam enti rigidi, per il conseguim ento dell’esistenza del minimo, si è 
rivela ta  essenziale la seguente form ula di m aggiorazione valida per ogni 
u  e U

inf
re  u f i * dx <L K J w ( z ) d x ,

essendo K indipendente da u.
Si d im ostra inoltre che la m inim ante E \u] in U  è unica a m eno dell’addi

zione di un vettore di U r .
Per vedere in che senso la m inim ante verifica il sistem a (1), (2), (3), (4), 

occorre opportunam ente generalizzare le condizioni al contorno (3), ciò 
che tu tta v ia  renderà il problem a analitico vieppiù aderente alla realtà  
fisica. Ciò non è necessario per le condizioni (1), (2), (4), dato  che se /  e 9 
si suppongono uniform em ente hòlderiani nei rispettiv i insiemi di defini
zione, allora la m inim ante u di E [u] in U  è di classe due in A e di classe uno 
in ogni pun to  regolare di S 2, talché le (1), (2), (4) sono verificate in senso 
classico.

Per verificare le (3) occorre abbandonare la interpretazione pun tuale  delle 
forze agenti su e pensarle invece come funzioni d ’insieme com pletam ente 
additive definite sui boreliani di S x. Ciò sem bra ragionevole fare anche da un 
pun to  di v ista ,stre ttam ente  fisico. Si ad o tta  allora una veduta da me in tro d o tta  
nello stùdio dei problem i elastici fin dal 1949 (6). Precisam ente, si dim ostra 
che esiste upa funzione vettoriale d ’insieme com pletam ente additiva, defi
n ita  sui boreliani di : t  (B), tale che, fissata una porzione di superficie rego
lare T su S x e d e tta  TQ la superficie « parallela » a T, secondo il versore in terno v, 
ed a d istanza p, si ha :

lim / eik vk deQ =  u (T).
Q -> ° J 

r Q

I l  verificarsi di una delle due a lternative  p rospe tta te  dalle (3) è subord i
nato  all’essere uk vk >  o oppure uk ^k =  0. Ora, poiché «  è un vettore di 
£2 (S) e quindi determ inato  a m eno dei valori su un arbitrario insieme di 
m isura nulla, la discrim inazione dei due casi apparirebbe priva di senso, se

(6) Cfr. loc. cit. (5), cap. II.
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essi non venissero in te rp re ta ti opportunam ente. Occorre all’uopo in trodurre  
la funzione ^ (x) così definita in ogni pun to  regolare di :

^ (x) =  lim p .in f. Uk vkì
Q “ > o \ x  — y  I <  Q

avendo indicato con p. m f. lo pseudo-estrem o inferiore di uk vk nell’insieme 
\ x — y \  < q

dei pun ti y  di Ih  tali che \ x  — y  | <  p.
L a condizione uk vk >  o va allora in te rp re ta ta  come >  o e la uk vk =  o 

come =  o.
Orbene, m entre per ogni V C riesce

I  ~ i  d t i  =  o , 

r

qualunque sia il vettore t tangente a f ,  si ha invece, qualunque sia f c ^ :

J liciti >  o.
r

Se in un pun to  x  è <]; (V) >> o, esiste allora un intorno circolare di tale 
punto  tale che per ogni V con tenuta in esso ed appartenen te a Ih  si ha

1 Vi dti =  o .
r

Ciò m ostra che la soluzione tro v ata  verifica condizioni integrali, p e rfe tta 
m ente corrispondenti alle condizioni (3) di Signorini ed alle quali esse si r id u 
cono se u è di classe uno in A. Ciò però, in generale, non si verifica, come può 
m ostrarsi con esempi.


