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Matematica. — Les espaces & bornés et les réunions d'espaces
normés. Nota di JosE SEBASTIAO e SiLva, presentata @ dal Socio
M. Picone.

1. Lorsque, en 1946, nous avons entrepris la mise au point moderne de
la théorie des fonctionnelles analytiques de Fantappié (cf. [6], [7], [8]), ne
connaissant pas encore la théorie des espaces vectoriels topologiques, nous
avons di employer la notion trés simple de «réunion d’espaces normés »,
qui se révélait parfaitement suffisante, dans la mesure ol nous en avions
besoin pour les développements et les applications de la théorie.

Peu de temps apres la publication de notre thése [7] et d’un autre travail
qui la suivit [8], plusieurs mathématiciens, & peu prés simultanément et de
facon indépendante, ont pu reformuler notre systématisation en termes
d’espaces localement convexes (cf. [4] et [2]). La théorie qui en a résulté
reste encore aujourd’hui, a c6té de la théorie des distributions, comme un des
deux exemples déja classiques d’analyse fonctionnelle concréte, ou s’applique
la théorie des espaces vectoriels topologiques (cf. [1], Note historique).

En 1954, en nous occupant de la construction axiomatique de la théorie
des distributions, nous nous sommes apergus que les espaces non métrisables
qui interviennent fondamentalement dans ces deux branches de 1’analyse
fonctionnelle appartiennent & une catégorie trés spéciale d’espaces localement
convexes, que nous avons alors nommés « espaces (20*) » [11] et dont ’étude
a été approfondie par plusieurs mathématiciens (cf. [17]). Il s’agit de limites
inductives (au fond, réunions) de certaines suites d’espaces normés. Dans nos
recherches ultérieures sur le calcul symbolique et sur les ultra—distributions,
nous 'avons trouvé partout des espaces appartenant i cette catégorie. Ces
espaces s’identifient d’ailleurs aux duals forts des espaces de Schwartz métri-
sables et c’est pourquoi nous les avons appelés apres « espaces (&,)»; M. Yo-
shinaga et d’autres mathématiciens les appellent «espaces de Silva ».

Toutefois, en 1960, deux faits bien intéressants se sont révélés:

D’une part, M. Mikusinski, en essayant de construire une théorie élé-
mentaire des distributions vectorielles, suffisante pour beaucoup des appli-
cations, a trouvé 'avantage de remplacer, a cet effet, la notion d’espace loca-
lement convexe par celle de réunion d'espaces normés [s].

D’autre part, M. Waelbroeck, dans le Colloque sur I’Analyse Fonctionelle
tenu & Louvain en 1960, a fait remarquer ’avantage de remplacer, dans les
recherches sur le calcul symbolique, la notion d’espace localement convexe,
par celle, beaucoup plus simple et plus maniable, d’espace & bornés (cf. [15]
et [16]). Peu de temps aprés, nous avons pu faire nous méme la contre-

(*) Nella seduta del 9 febbraio 1963.
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épreuve de cet avantage, dans un travail sur le calcul symbolique (cf. [14]).
En vérité, 'emploi des espaces localement convexes pose des problémes de
plus en plus difficiles, qui n’ont rien a faire avec les buts essentiels du calcul
symbolique.

Mais le plus curieux encore est que:

1° La notion de «réunion d’espaces normés» employée par M. Miku-
SLnski est exactement la méme que nous avions utilisée dans la période 1946-1950
(il est évident que M. Mikusinski ne connaissait pas, au moins en détail, ces
travaux).

2° La notion d’espace & bornés est équivalente a celle de réunion d'espaces
normés (légérement modifiée).

C’est ce que nous allons montrer dans cette Note.

On a donc ainsi assisté 4 une sorte de «retour au passé ». Mais cela ne
signifie nullement que la théorie des espaces localement convexes devienne
superflue ; nous y reviendrons a la fin de cette Note, a propos de la théorie
non élémentaire des distributions vectorielles.

2. REUNION D’ESPACES NORMES. —Cette notion peut se définir comme il suit:

Soit € une famille quelconque d’espaces normés E, réels ou complexes,
vérifiant les deux conditions suivantes:

(1) Si E, C Eg, E, est un sous—espace vectoriel de Ej et la topologie,
Ty, de Eg induit dans E, une topologie moins fine que la topologie, T,, de E,.

(#7) Pour tout couple d’espaces E,, E3 de la famille €, il existe un espace
E, €6 tel, que E,N Ez CE,.

Cela étant, désignons par E 'ensemble réunion des ensembles E,, muni
des notions suivantes:

Somme. — On appelle somme de deux éléments u,v de E la somme
# + v de u et v dans n’importe quel espace E; € E tel que »,v € E,.

Produit par scalaires. — On appelle produit d'un scalaire \
par un élément u de E le produit M de A par # dans n’importe quel espace E,
tel que » € E,.

Limite d’une suite.— On dit qu'une suite d’élément u, de E con-
verge vers un élément v de E, s'il existe au moins un espace E, € E tel que:
1) %, € E,, pour tout #, et v € E,; 2) %, converge vers v suivant la topolo-
gie Ty,

Alors, E devient un espace vectoriel muni d’une notion de limite, com-
patible avec sa structure d’espace vectoriel: on l'appelle espace réunion des
espaces normés E.

Outre la notion de «limite d’'une suite » il est naturel de considérer dans
E la notion suivante:

Ensemble borné. — On dit qu'un ensemble HC E est bor7é, s’il
existe au moins un espace E, € € tel que H est contenu dans E et borné
suivant la norme de E,.

La notion de limite d’une suite peut étre définie dans E en termes de
«ensemble normé», comme il suit:
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On dit qu'une suite d’éléments %, de E tend vers un élément v de E,
s’il existe au moins un borné B de E tel que, 4 tout § > o, correspond un
de fagon que 7z > p implique #, — v € §B.

Réciproquement, si E peut étre obtenu comme réunion d’une suite d ‘espaces
normés E,, on pourra définir « ensemble borné » en termes de « limite d’une
suite » et de «produit par scalaires»:

On dit qu'un ensemble H C E est borné, si, quelle que soit la suite d’élé-

I
ments #, de H, on a—u,—>o.

Dans le cas général, il serait nécessaire de modifier la définition de « espace
réunion d’espaces normés », en remplacant la notion de «limite d’une suite »
par celle, plus générale mais analogue, de « limite d’un filtre ». Cela conduirait
a une structure de espace vectoriel pseudo—topologique, ot la notion de borné
est exprimable en termes de cette structure.

3. ESPACE A BORNES. — D’aprés Waelbroeck, on appelle espace & bornés
tout espace vectoriel E, réel ou complexe, o1 'on ait fixé une famille B de
parties de E, dites « bornées», vérifiant les conditions suivantes :

a) Tout ensemble formé d'un seul élément de B appartient & B;

b) Toute réunion finie d’ensemble de B appartient aussi & B;

c) Si B €B, lenveloppe convexe cerclée de B appartient aussi @ B ainsi
que toute partie de B et tout homothétique de B,

d) Awucun sous—espace vectoriel non nul de B appartient & B.

On vérifie immédiatement que tout espace E réunion d’espaces normés E,
est un espace a bornés, si 'on définit « ensemble borné » dans E, comme nous
lavons indiqué.

Réciproquement, soit E un espace & bornés 8. Si, pour tout B €®
convexe cerclé, on désigne par Eg le sous-espace vectoriel de E engendré par B,
muni de la norme qui résulte de prendre B pour boule unité, on voit, en tenant
compte des axiomes a)-d), que E s’identifie a I'espace réunion des espaces
normés Eg. Ainsi 'équivalence que nous avons annoncée est établie.

En particulier, un espace E & bornés B est dit complet, si, pour tout
B €3, il existe C €3, tel que 'on a BCC et que I'espace Ec est complet ;
cela équivaut évidemment & dire que E peut s’exprimer comme espace réunion
d’espaces de Banach.

Comme I'a montré Waelbroeck, les catégories des espace localement con-

, vexes et des espaces 4 bornés ne sont pas contenues 'une dans lautre: leur
intersection est la catégorie des espaces 1. c. bornologiques.

Cependant, il est & remarquer que, méme dans ce dernier cas, la notion
de limite d’une suite, définie en termes de «bornés» comme nous l'avons
indiqué au n° 2, est en général plus forte que la convergence au sens de la
topologie de espace: il s’agit alors de la convergence au. sens de Mackey.
Mais bes deux types de convergence coincident dans des catégories impor-
tantes d’espaces bornologiques: par exemple, les espaces (S,) et les espaces
métrisables (cf. [3], p. 106).
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On peut évidemment définir «réunion d’espaces & bornés» & peu prés
comme l'on a fait pour les espaces normés: le résultat est encore un espace
a bornés, donc une réunion d’espaces normés. Cette propriété de permanence
explique en partie le succés de la notion d’espace & bornés dans un grand ném-
bre d’applications.

Toutefois, dans certains problémes fins d’analyse: fonctionnelles — par
exemple, la recherche des applications linéaires continues de 'espace D (des
fonctions indéfiniment dérivables 4 support borné sur R”) dans un espace 1. c.,
méme bornologique (v. g. 'espace D lui-méme) — la théorie des espaces locale-
ment convexes s’impose, en général, d’une telle facon, que l'on ne peut plus
la remplacer par une théorie ersatz, comme celle des espaces 4 bornés (cf. [12]).
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