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Analisi matematica. — Valutazione degli errori commessi in 
alcuni metodi d i calcolo numerico delle soluzioni di ima classe d i pro
blemi a l contorno per le equazioni integro-differenziali a derivate 
totali d ’ordine superiore. Nota di D e m e t r i o  M a n g e r o n  e L. E .  K r i 

v o s e i n ,  presentata (,) dal Socio M . P i c o n e .

In questa Nota, prendendo le mosse da una nuova classe di problemi al 
contorno per le equazioni integro-differenziali lineari a derivate parziali con 
derivata d’ordine superiore di Picone [7] <:>, si dànno alcuni risultati tra 
quelli conseguiti nel problema di valutazione degli errori commessi spettanti 
ai metodi delle ineguaglianze integrali, polinomiale del tipo dei polinomi 
di S. N. Bernstein e delle formole di cubatura.

I . L a  v a l u t a z i o n e  s p e t t a n t e  a l  m e to d o  d e l l e  in e g u a g l ia n z e  
INTEGRALI. -  Sia il problema di Dirichlet

(1) u (A) |FrR =  Po (x ,y)  ; D‘ u (A) |Ri =  fj,* (x ,y )  (ai =  1 , 2 , • • £ — 1)

(2) D * * ( A ) + X  2  2  *y(A)
l — k — 1 J=k — I

di+J'u(A)
dxi dyj

=  /(A )  +  X
R

k k
2  2  Kó- (A , B)

di+J'u (  B) 
9̂ *' 3yj> dB,

R =  (a < x  <Lb ; c <*y <L d) ; R, =  (x =  a , c <Cy  <  d ;y  =  c , a <lx  <  è),

ove Du (A) ss è la derivata totale nel senso di Picone [7] ;

y +Ju { B) ^  di+t u (g , 7j) _ Si+i u  (A) =  di+' u  {x ,y)  .
dE* o7] j' 35z ’ c?#* s^y s.#-* ’

/  (A) = /  (* > y) ; KU' (A , B) =  K»7 0 , jk , 5, V)) , <p, ( y ) , (x) , r,.y (A) =  nj (x ,y)

sono funzioni continue note per tutti i valori delle variabili x , £ e [a , b}\ 
y  > rl e [e ,y] ; R =  [<z , £] X [c , d] è un rettangolo, u (A) == « (x , jy) è la fun
zione ricercata, X è un parametro e k è un numero intero positivo arbitraria
mente scelto. Inoltre almeno una delle funzioni K,y(A , B) non è identica
mente nulla per {(x , y) , (§ , yj)} e T =  {a <  § <  x <  b ; c <  7) <  y ^  d] op
pure {{x , y) , (5., 7])} e R — T.

(*) Nella seduta del 9 febbraio 1963.
(1) La derivata totale oppure la derivata di Picone del primo ordine di una funzione 

u(xI , *2 , • • •, xm) è Du =  u' — ^—--------  —  •QX\ CXtt • • • vXm
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(3)

(4)

Nelle ipotesi in cui il sistema di equazioni integrali « equivalente » [8]

u (A) =  tu (A) +  X /Y M (A , B) v (B) dB ,
‘r

v  (A) =  co (A) f  À U  ( A B )  V  (B) dB

ove tu  (A) è una funzione nota soddisfacente alle condizioni non omogenei ( 1 ) ,  
M (A , B) è la funzione introdotta dall’uno degli Autori [9]-[io] e già sfruttata 
in alcuni lavori precedenti [n ]-[i3 ] e co (A) e £ (A , B) sono funzioni note 
risultati in seguito all’esecuzione dei calcoli di sostituzione della (3) nella ugua
glianza di definizione della nuova funzione incognita v (A)

k k

(5) . ( A ) = | | J j K « ( A , D ^ * d B -  j  . 2  - v ( A ) S'M“ <a >
Ì — k -- I j —k -- I d x i  d y j  ’

è tale che

(6) & (A , B) >  o , co (A) > 0  , X >> o,

per tutti (A , B) e R, e si ha -  una volta assicurata l’esistenza e l’unicità della 
soluzione del problema (1) e (2) -,

(7) h =  1 — max j ’j  X<S (A , B) dB >  o , Q =  {o <  X <  \  . R},
'r

ha luogo il
Teorema i . -  La valutazione dell’errore commesso -  se ci si ferma 

all7-mo passo di approssimazione di cui sotto -  è data dalle ineguaglianze
| [u (A) — u- (A)] I ) , rr ^

(8) I Dfi [u (A) -  u.- (A)] 11 <  I D i M (A , B) • [U, (B) -  (B)] | dB ,
R

(A , X) e Q ; (J> — o , 1 , • • •, k — 2)’
qve

(9)

l'im u,-(A) =  7t (A) +  X / / M (A , B)
*■->■00 JJR

lim U,- (A) =  7T (A) +  X/ / m  (A , B)

v° (B) — 2  (B > >0
P =0

OO

- o ( B ) -  2  P/(B ,X)
P =  o

dB =  u (A);

dB =  u (A),

mentre le funzioni note vQ (A) , w a (A) e «Q (A , X) , [30 (A , X) sono tali da sod
disfare le ineguaglianze

(11) v0 (A) — X [ f  S '(A , B) v0 (B) dB — « (A). =  kc (A , X) <  o ,

(A) — X / S (A , B) w0 (B) dB — co (A) =  ft, (A , X) >  o ,
R

(12)
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(13) vt. (A) =  v0 (A) — 2  ** (A , X),
p —o

(x4) ivi (A) =  w0 (A) — 2  (A , X),
p = o

& (A , B) ^  (B) dB — cù (A) — (A , a),
R

(16) wp (A) •— X (A , B) Wp (B) dB — co (A) =  (3̂  (A , X),
R

0 7 ) Vi (A) <  V (A) <  w{{A) (A e R , i =  i , 2 , • • • ).

In una vasta Memoria in corso di stampa nei « Rendiconti del Seminario 
Matematico dell’Università di Padova » fuorché vari sviluppi algoritmici vi 
saranno discussi diversi altri casi, come lo è ad esempio il caso X >► o, 
& (A , B) <  o, in cui la funzione co (A) cambia segno nel dominio R, (A , B) e R.

(15) vp (A) — X j j

2. La va lu taz ion e  sp e tta n te  a l  metodo di approssimazione coi 
polinomi d e l  tipo di S. N. B ernstein  [14]— [16] . — Ha luogo il seguente 

TEOREMA 2. -  Nelle ipotesi (7) la valutazione dell’errore commesso pren
dendovi per soluzione approssimativa del problema al contorno (1), (2) la 
funzione

( 18) ùnp (A) =  7T (A) +  X / / M (A , B) 2  2  ?«> (v . j  , X) T„v (5) T„  (ij) d \  dyj
JJ v—os=o
R

è data dall’ineguaglianza 

(!9) u (A) — ùnp (A) | <  a j  J | XM (A , B) | dB,
*R

| v (A) — Cnp (A) I <  max rnp (A , X) I : lz =  a , 
Q

essendoci

(20)

(21) J„p (A , X) =  (A) — X j  J  & (A , B) (B) dB — co (A) ,
R

n p
(22) (A) =  2 2  9»̂  (v ) s > Twv (V) Tps (y) , (A , X) e Q ,

V =  0  J  =  0

mentre le (v , s , X) =  v (y :  ̂ , s : risultano dalla risoluzione del sistema
n p /\*

(23) — \ 2  ^ v p : n , s : p )  & ( i : n J : p ,Z , r i)T„(Z)Tps(rì)dZdrì =
v=o j= o J J

R

=  cù ( i : n  , j \ p )  (i =  o , 1 , • • •, «  :y  =  o , 1 , • • -, A),
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supponendosi il determinante Anp (X) =|= o e

n p
(24) CMp (A) =  2 2  Twv (x) Tps (y)v  (v :n , s : p) ,

v = 0  s = o

allorché le funzioni Tnv (x) e (jy) risultano classici polinomi di Bernstein 

I Tnv (Xs) =  (1 #)** v , Tps (y) =  Cpys (1 — y)& s>
(2 5) i ' i  _  r { r - i ) - - - ( r — i +  i)

[ ^ r i \

Nell’enunciato di cui sopra si è preso senza menomare la generalità 
a =  c =  o , b =  d  =  1 , rk—i,k — i (A) =  o, supponendovi nota l’esistenza e 
1 unicità del dominio Q della soluzione 2*k volte continuamente derivabile 
del problema proposto, mentre v (A) =  W, (A , X) è una soluzione continua 
dell’equazione (4) per tutti (A , X) e Q =  {R , X, <  X <; X2}-

3. La v a l u t a z i o n e  s p e t t a n t e  a l  m e to d o  d e l l e  f o r m u le  d i  c u b a 
t u r a .  -  La valutazione ricercata si eseguisce in modo analogo a quello indi
cato cui sopra partendo da ciò che segue. Sia nella (2) rk rJ. (A) =  o, 
(A e R). Rappresentando il termine contenente l’integrale entrante nella (4) 
sotto la forma

(26) S (A , B) v (B) dB =  2 2 & (A > x{yj) v (xt , yj) +  p (x , y ) ,

ove dii sono coefficienti noti, (xt , yj) e R e p (x , y) è l’errore della formola 
di cubatura scelta, si ottiene per la determinazione delle incognite v (x{ , yj) 
il seguente sistema di equazioni

n p

(2 7 ) v(xa , y p) ~ X  ^  2  &(xa , y  Xi ,yj) v ( x ì  ,yj) =u>(xa , y )  —  Xp (xa ,  y ) ,
1 = 1 j = 1 1 1 lJ

(« =  1 > 2 ,- • • ,»  ; P =  1 , 2 ,- • -,p).

Supponendovi il determinante A (n , p  , X) del sistema (27) diverso dallo 
zero, si ottiene

n p

(28) V  ( x - , y j )  =  l i j  (X) +  2 2 Y o  ( *  ,  P , > 0  P ( * «  , y , 0  ,
CC=I f t = r l  1

óve ^7 (X) , yij (a , P, X) sono quantità note. Per conseguenza, se si può farne 
a meno delle p (xa , y$) che vi figurano nelle (28), la soluzione approssimativa 
del problema (1), (2) può essere scritta sotto la forma

(29) unp (A) = 7u(A) +  XMM(A,B)
R

n p

co (B) + x  2 2 d«v & (B ,yj) 5ij 0 ) dB.
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Nel caso in cui gli integrali che vi figurano nelle (29) non si possono cal
colare in modo esatto, si procede all’utilizzazione della formola del tipo

n p

(30) Ùnp (A) =  ir (A) +  X 2  2  M (A . x* >yl) ■a=i P = I
n p

• « (*« , ̂ ft) +  X 2 2 d i j  & , y «  , X { , y j )
i =  I j — I

4. Rinunciando qui all’enumerazione degli indirizzi in cui si prosegue 
la via di estensione e di generalizzazione dei risultati conseguiti ed additando 
alle sorgenti di questo lavoro che constano nella serie di Note del primo degli 
Autori [17]-[20], già utilizzate col profitto dal F,Manaresi [21], M. Salvadori 
[22], E. de Giorgi [23], G. Stampacchia [24],M. Yu. Berezanski [25], A. Rosen
blatt [26], D. D. Stancu [27] ed altri ancora e nella serie di lavori del secondo, 
concretizzati nella sua tesi di abilitazione [28']-[30], ci soffermiamo soltanto 
all’indicazione del fatto che essi rispondono all’importanza vieppiù crescente 
accordata in questi ultimi tempi alle schematizzazioni matematiche, tradotte 
in equazioni integro-differenziali lineari o no, dei problemi di fisica, mecca
nica, teoria della elasticità o plasticità ed alta tecnica, incominciando col pro
blema di trasporto delle particole [31]-[32] e concludendo col problema di 
stabilità delle soluzioni dell’equazione della plasma oppure con lo studio della 
dinamica dei reattori [3 3]-[3 5].
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