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Analisi matematica. — Sur un théoréme de moyenne de M. Mauro
Picone. Nota di MiroN NIcoLEsCU, presentata @ dal Socio M. PicoxE.

1. En 1936, le Prof. Mauro Picone a donné [1] un important théoreme
de moyenne, caractérisant les fonctions polyharmoniques.

Dans un travail récent [2], j’ai montré comment, en suivant la marche
des idées ‘de M. Mauro Picone, on peut caractériser les fonctions sous—har-
rribniques d’ordre p, par les propriétés de leurs moyennes, considérées comme
fonctions du rayon de la spheére. ;

Le but de ce travail est de montrer comment le théoréme de moyenne
de M. Mauro Picone peut étre transposé aux fonctions que’j’ai introduites
et que j'ai étudiées, dés 1954, sous le nom de fonctions polycaloriques [3],
nom qui parait avoir été déja adopté par les chercheurs.

Dés lors, toute la théorie que j'ai faite dans [2] peut étre facilement
transposée aux fonctions que j’ai étudiées dans [3] sous le nom de fonctions
sous—caloriques d’ordre p.

2. Dans le plan des variables (x,#), nous considérerons la bande
B = Rx[o,3]. Pour toute fonction continue #: B — R, telle que

(Q | |u(x,8)| < M&® | K<4L8,
nous poserons
. . + o0
_@—y
(1-0(% ﬁ)(x t)—-‘—V;/e 411‘ '%(E_,,t_}l)dg_,

et appellerons (4, (% ; %) (x,¢) la moyenne (pondérée) de u sur la droite ¢ — 4,

par rapport au point (x,¢) de la bande B.

~ Dans le Mémoire [3] de 1954 j’ai obtenu les résultats suivants:
Posons

Axﬂ:A%Z%%‘_’a—;‘; , A"“'u:A(A’u}, s=1,2, -
.
s (2 ; };)———f}z’p.:_l(u h’)dﬁ’ S=1,2, -

Alors, si ]D"u(x,t)] <M€K"2, (%=0,1’2,"'»2]’)’ on a
B
Ve @—01

2% /Zﬁ ? s
-l-(p—_'_z—):‘ﬁ(A u+ & (4)),

les valeurs des diverses fonctions étant’ prises au point (x, ).

(2) s (2 ; }z)—u—l- A AP~y

(*) Nella seduta del 12 gennaio 1963.



MIRON NICOLESCU, Sur wun théoréme de moyenne de M. Mauro Picone 41

De plus,
lim €, (/) = o, (s=o0,1,2, ).
h—>o

On en déduit, si A % (x,#) == o0

Ve, 2, .., -2
V(”?""’zwrl)
AV (R
AL ;’ ”“)w%(x 0+,
Vi, —,. -, )
3’ 2+1
avec 21_310815_0 Les expressions V( —;—,-“,?:_—I),V(%,%,'“:ﬁ_j‘:;)

sont des déterminants de Vandermonde des nombres entre paranthéses. De
plus

o ... 1
2 2
u, R )
g -
2‘7’;I 215_'“
O

Si A% (x,£) = o, le premier membre de (3) est nul [3]. Réciproquement, si
le premier membre de (3) est nul, on a A’ % = o. Ainsi donc, les fonctions
polycaloriques d’ordre p, vérifiant les conditions indiquées & I'infini (nous
supposerons toujours que ces conditions sont vérifiées, méme si nous ne le
dirons plus) sont caractérisées par la relation intégrale

2 2
@ u<x,t>=v(“”§””’ﬁ‘_>-
V(e 55
Cette relation peut s’écrire sous la forme

@) w(w, 8) = Cotho (45 4) (x, ) + Co o (i ) (2, ) £+ -

ot Cpmr U (5 4) (2, 0),
les valeurs des coefficients C, , C, , - - -, Cp_. résultant de (3). Retenons seule-
‘ment, que ‘
® Cot Cotrrd Cyu =1,

La relation (4) est d’ailleurs parfaitement équivalente 2 la suivante
4" u(x,2) =Coths (; 2) (x,8) + Cy thora (; 5) (%, 8) + -+
+ Cp-1 [‘L:+ﬁ-—-1 (% y k) (x y l‘);
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On remarquera la parfaite analogie entre les formules (4), (4") et la
formule intégrale de moyenne par laquelle nous avons jadis caractérisé [4]
les fonctions polyharmoniques.

3. Posons-nous le probléme inverse: supposons que la fonction 2z vé-
rifie une relation de la forme

(5) (%, 2) = Do tho (; 5) (x,8) 4 Dy phe (w0 ) (16, 2) + - -
Dy s (5 7)) (%, ).

Que peut-on affirmer sur la fonction #?
Il est visible, tout d’abord, que les coefficients D; doivent vérifier la
relation

6) Do+ D, + -+ Dy, = 1.

Ensuite, on peut montrer, par des calculs assez laborieux mais élémen-
taires [1] que si z vérifie une relation de la forme (5), alors % est indéfiniment
différentiable. Dans ces conditions, il suffit d’écrire des développements de la
forme (2) pour chaque moyenne W (%; %). La relation (5) devient ainsi, si
lon tient compte de (6),

o_AuE _D+2,/ZA2 2 —D+

§=0

p—1 p—1

p—2 15——1 p—1 25 ? s
t—nr uﬁ pr A A 2 <p—1/ G Ptk 2 Gy & ute.

Si les coefficients de Az, A2z ..., A?=*4 ne sont pas tous nuls, on en
déduit que % est une fonction polycalorique d’ordre <C 4. Supposons donc ces
coefficients nuls. Alors la relation précédente se réduit a

v —i
AP, . LA
o=Ay ;) TR D;.

Si Ton avait

?— ' 29 -
2 G =0
on en déduirait que les D, vérifieraient un systéme linéaire et homogeéne 2
'déterminant (de Vandermonde) non nul, ce qui est absurde, en vertu de (6).
Ainsi donc A’y = 0. Mais alors vérifie la relation (4'), donc D, =C,,
(s=o0,1,-++, p—1) et ceci démontre lunicité de la représentation intégrale

).

4. Passons maintenant au théoréme de M. Mauro Picone. Ce théoréme
caractérise les fonctions polyharmoniques d’ordre p a I'aide d’une seule valeur
moyenne, par exemple, {4, prise sur p sphéres concentriques. En suivant
I'idée de M. Picone, nous allons tAcher de caractériser les fonctions polycalori-
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ques d’ordre p a l'aide de la seule valeur moyenne y,, prise sur droites de
la bande B.

Soit donc # une fonction polycalorique d’ordre p dans B. Pour tout point
(x,%) et pour toute suite

@) 0l < hy <o < Mp<rt,

on aura les développements
p—1

Al
o (e 1) (%, 8) = (&, ) + 2 A 1 ’A=u+ + T AT

G=1,2,---,p).
En éliminant les p — 1 fonctions

Au’AQ%".. .’AP_I%
on obtient la formule

I hI R ;Zf—_l ] (J'°<u;ﬁl> (x’t> ll! ‘."kf_l ’
(8> I }52 }lf—l %<x,f>: y‘°<”;k2><x’t> k2"';lf_1 )
I /lp ] }lf;—I }L(,(%;/lp)(x,l‘) ﬁz’"'/‘g_l i

toute analogue & la formule de M. Mauro Picone.

On peut montrer que cette relation Caractérise les fonctions polycaloriques
d’ordre p. : ‘ ;

Remarquons seulement, ce qui nous sera utile pour les applications,
que on peut obtenir une relation analogue 4 la relation (8), mais ol cette
fois—ci la fonction z ne figure plus. I1 suffit d’ajouter 2 la suite (7) le nombre
Zp4: € (hp , £). On obtiendra ainsi la relation

o (5 ) (6, 8) Iy -+ B2TF
©) o (3 h) (. 8) By - - - B2 =o0.

o (U3 heprs) (%, D) Deprs - B

5. Nous allons montrer que: si pour une fonction u continue, la relation
(9) @ liew pour toute suite h, << h,<_--<hyi., alors u est polycalorique
d'ordre p.

En effet, en developpant (9) suivant la premitre ligne et en posant, pour
la simpli¢ité, %, = %, on obtient

(10) o (/) @, )=v(@x, )+ hv(x, )+ -+ B o, (x,0).
Il est évident que v , v, ,- - -, v,_, ne dépendent pas de 4. En particulier,
U h e BT o (3 1) (%, ) Iy v+ B2
v, 0) =] oo h)(x,8) ey BT

.......................................

U e M o (0 ) (5 2) ---/»:::
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Dans ces conditions, dans (10) on peut faire % — o.
Il vient v (x,¢) = u (x, 2).
Ainsi, donc, # vérifie la relation (8).

Pour montrer que # est polycalorique d’ordre p, on déduira, d’abord,
de (10) les relations

o (5 B) (2 ,8) = u (%, 8) + (%) Jv, (5, 8) -+t (TiT) B, (2, 1)

(s=o0,1,2,---,p—1).
En éliminant les termes

P._
hve  Pv, e BT Ty

entre ces relations, on obtient la relation (4), donc # est polycalorique d’or-

dre p.

Nous donnerons, dans une autre Note, des applications de la formule (9).
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