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A nalisi m atem atica. —  S u r Vunique solution polyharmonique de
n — 1

r equation ^  ak A* u =  v. N o ta  di D a n u ta  P rz ew o rsk a -R o lew ic z  (*),
k—o

presentata (**} dal Socio M . P icone.

NoUs nòus proposons de déterminer dans la Note présente l’unique 
solution polyharmonique (I> dans un domaine simplement connexe D, situé 
sur le pian de la variable complexe ^ =  x  +  iy ,: de l’èqua tion sui van te:

n — 1
(1) 2  ak ^ k u ( x , y)  == v (x , y)

k=o
où n >  2, les coefficients au sont des constantes complexes et la fonction 
donnée v (x ,y) est polyharmonique dans le domaine D. Nous allons utiliser 
dans ce but une simple méthode des opérations algébriques. Dans le travail
(1) le théorème sui van t a été démontré;

ThÉorÈME 1. -  Soit X un espace linéaire (sur le corps des nombres com­
plexes) et S une opération additive et homogène, satisfaisant dans X à 
l’identité:
(2) S” =  0 .

L ’équation
n — 1

(3) X  at s *n — vk = o
(où ak sont des constantes complexes, aQ =  o et v e X) admet dans X une 
solution unique. Notamm ent

(4) k=o
où dnk désigne le sous-déterm inant du déterminant

aQ , 0 ) 0

ax ) ) > 0

ir II II 0

an — 1 , an _  2 y ) aQ

obtenu en om ettant la premiète colonne et la (k  +  i)-ièm e ligne.

(*) In s ty tu t M atem atyczny Polskiej A kadem ii N auk (In s titu t M athém atique de 
l’Académie Poloqaise des Sciences):’

(?*) Nella seduta del 12 gennaio 1963.
(1) U ne fonction u ( x  ,y )  est dite n-harmonìque  dans le domaine D, si elle satisfait 

dans D à l ’équation A» u =  o, où A désigne l’opérateur de Laplace, et si elle possède les 
dérivées partielles d ’ordre 2 n continues dans ce domaine. Si u ( x  ,y )  est ^-harm onique pour 
un n >  2 on dit: u est polyharmonique.
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Le théorème suivant résulte du théorème:
Théorème 2. -  Soit S une opération additive et homogène qui tran­

sforme l’espace linéaire X en lui-mème. Soit

. X» =  {x  e X : x  := o } =  o , i , 2 , • • •)

 ̂ 00 ,, . et X =  u  X». L ’équation (3) admet pour aQ~\~o et v e X  une et une seule
n =  o

solution u dans Pespace X. Plus précisement on a u e X #  si v e X #  et u  est 
donnée par la formule

N — 1

(6) U =  «7 N X  (—

où N — max (n , n) et

(7) &n-\-1 ==: * * " — 1 ::::= o , si n <C N.

Demonstration. -  Soit v e X« et supposons que n^>  n. En adm ettant 
an — an+i =  • • * =  ctn-T. =  o, nous avons

n — x n — 1

2  ak S  ̂^  2  ak̂ >k u >
k = o  k = o

d’où, en vertu du théorème i, il s’ensuit que

n -—  1

U =  a ~ n 2  (— i)*4 S*!)6 X».
k = o

Dans le deuxième cas, si n <C », nous avons X ,-cX „. En effet, si *eX„- on 
a S”x =  S"~~n (Sn x) = 0 ,  d ’où xeX „ , On peut done adm ettre que v eX „  
et appliquer le théorème I pour X =  X». Il en résulte la thèse du no tre 
théorème.

Dans [2] Vécouà a montré que toutes les fonctions ^-harmoniques dans 
le domaine D sont déterminées par la formule:

(8)

où

(9)

n — 1

^  O*' j y )  =  [ U m ( z  , K r h m , Crn) -f -  U m (J* ) z  , , 0m)\
k = o

"U m (pi y J h y m ! h (f) dt -f- — c
m ym

m\m\

2 =  x  H- iy y^ =  X  —  iy, les fonctions hm (z) sont holomorphes dans D, les 
fonctions h*m (Q) sont holomorphes dans le domaine D =={■£= #■— iy : x  +  
~ì~ iy e D}, cm\$ont des constantes complexes. Cette représentation est unique. 
En effet en adm ettant

(io ) _9_ __ _i_ _  .JM  . d _  1 ( d . d \
dz 2 \  dx. 1 dy ) * di' ~  2 \ dx ' Z dy )
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nous avons A = 32
dx*

32 __ 32
+  dzSZ. et

( ” )
Cm —

_r_m_ u \
■3zm 3C" 1 =0,1=0
_ /  r m+iu \

(m =  o , 1 , • • - , n — 1)

h i (C) = r m+iu \
3zm 3J.-. + I j2=o ’

done les constantes cm et les fonctions hm , Jtm sont déterminées par les va- 
leurs de la fonction u  et ses dérivées sur les caractéristiques correspondantes 
(z e D , K =  o) et (z — o , £ e D).

Le théorème 2 va etre utilisé pour'la  solution du problème. Désignons 
par X„ l’ensemble de toutes les fonctions ^-harmoniques dans le domaine

I 32D et par S Popération — A =  . Remarquons que les opérations

u m(z , Z , h ,  c) sont linéaires par rapport à h et c\ en effet nous avons

(12) XJm (z , K y Xh -f- [ih , ~kc -f- [lc) =  XUW (z , £ , h , c) -f- (z , K , h , c) ,

d ’oii il s’ensuit que la combinaison linéaire -f- de deux fonctions 
^-harmoniqites est aussi n -harmonique. L ’ensemble X* constitue done un 
espace linearne* En outre on a

Si \Jm( z , Z , h , c ) = \  Um- i ( 2 , ì ' , h , C ì P°Ur k ^ m
( o pour k ^ m

(m , k =  o , 1 , • • - , n — 1) .
En effet

U  m ( z  j X> y h  y C): ■ 1)! / m\(s ^ c2 ( m— 1)! ml 1

S\Jm{ z , ^ , h , c ) = — ^ \ J m( z , K , h , c )  =

{m-— 1 ) ! L m •

lx * -* ) '

Z

1 /* ( z — t Y ” — 1 r  Tm — 1 — 1J- V h (A A+\ C  ̂ 2_____ _
t=z ( m— i)! J  ( m— i)\ ' 2 ( m— i) \ ( m — -i)!

(m — i) ! / (m — 1) ! « d / + -2 (m —  i ) \ { m — 1)! --   ! (Z y ^ , H y C) y

d ’où =  Um — k pour k  =  o , i ,• • •, m. Si la fonction li (K) est hólomorphe
dans1 le domaine D, les formules analogues sont valables pour les opérations 
Um (£ , z y h* y c). En vertu de la définition (9) nous avons

§m+I Urn ( z , X>k, c) =  Sm+1 XJm , z  , A*, c) =  o,
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d ’où résulte que S* u  =  o pouf tou t u e X „ .  Désignons par X la classe de 
toutes les fonctions polyharmoniques dans le domaine D . Nous avons done
^ oo
x  =  U X,.

n =  o

THÉORÈME 3. -  L iq u a tio n  (1) admet pour aQ~\-o urie et une seule 
solution dans la classe X . Si la fonction donnée v est ^-harmonique, alors 
cette solution est N-harm onique, où . N = m a x ( » , « )  et elle est définie par 
la formule:

N — x

(14) U (x ì y )  =  2  [Uff! (% ,  ̂ , hm , Cnì) -f  Uff! (C , ĥ n , £m)],
m = o

OÙ

/ N — 1 — m

[ Cm ~  ao 2  ("— O^N/S Cm+k (m =  o , 1 , • • - , N — 1)
I k = o

I N.— 1 — m

(15) { A « ( * ) = « r N 2  (— i )kdnk Um+k(z) et
1 k — o

I N — 1 — m

'hi, (Q =  «7 n 2  (— m + k q ,
\ k —o

les déterm inants dm  sont obtenus des determinants dm  par la substitution 
de 4* at au lieu de ai , a„ =  a„+1 =  ■ • • =  aN_ r =  0 si k < N  et

(16)
c m =

3im + ivv

dzm+\2X,m A=0 
d2 mv

; H* (Q
3zm SZ,m+I

d z m d C J z = o , %  =
(m =  0 , 1 , • • - , N — 1).

Demonstration. -  En substituant dans l’équation (1) A =  4 S  nous 
obtenons une equation nou velie:

( 17) 2  4k Cli >̂k U =  V.
k —o

En vertu du théorème 2, nous pouvons admettre que la fonction v est 
N-harm onique pour N =  max (n , n) et la présenter, conformém^nt aux 
notations (i 6), sous la forme

N — i

V 1 y)  =  2  [U»| (% , K , H m , Cm) -f- Uff! (K j Z , , Cm)] .
k —o

Remarquons , que on a Hm =  Hm — Cm =  o pour m =  n , n  -f- i , • • •, N — i 
et n<i  N. Il ss’ensuit du théorème 2, que la solution d ’équation (i) est donnée 
par la formule

N — i

u (x  , y)  =  2  (—
k= o
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d ’où, d ’après (15), (16), (18),

N — 1 ; N — x \

u ( x , y ) = a  0 N X  (— [ U« (z , X , H» , C „)+ U * (£, 2,  H* , Cm)] =
k — o ( m —o ]

N — x N — 1

ao 2  l)^Ni 2  Û m — k  ̂1 (C , Z , H J , Cw)] =
k = o  m — k

m=o /£=o k [U* j  ̂, Cw)+U ^ (£, z , H^, Cm)] =

N — 1 N —:i— k

<VN X  X  (— 0 ’k̂ nm[U ,(^ jJ:)H *+^Cw+,) +  U ,(C ^ i H ^+ì ,Cw+,)].
/è=o m =  o

En utilisant la formule (12) et les notations (15) et en changeant les 
roles des indices k et m,  nous obtenons la formule (14). La représentation 
(8) d ’une fonction ^-harm onique est unique, done nous déduisons du théo- 
rème 2 que ce t te solution est unique.

Théorème 4, -  La solution (14) de l’équation (1) satisfait aux condi­
tions initiales:

(,8 ) ( ^ L = "*w  ; — ° > n  1)

avec les conditions de concordance

( 19) Ui*0 (o) =  um w (o) (m , k =  o , 1 , • • •, N — 1)

si et seulement si ces fonctions initiales et la fonction donnée v satisfont 
aux égalités:

N — 1 — m

(20) 1%? (o) = «rN 2  (—  0* ̂  Cm+i (rn =  O , i , • • •, N —  1);
k — o

N — 1 — m

u ^ \ z ) = a - *  X  ( - i ) , / n * H .+4(ì );
k —o 

N — 1 — m

u*jm+i) (9  =  %  (— 0 * * *  h ì+ *  ( 9 .
k = o

Dans ce cas la solution de l’équation (1) admet la forme:

(21 y u ( x , y ) =  .2 *  {U« [g,Z,  ^ +l) , i£> (o)] +  U m [K ,g , u j m+1), «sr’ (O)]}.
m — o

La demonstration résulte immédiatement du théorème 3, si nous remar- 
quons ; (d’après Vécouà que la fonction u satisfait aux conditions (18) si et 
sèulerqent si

(22) ^  =  «£> (O) ; hm (g) =  u%+T) (g) ; h*m (9  =  U*jm+I) (9

(m'== o , 1 , • • -, N — 1).
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Remarquons enfin que la fonction N-harmonique réelle admet la re­
presentation suivante:

u ( x  , y) ct r 2 +  R . X
Z

~k\

où r  =  | z  | , Ck sont des constantes réelles et les fonctions hk (z) sont holo- 
morphes dans le domaine D. La solution u de l’èquation (i) est done rèélle, 
si 1im(z) =  hm (z) et si les constantes cm sont réelles. Nous en déduisons en 
s’appuyant sur les formules (15) que cette solution est réelle dans le cas où 
les coefficients aQ , , • • - , #n — i sont réelles, == H m (z) et les con­
stantes Cm sont réelles. Il en résulte que la solution ux , y  e s t  réelle> si les 
coefficients aQ , q,x , • • - , a,n—1 ct la fonction donnée v (x , y) sont réelles.

T r a v a u x  c i t e s .
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