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Analisi matematica. — Sur lunique solution polyharmonique de

n-—1

léquation Y, a, A* u = v.Nota di DaNUTA PRzZEWORSKA-ROLEWICZ ),
k=o

presentata ©” dal Socio M. PiconE.

Nous nous proposons de déterminer dans la Note présente I'unique
solution polyharmonique ® dans un domaine simplement connexe D, situé
sur le plan de la variable complexe z = x + 7y, de I’équation suivante:

n—1I

(1) T G Mue, )=o)

ol 7 > 2, les coefficients a; sont des constantes complexes et la fonction
donnée v (x,y) est polyharmonique dans le domaine D. Nous allons utiliser
dans ce but une:simple méthode des opérations algébriques. Dans le travail
[1] le théoréme suivant a été démontré:
~ THEOREME 1. — Soit X un espace linéaire (sur le corps des nombres com-
plexes) et S une opération additive et homogeéne, satisfaisant dans X 2
Pidentité:
(2) S*=o.

L’équation

n—1

3) Y 4 Stu=v
k=o

(ot az sont des constantes complexes, @, =0 et v €X) admet dans X une
solution unique. Notamment

n—7I
‘ ——n

@ =47 X (— it
ou d,x désigne le sous.—déterminant du déterminant

Qo ’ o sy T o

a. ) Qo R o ) "
(3) do=| ...ooun.. R SRR =dio

Ap—1 ) 2 y T @

obtenu en omettant la prerﬁié’re colonne et la (£ + 1)-iéme ligne.

(*) Instytut Matematyczny Polsker Akademu Nauk (Institut Mathématique de
I’Académie Poloxaise des"Sciences):” :

(**) Nella- seduta del 12 gennaio 1963.

('1) Une fonction # (x,y) est dite n—karmonigue dans le domaine D, si elle satisfait
dans D a P’équation A#x = o, ol A désigne 'opérateur de Laplace, et si elle posséde les
dérivées partielles d’ordre 2 7 continues dans ce domaine. Si % (x , ) est #~harmonique pour
un 7z > 2 on dit: % est polyharmonique. :



D. PRZEWORSKA-ROLEWICZ, Sur lunique solution polyharmonique, etc. 35

Le théoréme suivant résulte du théoréme:
THEOREME 2. — Soit S une opération additive et homogéne qui tran-
sforme I'espace linéaire X en lui-méme. Soit

X,,:{xEX : S”x:o} (%20,1,2,----)

- o .
et X = U X,. L’équation (3) admet pour a,-=0 et veX une et une seule

n=0
solution % dans I'espace X. Plus précisément on a #€X, si v€X, et u est
donnée par la formule

N—1
(6) w=a; N Y (— 1)t dne Sto,
k=0

ou N =max (n,#%) et
@) Ay = @py; =+ -=ax_; =0 , sin<N.

Démonstration. — Soit v € X; et supposons que # >z. En admettant
n = @uix =+ = Qz_; = O, NOUS avons

n—1 A—1

Y 2, Stu = Y 4,Stu,
k=0 k=o

d’oli, en vertu du théoréme 1, il s’ensuit que

A—1
w=a;" kE (—1)*dpSto e X,.

Dans le deuxiéme cas, si % << 7, nous avons X CX». Eneffet, si x€X; on
a S"x =57 (5"x) =0, dou x€X,. On peut donc admettre que veX,
et appliquer le théoréme 1 -~ pour X = X,. Il en résulte la thése du notre
théoréme.

Dans [2] Vécoua a montré que toutes les fonctions n—harmoniques dans
le domaine D sont de’terminées par la formule:

n—I

(8) u(x,y) = E[U @, Colemyem) +Un (G2, 2, em)]
ou

z=x+ 4y, =2x—1iy, les fonctions % (z) sont holomorphes dans D, les
fonctions /4, (C) sont holomorphes dans le domaine D = {{ =x—iay:x +
+ zyGD} cm<sont des constantes complexes. Cette représentation est unigue.
En effet en admettant

) 1 3 . 0 el 1 9 . 9
(10) @“gz(a—f‘lw) ; ff?(Q—x—{_z—iﬁ?)
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nous avons A = W+ 5 =45 et

(I I) g Cm = ( az;maé‘m )Z=o,t=o (m =0,I,-- ,', " I)
Caihi u . * . 2mtr w .
( }lm (2') _.-(W)t:o ) /lm (c) - (W_I—)z=o ;

donc les constantes ¢x et les fonctions 4, 4, sont détermindes par les va-
leurs de la fonction # et ses dérivées sur les caractéristiques correspondantes
(zeD,{=0) et (¢=0,CeD).

Le théoréme 2 va etre utilisé pour la solution du probléme. Désignons

par X, l'ensemble de toutes les fonctions z—harmoniques dans le domaine
i 02 i
D et par S l'opération iA = Remarquons que les opérations

Un(z,8,%,¢) sont hnealres par rapport a % et ¢; en effet nous avons
(12)  Un(a,8, M4 ph, e + 02 = NUn (2,8, %, &)+ uUn (2, $, 4, D),
d’out il s’ensuit que la combinaison linéaire M + pi de deux fonctions
n—harmoniques est aussi #z—harmonique. L’ensemble X, constitue donc un

espace /inéaire. En outre on a

‘ Um— ) ,/l, ‘ k
SkUm(Z;C,}l,€>=% o CRe €) pour £2<m

pour £2>m
(m,k=o0,1,--,7—1).
En effet
3 . tm-l (Z—t)m , “£ Cm—-rzm
2 Un(e, Lok, 0) = <m—'1>|f e OL R s i
SUm(zC/zc)—. U(z?;/zc)—
cm—r (Z_t)m cm—x z' (z____t)m—r c —Izm—r .
(m—T1)! [ ml ]t=z+ (m—I)!y/ (m—1)! }L(ﬁdt—l_ 2 m—1)l (m—1)!

. 0

SRR O Gt S
(72— 1)! (me—1)! ;l@)dt_i_

-0

gm I m——z

=Um_,(3,c,;l,f>,

2 (m—1)l(m—1)!

d’ott S*Un = U,,_; pour £=0,1,- - -, 7. Si la fonction /4" () est holomorphe
dans'le domaine D, les formules analogues sont valables pour les opérations
Un (€,2,% ,c). En vertu de la définition (9) nous avons

S"*+1Un (2, 8k, ¢) =S+ U, (&, 2, 4*, ¢) = o,
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d’oli résulte que S” % = o pour tout # € X,. Désignons par X la classe de
toutes les fonctions polyharmoniques dans le domaine D. Nous avons donc

X=X,

n=o0

THEOREME 3. — L’équation (1) admet pour @, =-0 une et une seule
solution dans la classe X. Si la fonction donnée v est n~harmonique, alors
cette solution est N-harmonique, ot N =max (r,#%) et elle est définie par
la formule:

N—1
(14) @, 9= X [Un(,Chimyem) + Un @z, 2, e,
ou
! N—1—m
’ tm=as " Y (— 1) ks Comss (m=o0,1, -, N—1)
N—1—m
(15) I (3) = a3 " ; (— 1) e Hpps (5) et
N—1—

Q) =a; " ; (— Dfdre Hi 2 (0,

=0

les déterminants &y sont obtenus des déterminants &y par la substitution

de 4#a; au lieudeas,an = a0, =+ = an—. =0 si <N et
/ 92m+“/2/, 32m+lv
H,(s) = |———- ;i HEQ =({——=—
s m( > ( az”“"‘, ecm >§=o ) (C> 92m acm+1 _
(16) '
. azm )
C = | — m =0,1,-.- N —1I).
| e m=ostire N
Démonstration. — En substituant dans 1'équation (1) A =4S nous

obtenons une équation nouvelle:

n—1I

(7 Y ¢aSu=0.
k=o

En vertu du théoréme 2, nous pouvons admettre que la fonctiQp v est
N-harmonique pour N = max (2, #) et la présenter, conformément aux
notations (16), sous la forme :

‘ N—1
v(*,5) = X [Un(s, L, Ha, Co) + Un (€, 2, H, G
= : ;
Remarquons que on a H, =H,,=Cn=0 pour m =7 ,%+ 1, -+, N—1
et Z<N. Il s’ensuit du théoréme 2, que la solution d’équation (1) est donnée
par la formule
N—1

u(x,y) =a; " ¥ (— 1) dwSto
k=o
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d’ol, d’aprés (13), (16), (18),

N—1

w(x,y)=a; " E (— 1)*dn, S* E [Un(z, 8, Ha, Co)+Un (€, 2, H , C,)] ’=

N—: N—1

o X (=i X [Uni (2,8, Hoy Co)+Up 2 (€5, HE, Co)] =

N—1 m

}‘_, X (— 0 *dm—i[U, (2,8, Hu, C)+U, (€, 2, HE, C)] =

=0 k=o

N—1 N—1—*%

a:N ; g (——I)mdf\lm[UéCZ,c,Hm+éycm+,é>+Uk (c:Z)Hj’(t+me+é)]'

En utilisant la formule (12) et les notations (15) et en changeant les
roles des indices £ et 7, nous obtenons la formule (14). La représentation
(8) d’'une fonction z—harmonique est unique, donc nous déduisons du théo-
réme 2 que cette solution est unique.

THEOREME 4. — La solution (14) de I’équation (1) satisfait aux condi-
tions initiales:

(18) (ib-u—> =wu(2) (ak”>~o=u2‘(?;) (f=o0,1, - ,N—1)

3 Jeeo 32* o

avec les conditions de concordance
* (h
(19) u”(©0) = un®©)  (m,k=o0,1, -, N—1)
si et seulement si ces fonctions initiales et la fonction donnée v satisfont
aux égalités:
N—1—m

(20) uf;”)(o):ao‘N E (——-I)dek myp  (m=0,1,--- N—1)

N—1—m

@ =a" B 0 s ()

N—i1—m

u:(m+1) (C) _ %—N E (— 1)*dve Hoys (C) .
k=0 :

Dans ce cas la solution de I'équation (1) admet la forme:

N—:

(1) u(x,y) = E {(Unlz, 8, ™, 0 O] + Un (8,2, 2" 4 (O)])-

La démonstration résulte immédiatement du théoréme 3, si nous remar-
quons (d’aprés Vécouda que la fonction # satisfait aux conditions (18) si et
seulement ‘si

(22)  en=ul"©) ; (e =u0@) ;@ =uw"T @)
(m=o0,1, -, N—1).
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Remarquons enfin que la fonction N-harmonique réelle admet la re-
présentation suivante:

N—1 N—:1 , f Y
u(x,y) = ;:,‘ ;7% + Re ; %/%/zk@)dﬁ

ol » =|z|, ¢+ sont des constantes réelles et les fonctions /%: (¢) sont holo-
morphes dans le domaine D. La solution # de 1’équation (1) est donc réelle,
si Z,(3) = /m () et siles constantes ¢ sont réelles. Nous en déduisons en
s’appuyant sur les formules (15) que cette solution est réelle dans le cas ou

les coefficients a,, @, ,++-, ax—: sont réelles, H} (2) = Hn (¢) et les con-
stantes C» sont réelles. Il en résulte que la solution ux ,y est réelle, si les
coefficients @, @ , -+, @—, et la fonction donnée v (x,y) sont réelles.
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