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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — Sopra un teorema di unicits per sistemi di
equaziont @ derivate parziali non lineari . Nota I1 di StLvio CINQuINT,
presentata € dal Socio G. SANSONE.

3. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL N. 1 ®. — o) Infatti, se Z; (x, 5, ,-
Sy (F=1, 055 (X, Ve oy ym), (=1, ,7) sono due integrali
del sistema (1) soddlsfacentl a tutte le 1pote51 enunciate, per semplicitd pos-
siamo supporre che le funzioni w, (), ¥, (%), (j =1, --,7; k=1,---, m)
siano le stesse per entrambe le soluzioni considerate.
Posto

¢y Z/'<x:yx:'":J’m>=§j(x:y1:" '»J/'ﬂ)-gf(x:yn"':ym)’ <]'=¥’."’r):

le funzioni Z; (x, ., -, y») soddisfano alle ipotesi (I) e (II), e anche alla
(ITI), nella quale alle (5) si sostituiscano le disuguaglianze

(9) IZJ.(x,_yE’]’. : -,J/Li])_zj(x,y?]w * y[2]>l =2 Z mk<x) ly[I]_ '[;]I,
(]: 1 ,...,r).;
inoltre in virtl delle (7) in ogni punto (y,,- -+, ¥m)di A& Z;(0,9,,- -+, ym) =0
(j:I,...’y)_ ‘ |
Per provare I’asserto basta dimostrare che, in ogni punto (X, ¥, Ym)
del campo D, &
(10) Zj(x, ¥, ym) =0, (J=1,7).

B) A tal uopo fissiamo un numero positivo @ < @ in modo che siano
verificate le disuguaglianze
o
/Hjj(x)dx
(11) E'e" B /H,-,-(x)dx<1, G=1,--+,7),
. J=1 ’ c;
ove la scrittura X’ indica che nella sommatoria va omesso il termine 7 =1,
e cominciamo a dimostrare che le (10) hanno luogo in tutto il campo

X x .
D: o<x<d , 6k—f—[Lk(u)du.gykgéi—'— Lé(q)du, (’éf—flz"-,M).
o Vo g -
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivitd dei Gruppl di ricerca matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche (Gruppo n. 19).
(**) Nella seduta del 15 ‘dicembre 1962

(8) Anche per quanto si riferisce alle notazioni, la presente Nota & la prosecuzione della

Nota I. Vedi questi « Rendicontin, vol. XXXIII, pp. 401-404 (1962).
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y) Considerato un numero A > o, sia Dj il campo costituito da tutti i
punti di D" e da quelli del rettangolo (a 7 +1 dimensioni) Ry =[— X < x < o,
by <y, <br, (=1, --,m)] e completiamo la definizione delle funzioni Z;,
Z;, f; ponendo in ogni punto (¥;¥,,---, ¥m) di Ry
(12> 5}'(75,}’1:"'»}’m)_:-%j'(x‘:)’n'",-_’Vm)=<Pj(J’n"',ym), (].ZI,---‘J’),
e anche per ogni (m + 7)-pla (2., -, 2, ; %, +, tm)
(I3> j‘;'(x’yl"")ymv;zx,"‘yzr;ux;"')%m)ZO’ <j=1:"‘;7>'
Inoltre nell’intervallo — A << x < o definiamo

Ly (®) = Giay (x) = Ho (x) = H;; (%) = 0 (2) =V (1) = 0

per /é,Vzl,"-,m;j,i=I,~'-,y_
Nel rettangolo Ry in virtl delle (13) il sistema (1) si riduce a

azj(xryl ’" "’.ym)

ox =0, (j:l,"',7‘>,
e quindi le 7—ple di funzione Z; (x, ¥, -+, ¥m), (J =1, ,7); % (%, ¥, *, Ym),
(j =1, -+, 7) sono soluzioni di tale sistema ©@; per le (12) ¢ Z,;(x, ¥,,+ -+, Ym)=
o7 ; oZ ; . . .
=T;;~=a—y]~=o,(]=I,---,r;,é=1,~-,m), e infine, sempre in Ry,
% ‘

sono verificate anche le (3) e (4).

Cio premesso, sia @,, (r=1,2,---) (con @, <1; 4u, <bs— bz,
(A=1, --,m)) una successione di numeri reali positivi, decrescenti e ten-
denti a zero, alla quale subordiniamo successivamente due altre successioni
di numeri reali positivi, decrescenti e tendenti a zero ¥,, (n =1,2,-");
My(m=1,2,---) (ove A, < A) con

(I‘4> ;%,SY,,SYZS“‘”’ <”=I’Zr"'>

in moedo che siano soddisfatte le seguenti condizioni :

1% in ogni rettangolo (a » ++ I dimensioni) [+ <x <x",y, <y <y,
(£=1,---,m)] appartenente a D, e tale che sia #”" — 2’ < A, VYV Ve << 2Yn,
(A=1,;---,m), loscillazione di ciascuna delle funzioni Z; (x,¥:, "+, ¥m),
Zi(x, ¥, -, Ym), (=1, --,7) sia non superiore a W, : 2; ‘

2% in base alla condizione (IV), scelto ¢ = p!/, la disuguaglianza (6)
sia verificata per z = %, € per z = Z; assumendo 3, = Y.;
© 3% su ogni segmento di estremi (%5, V5, -+, Ym) » (Ko, Vi v+ -, ¥Ym), avente
ampiezza non superiore a A, e tale che il rettangolo, a lati paralleli agli assi
coordinati, di vertici opposti

(xL,J’x,' : ',:Vk_,,yk—Y,,»J’H,,' ‘ ,J’m), (xg;yu" ',J/k_lyyfi-Y,,,yH,,' : :ym>

(9) Da quanto & asserito nel testo & evidente che per x < 0 non & richiesta I'esistenza delle
OZ; (X, 1y V) BF (X xs Y y)

2 ' W
guito della dimostrazione.

: questo esplicito rilievo va tenuto presente nel se-
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sia tutto costituito di punti di Dj, loscillazione di ciascuna funzione
I . .
m[zx’ <x’yr PR ST 51 + YurVorer '»J’m) —

_Zf<x;yr ,"',J/é_,,yk—‘Y,,J’HI,'"yJ/,,)], (j:I:""?;é:I)"'ym\)

sia non superiore a W,;

4* lintegrale definito di ciascuna funzione Lz (x), (k=1 ,- - -, m) esteso
a un qualunque intervallo parziale di (— A, @) avente ampiezza non superiore
a Ay, risulti minore di .,

Posto, per‘,é=1,-’--,mepern=1,2, .
(15) Liu(x) = /Lk (x +2)de, o<x<d),
,—xn

sia &} il massimo valore di x non superiore ad &' e tale che per o < x << &%

risulti
x

b,— b,
/Lkn(ﬂ)d%<—2——~2y¢n, (k:l,~",m),

o

e si consideri il campo
D,: o<x<a¥ |, ék—|—2u,,—|-ka,,(u)a’ugykgb}—zun—/Lb”(u)du,

(,é = I”;. edy m),

tenendo presente che, come & noto ¢, ogni punto di D) appartiene a D', e
che, per #— oo, il campo D, tende a D' ,
Per j=1,.--,7 e per w=1,2,... definiamo le funzioni
o' 'fn Y ’
Zin (x Vit Ym) = im/ / T /2j<x+t>yx+l‘n' : '7ym+tm>dtdt1' « dim
‘ _‘A'n —Yn .—Yn
o Yn Y
= I . =
Zin (X, Yy Ym) = x,, Gy / f~~-/zj(x+t,yl+tx,"-,ym+tm)dtdt,-.-a’t,,,
_'}"n TYn T Vn

ZJ’” (éxnyl y "t ',ym)‘ =§;" (x:yx y ').ym)';—gf"(x yVrye ',:Vm),

(16)

ricordando 9 che, per la condizione 42, per la disuguagliahza Yn < tn € per
il modo ‘nel quale ¢ stato definito il campo D,,, in questo campo le funzioni
Zjn (%, ¥:,+ i+, ym) risultano definite e continue insieme con le loro derivate
parziali prime; inoltre per I'ipotesi (I1) e siccome, in virtil dell’ipotesi (III),

" (10) Cfr. S. CINQUINI N.IL., n. 6, p. 973 e in particolare nota (**).
(11) Cfr. S. CINQUINI, NV.Z.L., n. 6, P- 974.
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le funzioni Z; sono assolutamente continue rispetto a- ogni singola variabile

Yp» (B=1,- ., m)per quasi tutti gli x e tutti gli (3, ,- - DV Vaprr s Ym)y
risulta ’

yn Yn o
0, (%, 95 2 Ym) 1 1 L (xdt,yi b, ey, 1)
Jn i _ — . .. LY j ” .
a7 & =% G at, “”'”,/ e d,
TYn TV, -4,
azjn(x»)’l r"':.ym) L
(18) 5,
o Yu Yy Yu
1 1 [ f CZi(x ittt 2
= (me[ / --[dzdt1~--dtk_ldtﬂx,---dtm] > dts
— __Yn Y Y,

per n=1,2,---;7=1,--,r;b=1,-..,m.
Inoltre per » =1,2,.-. in 0 < x < &* definiamo le funzioni

(19) sz'n(x)=—;7fﬂji(x—l—l‘)dt, U,i=1,2,.-.,7),
i

(20) Qjn () =5 f [mH (x+2)+ E }_‘,H], (x+5) i (x+z)J J=1,--+7)

i=1 k=1

=,
(21) <I>fn<x>=%;/ Y Y ou@+0Gn )WL +dt, (=1, -,7).
A, ver
Allora dalla (1 7), tenendo conto delle (I) e (8), segue identicamente nel
campo D, per j =1, im=1,2,
QZ'” s Yy s Vm I n LI v
(22) / (x J;x Im) = Tjn “I‘ Tjn ‘l“ Tjn + Tjn ’
con
‘ vn )l
‘Tr I s = Sz:j 9=j
fﬂzz( / / Z; dtm]{j( 5 1»"';%»;%;"'95};)—
T Yn =,

_ N Sz=]. az
é;f}.(...;gx’...’zr;—ay_r’.. ’S}I )]dzf

ove, qui e nel seguito, si intende che la funzione composta £, & calcolata, sosti-
Jtuendo ovunque (ot b)) a (X, e, Ye);

- i . d _.32—“]. ,az=j
)‘ (2Yn)m [ f i tmf[f}( 3 8 "',Zr,m’...’m)_

—v,

< = _'E.?j °F.
_—ﬂ(“.’él"”’zr’gﬁ"'"'9}/; dt»
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ove, qui e nel seguito, con la scrittura f, si indica, che, mentre le derivate par-

oF . 0%,
ziali @’— , ay—’ sono ancora calcolate nel punto (x+2, 3.+ 4, -+, ym + ), le
3 %
prime 7 + 1 variabili e le funzioni , , - - -, 3 sono calcolate in x+2,50, 0, Ym);
Y, ~
1 1 1 ’ . . Z_ oz,
gy ZEW/' [dt a’z‘m/[f( SE TN o5 % ’aym>*
Yy _Yn
© _ _ 32’? SZ:/ \
.__/}.(...;Zl’...,gr;.a._l’...,m)]a’[’
o0Z . 0Z .
v 2 B L L. 1)
Tjn My ZYn)m[ fdt dtm/ [ j( > ¥ oz’ ’ Sym)
Yo T Yn ‘
oz . oZ .
__.fl.(.. .;gl’...’gr;ay_i,...,-a-y_iz)]dj.
In virtl della (3) si ha immediatamente
Yo O o
v
I I
Tl <5 v f‘-"/dtlu-dzm DH (D) | Zi(abt, 3ty Y ) |,
" n i=1
‘_yn Yn _l‘n

da cui per la condizione 12 e per le (16) e (19) segue in modo noto ¢;
| T = o 2 Hjin () - 3 Hin (5) | Zin (%, 3+, ).

In modo altrettanto immediato, usufruendo ancora della (3) e tenendo
conto delle (5), (14) e (20), si ottiene

Y Y °
!Tm|£71:Wf...fdtx..,.dtm/[Ho(x+t>k‘=Ellala+
“Yu T —hy

+ 2 Hji(x 4 2) ; Oy (x+2)|t, IJ dt <, Qj, (),
e cosl pure O -
| Tin | < s Qi ().
Rimane da considerare Tj,: applicando alla differenza, che figura sotto il

segno di integrale, la formula di Taylor relativa alla ultime variabili, per
la (8) tale differenza risulta identicamente uguale a

, m\ Fr( A T2, AL A 92-(55—{—2‘,}/:-!-2’1,'-',}',,,-!-1‘)
v f,( ]1[ Jm J ”
(23> k‘=-: auk gyk +
m‘ Qﬁ('*“§A‘;[’:l‘Ir""lm]:"':A'm[t’tf:“'rtm])
+ E ’ : u - T
k=1 &
afj'("';ij[t]”"’Ajm[t]) azj(x‘l‘tryl"_ilr"'rym",‘tm)
o duy Vs ’

(12) Cfr. S. CINQUINI, V.Z.L., pp. 976-977.
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o

2
ove nelle derivate par21ah f le prime 2 -+ 1 variabili, nonché le 3, ,- - -, 3,
sono calcolate nel punto (x +Z,¥, -+, Ym), mentre per j=1,--.,7;
k=1, --,m si & posto per brevita
3§~(Jf+l‘:J’x+2‘1,' 4 +tm)
(24) D[ty by ooy tm] = (1 —0) — :

Wy

az:j(x-|—z‘,y; ‘4, Y.t 2,
Y m

+6

con o< 0 <1, e anche, come caso particolare della (24),

Bjp[t] =D [t,0,---,0].
Rileviamo che, in virtl deila condizione 22, valgono le disuguaglianze
(25) |Dult,te, ot —Au[| <wlP Wl 4+2), (G=1,---,r; k=1, ,m).

Cid premesso, riprendiamo il secondo membro di Tl e sui due termini, che
si ottengono integrando le somme che figurano nell’espressione (23), proce-
diamo rispettivamente nel seguente modo: nel primo, tenute presenti le (3)
e (9), per lintegrabilita dei prodotti 2 @;(x) Lz () in virth del teorema di
Fubini Tonelli possiamo invertire 'ordine delle integrazioni e, dopo aver preso
il valore assoluto, usufruiamo della (3); nel secondo, preso senz’altro il valore
assoluto, teniamo conto delle (4), (25) e (9). Risulta

_;,”’

Yn
SZ(x—I— l‘,)/rl"|'l‘l I )ym_l—tm)
J
dl‘ tlz+x ce d;mf e dty

_Yn Y “Ya

|+

Pl vt
TYn TV —4,

+2“n%nmf""/dlfx"‘dfm 22 _,kv(x‘l‘l) v<x+t)wfk<x+t>dt'
Posto
Rz [g] :2—;—”—[2]'(&‘,}/1-"—}’”- : uJ’k_;l--l‘ _,,}’k‘f—Y,,,J/HI'—I-fH,:' ’ .’ym +tm)_

—-—'}Z‘/(g’yl+r1’.,..’)\/k—1+tk—x’yk Y yk+1+ kt1? '~,_’}/m+tm>],

siccome in virtil dell'ipotesi (III) Z; risulta funzione assolutamente continua
rispetto a ogni singola variabile y,, (£ =1,.-.,m) per quasi tutti gli x e
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per tutti gli ¥ ,---,%, . ,%, ., -, ¥,, abbiamo identicamente e tenendo

conto della (21)
Zj(x+w,yitte, o, Ymt bm)
7\ (27» )"’f / f Vs b

|15 fEL (x+2)dt

“Yu —Yn
o oI
- ELk<x+t)df[ ﬁ/w-/Rk[x—}—t]dt,---dtk_,a’z‘k+,--'dtm _—
'—knk=l 1 ':'Yn lYn
RS : )m__r/ / jR [x +w]dt, - dtp_,dtyy, - dtm J—{—zu,,d)j,,(x),
An (2Yn
Y ~Vn

e siccome la differenza, che figura entro parentesi quadra, & maggiorata da

o

n Yn
—I—;—f--'fdtl--'dz‘k__,dté+,- . -dz‘mgRk[x+t]—L/Rb[x+w]dw2 ,
(2y)" " Au

“Yn T Ya —A,

usufruendo del primo teoréma della media applicato all'integrazione rispetto a
w, della condizione 32, nonché delle (15) e (18), risulta

az/n(x )’1; . !ym)

jn _<_ng”( ); —I_V‘nkngn(x)—}—ZHn(Djn(x)-

In definitiva dalla (22) segue

azjn(x’.yr"' '!.ym)
ox

SZjn(x,y;,~~,ym)
G

+

ng ()| Zin(®, Y2 -, )| +;§, Lin(%)

u"‘v

E Hyin (%) + i Lin (2) + 2 [@; (x) + Qyu (2)]

ed & ovvio che, in virtl della continuita di tutte le funzioni, questa disugua-
glianza ¢& verificata in ogni punto (x,%,,--:,¥s) del campo D}.
A questo punto basta riprendere il ragionamento del n. 2 di NV./.L.,
per conclydefe che la (10) ha luogo in tutto il campo D’.
8) Infine, se & ' < a, per provare la (10) in tutto D, si procede nel
modo che abbiamo gia sviluppato 3.

(13) Cfr. S. CINQUINI, luogo cit. per primo in (4), Nota II, n. 5, e), pp. 343-344.

3. — RENDICONTI 1963, Vol. XXXIV, fasc. 1.




