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equazioni a derivate parziali non lineari. Nota II

Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche,
Matematiche e Naturali. Rendiconti, Serie 8, Vol. 34 (1963), n.1, p. 27–33.

Accademia Nazionale dei Lincei

¡http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1963_8_34_1_27_0¿

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per motivi di
ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1963_8_34_1_27_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1963.



Silvio Cinquini, Sopra un teorema di unicità per sistemi di equazioni, ecc. 27

N O T E  P R E S E N T A T E  D A  S O C I

Analisi m atem atica. — Sopra un teorema di unicità per sistemi di 
equazioni a derivate parziali non lineari° .  Nota II di S ilv io  C inquini, 
presentata (**} dal Socio G. Sansone.

3. D im o s tra z io n e  d e l  te o re m a  d e l  n. i <8>. -  a) In fa tti, se zj  (x , y i r -- 
• • •, yd)  , ( j  = 1  , • • •, r) ; Zj (x , y x , • • •, y m) , ( j  =  1 , • • •, r) sono due integrali 
del sistem a (1) soddisfacenti a tu tte  le ipotesi enunciate, per sem plicità pos­
siamo supporre che le funzioni <ùjk (*) , Y jk (x) , ( j  =  1 , • • •, r  ; k  =  1 , • • ., m) 
siano le stesse per entram be le soluzioni considerate.

Posto

(8) Zj (x j y  1 ' -,ym) =  zj ( x )y i r  • •, y m) — zj(x,  y x, • • •, yd)  , ( j  =  i,«  • - ,r ) ,

le funzioni Zy (x , y 1 , • • •, y m) soddisfano alle ipotesi (I) e (II), e anche alla 
(III), nella quale alle (5) si sostituiscano le disuguaglianze

m
(9) •JyW)| < 2  E  “ *(*) IA l]~ ^ ] I>

k — I

( / =  i • - , r )  ;

in o lt re  in  v ir tù  d e lle  (7) in  o g n i p u n to  (y,  , ■ ■ ■, y m) di A è Zy (o , y t y m) =  o

U  = 1 > • • ' » r).
Per provare l’asserto basta  dim ostrare che, in ogni punto (x  , y z , - • ■, y m)

del campo D, è

( 10) Zy (x  , y ,  , • • •, y m) =  o , ( j  =  1 , • • •, r ) .

/?) A  bai u o p o  fissiam o  u n  n u m e ro  p o s itiv o  a <  a  in  m o d o  ch e  s ia n o
verificafe le disuguaglianze

ar

r # /  f
0 0  X '* °  /  Hy,- ( x ) d x <  i , (i =  \ , - • - , r ) ,

j=t. " JO

ove la scrittu ra  S ' indica che nella sopim atoria va omesso il term ine j  =  z, 
e cominciamo a d im ostrare che le (io ) hanno luogo in tu tto  il campo

x  ■ a ;

D ' : o  < x < a f , ók ~i j* L k (u) d u ,< iy k <  ^ — J l à (u) d u y (k  =  i , • • •, ni) .

0 0
(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attiv ità  dei Gruppi di ricerca matematica del 

Consiglio Nazionale delle Ricerche (Gruppo n. 19).
(**) Nella seduta del 15 dicembre 1962.
(8) Anche per quanto si riferisce alle notazioni, la present© Nota è la prosecuzione della 

Nota I. Vedi questi «Rendiconti», voi. X X X III, pp. 401-404 (.1962).
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y) Considerato un numero X >  o, sia il campo costituito da tu tti i 
punti di D' e da quelli del rettangolo (a m -j-1 dimensioni) == [— X <  x  <  o , 
bk <  y k <  b'k, {k =  1 , • • - , m)\ e completiamo la definizione delle funzioni z j , 
Zj, f j  ponendo in ogni punto (x , y x , • • •, y m) di R*.

(1 2 )  Zj ( x , Vi > • * * > y*n) ~  %j ì y ± ì *  ’ * > y***) ~  9 y O 0  > * * * > jx») ? 0  ~  * » * * * > 0  >

e anche per ogni (w +  r)-p la  .(zly - • • ,ysy ; ^  , • • •, um)

(13) *// ) JVi j * * * > Vw > * * ’ y zr y ti ! , • • •, =:: o , ( j  =  i j • • *, x) .

Inoltre nell’intervallo — X <  x  <  o definiamo

0*0 ■==■ G ^v (#) =  H 0 0*0 =■ Hji(x) =  co,-* (#) =*F,-* Or) =  o

per k y v =  i ,- • -, m ; j y i  =  i ,• • - , r .
Nel rettangolo R^ in virtù delle (13) il sistema (1) si riduce a

— -------- =  ° ’ ( j = i r - - , r ) ,

e quindi le r-p le di funzione Zj (x, y , , ■ • •, y m) , ( j  =  i , - • •, r) ; % ( x , y i r --, y m), 
( j =  1, • • •, r) sono soluzioni di tale sistema (9>; per le (i 2) è Zy , • • - , y m) =

5Z; 3Z; . .  , . ’ .
=  =  -g— =  o , (y =  1 , • • •, r  ; k =  1 , • • •, m), e infine, sempre m ,

k
sono verificate anche le (3) e (4).

Ciò premesso, sia [xw , (n =  1 , 2 , • • • ) (con p.r <  1 ; 4 ^  <; b'k — bk , 
(/è == 1 , • • •, m)) una successione di numeri reali positivi, decrescenti e ten­
denti a zero, alla quale subordiniamo successivamente due altre successioni 
di numeri reali positivi, decrescenti e tendenti a zero y n , (n =  1 , 2 , ■ • •) ; 
X* , (n =  1 , 2 , • • •) (ove X, << X) con

( r4) \ < Y b < Y “ < ^ ,  (» =  1 , 2 , - . . )

in mpdo che siano soddisfatte le seguenti condizioni :
i a in ogni rettangolo (a r  +  1 dimensioni) [x <[ x  <C x* , y k <i y  ^Ly"k , 

(k =  1 ,*••,  m)] appartenente a D ^ e  tale che sia x"  — x  <L X« , ““ y \  — 2'T« >
(>è =  ,1 , • • - , m), Toscillazione di ciascuna delle funzioni Zj (x , y x , • • - , y m), 

■Zj (x y y z , • • • , y m) , ( j  =  1 , • • - , r) sia non superiore a [in : 2;
2a in base alla condizione (IV), scelto z =  , la disuguaglianza (6)

sia verificata per z =  zj e per # =  Iy assumendo S0 =  y» ;
3a su ogni segmento di estremi ^ , y x , • • •, J^) , (^o , Vi > * ‘ avente

afnpiezza non superiore a X« e tale che il rettangolo, a lati paralleli agli assi 
coordinati, di vertici opposti

(x'°,yi, • • • , y t _ t , y k— y„, y i+1,■ ■ - , y j , (*o',y„ ■ ■ - . y t + Y „ , y i + l , • • •

(§) Da quanto è asserito nel testo è evidente che per x  <  o non è richiesta l’esistenza delle
tZj{x , y l t - ■ y m) n .  ( x , y i , - - ; y m)

' ’ _ Wk
guito della dimostrazione.

questo esplicito rilievo va tenuto presente nel se-
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sia tu tto  costituito di punti di Di,, l’oscillazione di ciascuna funzione 

—  [ Z j ( x , y i r - - , y i _ i , y i + l n , y
* n

— Z j ( x , y i r . - , y k_ i , y k yn , y k+z, • • ( /  =  i ,• • -, r  ; k =  i ,• • -,m)

sia non superiore a [in ;
4a l’integrale definito di ciascuna funzione L k  (x) , ( i  =  1 , • • - , ni) esteso 

a un qualunque intervallo parziale di (— X , a )  avente ampiezza non superiore 
a X», risulti minore di

Posto, per /è =  1 , • • •, m  e per « =  1 , 2 , • • •,

0  5) L kn (pi) —  ̂ j  L/è -f- d t , (d ;r <7 a ) ,

sia <3;* il massimo valore di "x non superiore ad d  e tale che per o <; x  <C at 
risulti

f  t>'k — bk
I L kn (d) du  <  - — 2 [ln , (ié =  I , • • • , ni) ,

e si consideri il campo
OC

D» • °  x  <L a* , bk -[- 2 y.n -)- / L&, (V) ^  5C tìk — 2 p.* — / L&, (z/) d u ,
o o

(/è =  1.,- • - , m ),

tenendo presente che, come è noto <l°\ ogni punto di DJ appartiene a D', e 
che, per n -^ o o ,  il campo D* tende a D'.

Per j  =  1 , • • - , r  e per n =  i , 2 , • • • definiamo le funzioni

I o” tfl tfl
z j„ (x ,y 1, • • - ,y m) =  ^ J !  ■ • ■ j~Zj(x-^-t,y1-\-t1, ■ • • ,y m-\-td)dtdtl ■ < •dt„

■ 'x»
_ o •!„ Y„

l2 n̂)m I J  ■ ■ • J zj { x + t , y z+ t z, - - - , y m+ t m)dtdt z-. ■dtm
t n

Cjn (x , y z , • • •, y„) — Zj„ (x , y l , • • •, jy»,) — Zjn (x , y z , • • •, ,ym) ,

ricordando (ri> che, per la condizione 4“, per la disuguaglianza y* <  [x„ e per 
il modo nel quale è stato definito il campo D*, in questo campo le funzioni 
Zy„ (x , y L , ■ ■ ■, y m) risultano definite e continue insieme con le loro derivate 
parziali primle; inoltre per l’ipotesi (II) e siccome, in virtù dell’ipotesi (III),

(10) Cfr. S. C inquini, N.I.L ., n. 6, p. 973 e in particolare nota (ri).
(11) Cfr. S. C inquini, N.I.L ., n. 6, p. 974.
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le funzioni Zj  sono assolutamente continue rispetto a ogni singola variabile 
y*>(k =  1 - • ’ '> m)p er  quasi tu tti gli * e tu tti gli (yt , -y- ,  y ^ ,  y i+i , -■ ■, y m), 
risulta

xn 'n

(17) =  i - ^  [ . . .  U • • • * .  *

(18)

(2y n)m
~ Y n  - V  n

dzjn(*>y* • -,ym) ;

—A,

o I» Tw

K (2 y„)m f  J  ' ‘ ' j d ( dtz- • ^4+r-' ■ |
?Zy(̂ r | / , ; r +  A ,' • -, v*+ /„,)

Y# Y«
dtk

per » =  1 , 2 , . . .  ; /  =  i , • • •, r  ; >6 =  i , • . ., m.
Inoltre per n =  i , 2 , • • • in o < x < ,  a* definiamo le funzioni

( J9) Hy*w (vj H j i(x +  t)dt,  ( j  , i  =  1 , 2 , • • -,r).

(20) ùj„ (v) — ~\~l
r  m

m H 0 (x+ t)  +  Hy* (#+£) (yr —j-/̂ )
* =  I k

dt-, ( J = t , . . . , r )

or tn m
(2 0  ®jn (X) =  Y~ / 2  2  +  0  Gy,** J k—T. V = I -- X

+  +  0 = 1 ,  • • -,r).

Allora dalla (17), tenendo conto delle (1) e (8), segue identicamente nel 
campo D* per j  =  1 , • • •, m. ; n =  1 ,2  , • • •

(22)
c pn

( - ^  , jF x  ? • • ‘ , y m )  ___  r j> I  , r p l l  , . r p I I I  . r p I V

" dx l j‘n ~r r  -ty» +  ly» >

Ym Y »
qpl I I

K  (2yw)wJ** * * • j
— Y* ~ Y W : —

==- . ~ '3£-
> * * * > ^  i ~V~ i ’ * * ?0JK1

/ _ _ 9#.
" f  j  ( ‘ * * > 1̂ > ’ • * ) Zr ; , • • • , —9>y

ove, qui e nei seguito, si intende d ie  la funzione com posta/y  è calcolata, sosti- 
tuendo ovunque (* +  t , y ,  + / , , • • •  ,->>* +  tm) a (v , , • . .,

Ym Ym O
rŷ II I I 

J" ~  >•« (2y„)">- / '  ' ' /  dtl òo ■’ 35̂ )
— Y« — Ym — *•„

* • » Zr ; 3y.i •5/» d t ,
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ove, qui e nel Seguito, con la scrittura f j  si indica, che, mentre le derivate par- 
3 Zj 3 z. r

Zlah SOn° ancora calcolate nel punto (x. + 1 \ y t +  tT , • ■ •, y m -(- tm), le
prime m  +  i variabili e le funzioni , • • ■ , z r sono calcolate in (x +  t , y 1 , • • - , y m);

Yn Yn n
rpIII
l j n (2 yj” j '"I S>(

• n • n -K
f i

T 1' 1 (2 tn)m / ’ ‘ ' f dt* ‘ ' ' dtm\  '/■*(' * ) > * • • ) rZr ;

dz. 3z. \
, z r ; — - , • •

oy 1 )

3iT. dz. '
• « «S’/* 1 ~ ^ , • _
’ ’ 9y* J ’ 3y„» ;

3 z . dz - \
Z r  ; - , • •’ 3y x 9 ’ s y j

dz • 35. •
• , Z r  ; . •J ;  3 ^  ’ ’ ’ ’ 3̂ *  ,

d t ,

1 ) ‘ 1 ) o. > * • • » ~ —) d t .

In virtù della (3) si ha imm ediatamente
Y n Yn o

I X '" I — (2 Y„)» J ’- ' ‘ ' ' * - /  2  | Z, ( # +  ^ , j / j - f  -
-Y» Yn

da cui per la condizione ia e per le (16) e (19) segue in modo noto <I2>;
r  r

| T/„■ | <  2  H fi* O ) +  2  H jin (x) | Z*„ ( x , y x. , • « •, y m) I.
* = I  * =  I

In modo altrettanto  immediato, usufruendo ancora della (3) e tenendo 
conto delle (5), (14) e (20), si ottiene

Yn Vn
I I|T  |< -

1 1 -  X, (2 Y„)"

*n Vn cj■ • • j <ft, • • • <hm j
-Y „ — Y* —V

=  I
H<,(* ~f~ Ó 2 ] I ^  |a ~h

dt ,+  2  Hy* ( # 4 -0  2 (^ +  0 10 1* = i £=i
e così pure

| T% | <  [J.n Qy„ (x ) .

Rimane da considerare T ” : applicando alla differenza, che figura sotto il 
segno di integrale, la formula di Taylor relativa alla ultime m  variabili, per 
la (8) tale differenza risulta identicamente uguale a

(23) V  ‘ ‘: V i M ’’ • •> +  t , y t + ti +  tm)

+  2k= 1

dUg, dyk

I fj(• >• ; v ,[*.,u ,■ ■ ■,t j ,■ • ■,A. [ t , t i , t„j)

+

3 u h

3/ .̂( * • • ; Ayx [ / ] , • • • ,  Aty m  [ t ] )

duz.
3Zj ( x  +  t  ,yi  +  U , • • - ,ym +  tm)

~Wi ~~ ~
(12) Cfr. S. C inquini, IV.I.L., pp. 976-977.
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d f .
ove nelle derivate parziali ~ - le prime w +  1 variabili, nonché le zx , • • •, zm

sono calcolate nel punto (x  +  / , y z , • • •, y m) , mentre per j  =  1 , • • •, r  ; 
k =  1 , • • •, m  si è posto per brevità

(24) ^ j k  y A  > ’ * '  ) tn ì \  —  (  I
0\ ẑj ( x +  t , yi  +  ti r  ‘ - , y m-\r tm)

+

4- 0 +  C j i  +^x , • • - , y m +  tm)
—  ~~dym

con o << 6 <  1, e anche, come caso particolare della (24),

&jk [t] =  A jk  [ t , o , • • •, o ] .

Rileviamo che, in virtù della condizione 2a, valgono le disuguaglianze 

(2S) | , • • •, tm] A jk [V] | <C [ijl 4P'jk(x ~\~f) ? ( j  — 1, • • •, r  ; k =  1, • • • .

Ciò premesso, riprendiamo il secondo membro di T% e sui due termini, che 
si ottengono integrando le somme che figurano nell’espressione (23), proce­
diamo rispettivam ente nel seguente modo: nel primo, tenute presenti le (3) 
e (9), per l’integrabilità dei prodotti 2 .^ ( 1 )  ~Lk (x) in virtù del teorema di 
Rubini Tonelli possiamo invertire l’ordine delle integrazioni e, dopo aver preso 
il valore assoluto, usufruiamo della (3); nel secondo, preso senz’altro il valore 
assoluto, teniamo conto delle (4), (25) e (9). Risulta

o

L/& (yc —f— t  ̂d tm

1n 1n

f  ' ' f ^ 1 ' ‘ ‘ i 4^+1 ’ ' ' dt„, "fi t >y* +  tx ’ ■ * ■ » ym +  O dtk +

+  2 [ l n Xn (2yn)m j  * ’ j  ^  j  2  ^  'Q#v (■# 4~ 0  ^ / v  ( #  +  0  ( #  +  0  d t .

Postò

Rk ®  lz '4 ’ > • • • - j v +  r ,  - Z»+,-4- 4 , - •• • - +  O —

~  |Zy (5 , +  A » • • •. y k—T. +  H—1 ’ Vk ~  \n > yk+i +  h+1 > ' • • > y m +  tm ) ]  »

siccome in virtù dell’ipotesi (III) Z/ risulta funzione assolutamente continua 
rispetto a ogni singola variabile y k ,{k  =  i ,• • •, m) per quasi tu tti gli ;r e
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per tu tti gli y x ‘ > y k_ t y y k+1 r  • - > y mi abbiamo identicamente e tenendo
conto della (21)

I -̂jn I <  -y- / 2  (x  +  0  dtJ k=

O Yn Yw

in (2Yn)m
fdwj-.

A  -V» ~Y„

+  y ~  / 2  ^  +  Ó dt
fKn  J  k = i

— JL (2Y»r

V« Yw

~  ‘ R^ —j— /] dtx • • • —1 dtk^ 1 • • • dtni
-Y* Y«

1 « 1 «

—  - — y — ; / d w  • • • I  R k [x +  w ] d t x - • • d tk_ xdtk+1 • • • d tm + 2  [A* <E>y„(*) , 
** (2Y«) J J J J

n̂ Y« yn

e siccome la differenza, che figura entro parentesi quadra, è maggiorata da

Y n Y n

(2Y«r
dtx • • • —j dtk -!̂ i * ■ ■ dtm | Ryfc —1~ [x -\~ w~\ dw

. t n ^ n  -n

usufruendo del primo teorema della media applicato all’integrazione rispetto a 
w t della condizione 3a, nonché delle (15) e (18), risulta

I | <  X  (x)
k —X

dZj„(x >y*’- - - , y m)
dyt

“1“ L kn ( x )  -j— 2 [ì<m Oyw (x ')  •

In definitiva dalla (22) segue
r tn

H  j in  (■̂ ') | (^' > jVi ) * * * > y  tn) | “f" L kn ( # )
szj„(x>y*>- ■’ > y m)

dx
dZjn(X’y*’---,ym)

+

+  2  Hjin O ) +  2  (*) +  2 [®/« (*) -f- ®jn (*)] >

ed è ovvio che, in virtù della continuità di tu tte  le funzioni, questa disugua­
glianza è verificata in ogni punto (x , y x , • • •, y m) del campo D J.

A questo punto basta riprendere il ragionamento del n. 2 di N .I .L . , 
per concludere che la (io) ha luogo in tu tto  il campo D \

ó) Infine, Se è a <  a> per provare la (io) in tu tto  D, si procede nel 
modo che abbiamo già sviluppato <13).

(13) Cfr. S. Cinquini, luogo cit. per primo in (*), Nota II, n. 5, e), pp. 343-344.
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