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Geometria. —  Intorno alle forme di uno spazio di Galois ed agli 
spazi subordinati giacenti su esse (T  N o ta  d i G iu s e p p e  T a l l i n i ,  
p r e s e n ta ta  (##) d a l S o c io  B . S e g r e .

Sia Sr,q uno spazio di Galois, cioè uno spazio lineare di dimensione r ì 
costruito  su un campo di Galois, y* (**), d ’ordine q (con q =  p h, p  ca ratteristica 
di y*) (I). Penserem o Sr,q immerso nello spazio r-dim ensionale Sr,r, costruito  
sulla chiusura algebrica T di yq. Nel seguito porrem o per sem plicità di scrit
tu ra :

qk =  I k +  <f~x +  • • • +  q +  i (k intero non negativo).

D enoterem o poi con ® la classe di tu tte  le forme di Sr,q, e con ®', O ", <!>, 
(t =  o , i , • • •, r —  i) le sottoclassi di O costitu ite rispettivam ente dalle 
forme irriducibili in P, dallè forme non singolari in yq, dalle forme d cui pun ti 
singolari in yq siano congiunti da un S? , con t' <  t.

i
Essendo finito, ed uguale a n  [3] P- 174. >1 num ero degli

l —  o

Si di Sr,q, si pone in modo natu ra le  il seguente
PROBLEMA. -  Fissato comunque in  SVìq una sottoclasse $ di O e Unterò /, 

con o <S /  < lr  —  1, determinare il massimo numero di Si in yq che può contenere 
una form a di oF, e studiare quelle form e di 3  possedenti tale numero di Si in yq (2).

. In  un  precedente lavoro [6], abbiam o esam inati i casi l  =  0, F  — O-, O' 
del suddetto  Problem a. Nella presente N ota ci occuperemo dei casi

/  >  1 , .^ =  O- ; /  =  1 , F  =  0 "  ; l  =  i con t = r  mod 2.

Esporrem o ora i risu lta ti o ttenu ti.
Indicherem o con F / (/ > 0 ) ,  una form a d ’ordine n di Sr,q, contenente il

massimo num ero di Si in yq . In relazione ad esse nel n. 2 proverem o che:
7

1) Ogni F/ (/ >  o) contiene tutti i  j f l  (<7r_ J q i_ 1) S/ di Sr,q, ed ha
i =  o

ordine n >  ql+i . Ogni punto d i Sr q è di molteplicità almeno qt per la F/ .  
Fissato comunque n >  ql+1, esistono form e  F/ .

(*) Lavoro eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 17.
(**) JNTella seduta del 15 dicembre 1962.
(1) Per le prime nozioni sui campi e gli spazi di Galois, e maggiori dettagli sull’ar

gomento, cfr. [3], [4] §§12,17.
(2) Il Problema ha riscontro in uno classico, posto da W. Fr. Me VER in [1], consi

stente nella determinazione del massimo numero, mn , di rette posseduto da una superficie 
non singolare d’ordine n (>  3) di un S3 complesso. Una risposta a tale questione trovasi in 
[2], ove è dimostrato, tra l’altro che è mA =  64 e mn <  (n — 2) ( u n — 6). Osserviamo che 
tali risultati non si trasportano al caso di un campo di caratteristica diversa da zero: esistono 
infatti superficié non singolari del quarto ordine di un S3 costruito sulla chiusura algebrica 
di y3, che contengono 112 rette (ciò si deduce dalla ultima prop, del n. 8 di [6], qualora ivi si 
faccia m =  1 , q — 3).
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Si pone la questione d 'indagare  se tra  le forme F/ ve ne siano di irri
ducibili in F. Al riguardo rela tivam ente alle forme Ff2 d 'ordine minimo, 
abbiam o d im ostrato  (n. 2) che :

II) Ogni F?2 dì un S3>q è spezzata nei q2 p iani dì una stella.
I l i )  Ogni F?2 di un  S4j(7 contiene come componente un iper piano in yq. 
IV) In  un SYìq, con r  >  5, esistono forme  F?2 irriducibili.

Nel n. 3 proverem o il seguente teorem a che dà una risposta al Problem a 
posto, nel caso l  — 1 , $  — ®", r  dispari.

TEOREMA I. — In  un S2m+1>q (m >  1) i l  massimo numero di rette che una 
form a, f ,  d i ®" può ammettere è M =  q2 m+I q2 m—ilqi ; tale massimo essendo 
raggiunto dalla form a non singolare

CO (Xo Xx *o Xx) “f" (x2 X3 X2 X3) —f- • • * “f- (x2 m X2 1 X2 m Xa»«+1) ■ O .

Se una f  di O " possiede M rette, esse costituiscono in S2m+X,q un complesso 
lineare non speciale ; inoltre, se V ordine di f  è minore dì 2 q, la f  coincide, a meno 
di una trasformazione omografica in yq, con la (1), oppure si spezza in una 
tale form a ed in uni altra priva di punti in yq (3).

Nel n. 4 darem o una risposta al Problem a posto, nel caso /  =  1 , ^  =  O/, 
con t  =  r  m od 2, dim ostrando il seguente :

TEOREMA II. -  I l  massimo numero di rette che una forma, f ,  d i , con 
t  == r  mod 2, può ammettere è =  (qr qr _ 2 +  qr ~ 1 I i)lqi ; tale massimo 
essendo raggiunto dalla fo rm a:

(2) 1 (x0 X1 XG Xx) ~f" (x2 X3 X2 X3) "f- ’ * * ~j~ C X ,2m W.2m-{-i) o ,

m — (r — t  —  2) / 2 ,

che risulta un cono con vertice V St di equazione x Q =  Xj =  • • • =  x 2 m + 1  — o. 
Se una f  di O, possiede M / rette, queste costituiscono in Sr,q un complesso lineare 
speciale avente come spazio singolare un St ; inoltre se V ordine di f  è minore 
di 2 q, la f  coincide, a meno di una trasformazione omografica, con la (2), oppure 
si spezza in una tale form a ed in uni altra i cui punti in yq sono tutti contenuti 
nel! Si,

2. Fissato in un Sr_ / _ 2 (/ >  o), la form a spezzata nei ql+i iper- 
piani in yq per P S r_ / _ 2, contiene evidentem ente tu tti  gli Si di Sr,q. Ne 
segue che una form a F/ possiede tu tti  gli Si di Sr,s .

Proviam o ora che una F / ha ordine n '>ql+ i. L 'afferm azione essendo 
evidente per r  =  l  f i  1, può provarsi per induzione rispetto  ad r, suppo
nendo r  >  l  f i  1. Due casi sono possibili, o la F? contiene come com ponenti 
tu t ti  i qr iperpiani di Sr>q, ed allora è n > q r >  ql+i ; oppure esiste un Sr_ x 
che non sia com ponente di F ? . In tal caso Sr_ x O F? è una form a FT di Sr_ j , 
quindi per l'induzione am m essa è n  >  ql+x ; onde in ogni caso l’asserto.

(3) Questo teorema, nel caso m =  i, è stato annunciato nella Nota Lincea [5] a p. 712.
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Sia P un pun to  di Sr,q e quindi di F / .  Il cono tangente in P alla F?, 
dovendo contenere tu tti  gli S/ di Sr>q per P, è una form a che possiede tu tti  
gli S/—j di Sr,q. Per quanto  precede allora il suo ordine è >  qr  D unque P 
è di m olteplicità almeno per la F / .

Si consideri in Sr,q 1’ Sr—i— 2 di equazioni x, =  x,- =  • • • =  x,- = 0t 2 ll +  2

(il , <  i2 < •  • • <  z'/+2). L ’ipersuperficie F /+I spezzata nei ql+i iperpiani in y ' 
per T Sr—i—2, ha equazione :

(3) .... = v .  r i  w n  (*/,+>$, **,+I+ •  • • x,/+2) = o .
, L + i  * * ‘ ’ ’ ^ / +  2 e  ^

D unque le ipersuperficie

2  « 2 -  • • < / + 2  <2-  ■ • « > + 2  =  0 ,
tl <  *2 <  • ’ • <  V + 2

ove le A Zî ...,/+2 sono forme in yq di grado n — ^/+ i, dànno esempi di forme 
F / , qualsiasi sia n > q l+i. L a I del n. 1, resta così com pletam ente provata.

D im ostriam o ora la II del n. 1.
Sia P un punto  di S3>q. Se tu t t i  i q2 piani in yq per P sono com ponenti 

della F f  — F, la proposizione è vera ; supponiam o dunque che esista un 
piano, oc, in yq per P non com ponente della F. L ’intersezione di F  con oc è 
costitu ita  dalle q2 re tte  in yq di oc. Onde P, per tale sezione, è un punto  di 
m olteplicità esa ttam ente  qx e quindi di m olteplicità s < q ly per la F. M a è 
s >  (I n. 1), ne segue s =  qx.

Il cono tangente in P alla F, ha ordine qx e invade l’S ,^ . D unque ([6], 
prim a prop. n. 6, p. 462) è spezzato nei qx piani in yq di un fascio con asse 
una re tta  a per P. Siano tu uno qualsiasi di tali piani, r  una arb itra ria  re tta , 
a coefficienti in F, di tu per P. Se r  è a coefficienti in yq, essa appartiene ad 
F. Se r  è a coefficienti in F —  yq, tu tti  i suoi punti, tranne P, hanno coordi
nate  in F —  y q . Allora le q2 re tte  in y q di tu, non passanti per P, incontrano 
la r  in q2 pun ti distinti. Poiché tali re tte  appartengono ad F, la r  ha in 
comune con la F  q2 pun ti d istin ti diversi da P. M a r  ha in P con la F  m ol
teplicità d ’intersezione almeno q +  2 (in quanto  r  appartiene al cono tan 
gente in P alla F) ; dunque r  è contenuta per intero nella F  — Ff2. Ne 
segue che n appartiene, a F. Onde ognuno dei q 1 piani in y q del fascio 
di asse a è com ponente della F  e non esistono altri piani per P com ponenti 
di F.

Sia P* un pun to  di S 3jq non appartenen te alla re tta  a. Non può acca
dere che ognuno dei q2 piani in yq per P x sia com ponente di F  : a ltrim enti 
la F  consterebbe di tali unici piani e ciò è escluso appartenendo alla F  anche 
i qz piani in yq del fascio di asse a. R ipetendo allora per P x le argom enta
zioni svolte per P, si ha che esistono esa ttam ente qx piani in yq Per Pi» for
m anti fàscio di asse una re tta  aIy che risultano com ponenti di F. T ra  essi vi 
è il piano a u F ly quindi le re tte  a ed ax sono com planari. Sia P 2 il loro punto  
d ’incontro. Per P2 passano alm eno 2 ^ + 1  piani in yq com ponenti di F,



4 2 4 Lincei -  Rend. Sc. fis. mat. e nat. -  Voi. X X X III -  dicembre 1962

M a allora tu tti  i q2 piani in yq per P 2 appartengono ad F  (altrim enti, ripetendo 
per P 2 le argom entazioni svolte per P, si avrebbe che per P 2 dovrebbero pas
sare so ltan to  qx piani com ponenti di F), onde l’asserto.

Proverem o ora la I I I  del n. 1.
Supponiam o per assurdo che in S4,̂  esista una Ff2 =  F  che non con

tenga nessun S 3 in come com ponente. Ogni S 3 in yq sega allora F  in una 
form a spezzata nei q2 piani in y? di una stella (II n. 1). Sia Q un qualsiasi
punto  di S4>q ; fissato un S 3 in yq non passante per Q, sia t  uno dei piani di
S 3P  F. U S3 =  Q u T sega F nei q2 piani in yq di una stella con centro,
G, necessariam ente su t (in quanto  t appartiene ad F  e cioè a tale stella) ;
onde è Q =|= C. Perciò Q risu lta  un punto di m olteplicità esa ttam ente  qx 
per S3n  F  e quindi di m olteplicità s <1 qT per la F. M a è s > q x (I n. 1), 
onde =  qx. D unque ogni punto  di S4̂  è di m olteplicità esa ttam ente  qx 
per F.

Sia tu un qualsiasi S 3 di S4,*, esso sega la F nei q2 piani in yq di una stella 
con centro in un punto  P. Il cono tangente, 9, in P alla F, ha ordine qx, 
invade 1’ S4jfl! e contiene tu tti  i piani in yq della stella di tu con centro P. D a 
ciò e dalla prim a proposizione del n. 6 di [6] a p. 462, segue che 9 è spezzato 
nei qx iperpiani in yq -  tra  i quali vi è tu -  di un fascio, ef, con asse un piano a 
per P. Ino ltre  ciascun piano in yq per P appartenente ad uno qualsiasi dei 
su d d etti qx iperpiani è contenuto in F, (bastando al riguardo ripetere l’argo
m entazione fa tta  nel settim o capo verso di questo numero).

Sia ora 7zx un S 3 in yq per P non contenente a. I qx iperpiani in yq per oc 
intersecano tu,, nei qx piani in yq di izt , per la re tta  r — tu* n  oc. Poiché P € r, 
tali q\ piani appartengono ad F. D unque tui7 interseca F  nei q2 piani in yq 
di una stella con centro un pun to  P x di r. R isulta poi Px P, in quanto  gli 
unici piani in yq di rcx per P, contenuti in F, sono evidentem ente i qx piani su 
m enzionati. R ipetendo per P, le argom entazioni svolte per P, si deduce che 
il conq) tangente, 9 , ,  in P z a F  si spezza nei qx iperpiani in yq -  tra  i quali vi 
è tuj -  di un fascio, $ x, di asse un piano oc, per Px. Ogni tale iperpiano in ter
seca F  nei q2 piani in y^ della stella di centro P x. Il piano oc è contenuto in F 
e passe, per P x, dunque appartiene a <px e quindi ad uno dei suddetti qx iper
piani di ef,, sia S3. L ’ S3, in quanto  iperpiano in yq di $ x, interseca F  nei q2 

piani della stella di centro Px ; in quanto  iperpiano in yq del fascio ef, in te r
seca F  nei q2 piani della stella di centro P . M a è P ^ P I; dunque l’S3 ha in 
comune con la F  =  Ff2 almeno 2 q* -f- q -fi 1 piani d istin ti e ciò è assurdo, 
onde l’asserto.

D im ostrerem o la IV  del n. 1, provando che:
In Sr,q, co n > >  5, la form a Ff2 di equazione:

(4) 9012 +  9345 +  • • • +  ?3W 3w+i 3^+2 ■■= o , (3 m  +  2 <  r  , m >  1) ,

ove le <p. . { sono date  dalle (3) per / - — 1, è irriducibile in I \  
Dalle (3) per l  =  o , 1, si ha facilm ente che:

(s ) 9. . =  x9 x . —  x. K?T*I*2 *1 *2 *1 *2 9 . . .  =  x. o9 . +  x . (D9 . -fi x . 9? .
‘ *1*2*3 *1 T *2*3 *2 **3 *X *3 *̂ *I *2
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Dalle (3) si ha che 9,i>2,3 sono a lternan ti rispetto  agli indici e che

(6) di ,3 =  °> se * =1= , *3 ; =

i i denotando la deriva ta  parziale di <p. . . rispetto  ad h.i '2 3 A 1 *2 ̂ 3
Se è r > 3 ^  +  2 la (4) rappresen ta un cono p ro ie ttan te  dall’Sr_ 3>*__3 

di equazioni x G =  • • • == x3 m + 2  =  o, l ’ipersuperficie dell’S3W+2 di equazioni 
x3m+3 — • • • — xr =  o, rapp resen ta ta  dalla (4). B asta dunque dim ostrare che 
in un S3 mjr2,g (x0 , • • - , x3W+I) la (4) è una ipersuperficie, F, irriducibile.

I pun ti singolari in F della F  si ottengono, tu tti  e soli, risolvendo il si
stem a che si o ttiene annullando le derivate parziali della (4), cioè -  in forza
delle (6) e dell’alternanza delle 9. . . -  il sistem a:* Zj z2 z3

(7) cp3S+13s+2 =  o, , (p3S3S+2=:o , <p3S3S+1=± o .. (s =  o , i ,• • -, m).

Se un punto  P (y3S, y 3S+1 , y 3S+* ; J =  o , 1 , • • •, ni) in T soddisfa le (7), 
in forza della prim a delle (5), dovrà aversi, per ogni fissato  ̂ ( =  o , 1 , • • •, ni),
y  3 s ~  Psz 3 S , y 3s+x =  P* Z 3 S + 1  , y 3s + 2 =  psZ3s+2, in cui z3 s , Z3s+z , £3 s + 2 sono
elem enti di y q non tu tti  nulli ed è pj G T. Quindi P appartiene allo spazio S m, 
a coefficienti in yq, individuato  dagli m  +  1 punti À, (9 , o , o ; • • • ; o , o , o ; 
z3s > 3̂ j+i > %3 j+2 > o , o , o ; • • • ; o , o , o), s O , 1 , • • •, m r

Viceversa ogni punto  di un tale spazio soddisfa evidentem ente le (7). 
D unque i plinti in F singolari per la F  sono tu tti  e soli quelli dei (jq )w + i S 
ognuno dei quali si o ttiene congiungendo m  +  1 pun ti in yq, scelti il prim o 
nel piano fondam entale delle variabili xG , x : , x2, il secondo in quello delle 
variabili x 3 , x 4 , x5 , • • •, l’ultim o in quello delle variabili x3m , x3Wf+T;, x3*+a. 
Ne segue, la varietà singolare della F  essendo una V w, che la F  è irriducibile.

3. P re c e ttia m o  il seguente lemma, che, oltre ad avere interesse a sé, 
in quanto  dà una caratterizzazione grafica dei complessi lineari di re tte  non 
speciali di un S2 W+Ij?, ci perm ette  di dim ostrare il teor. I del n. 1.

LEMMA I. -  In  un S2m+I,q (m >  1) un insieme K di k rette, con 
ki> q2 m+i q2 m — ifa i , tale che le rette di K per un qualsiasi punto di S2m+I}q 
stano congiunte da un  S*, con s < z m ,  risulta un complesso lineare non spe
ciale di rette.

Per-ogni punto  di Szm+1>q passano evidentem ente al più q2m__I re tte  
di K. Essendo i pun ti di S2m+I,q in num ero di q2m+i e di q1 quelli su una re tta , 
il num ero delle re tte  di K, ciascuna con tata  qz volte, risu lta  allora al più 
q2 m+i qm  1 • Onde è k <7 q2m+i q2m — 1lq1, il segno d ’uguaglianza avendosi 
se, e soltanto  se, pér ogni pun to  di S2m+1,q passano esa ttam ente  q2m—.x re tte  
di K. Supponendosi k > q 2 m + 1  q2 m__1/qI , dovrà essere k =  q2 t n+1  q2 m~ 1/ql 
ed inoltre le re tte  di K per ciascun punto  P di S2W+1|* dovranno coincidere 
con le q2 m x re tte  in yq per P appartenen ti ad un determ inato  iperpiano, tc, 
per P. tc sarà chiam ato iperpiano polare di P rispetto  a K. Si ha còsi in S 2 m+i,q
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una corrispondenza pun to -iperp ianó  se si associa ad ogni punto  il relativo 
iperpiano polare rispetto  a K.

Proverem o che tale corrispondenza è biunivoca. Sia tu un  qualsiasi 
iperpiano di S2m+I,q ed n ( >  o) il num ero dei suoi pun ti per ciascuno dei quali 
l’iperpiano polare coincida con tu. Per ogni punto  di tu, distin to  dai suddetti n 
punti, passano esa ttam en te  q2m~ J re tte  di K non giacenti in tu, m entre per 
ciascuno degli n pun ti non passa nessuna re tta  di K, che non stia in tu. Ne 
segue che le re tte  di K non giacenti in tu sono in num ero di u = q 2 m ~ 1 (<q2m —  n). 
D ’altra  parte  il num ero delle re tte  di K che giacciono in tu è dato  da 
^ =  [q2 m—2 (q2m— n) +  nq2 m̂ 1]/q1 ; in quanto per ciascuno dei q2m —  n 
punti di tu diversi dagli n punti, passano esattam ente q2m — 2 re tte  di K, m entre 
per quegli n pun ti ne passano q2m—x. Dovrà essere u f i v  =  k =  q2m+I q2 m_ I/ql \ 
Dalla precedente equazione in n si ricava im m ediatam ente n ■= 1, cioè l’as
serita biunivocità della corrispondenza.

Si osservi che se tu è l’iperpiano polare di un qualsiasi punto  P di S2m+I,q 
(onde P e  tu), l’iperpiano polare di un punto  P ' di tu, passa per P (dovendo 
contenere la re tta  P P ' che è una re tta  di K). Ne segue che la corrispon-» 
denza in questione è una correlazione (4) ([3] n. 135, p. 146), anzi una 
reciprocità che risu lta  una polarità  nulla (in quanto  -  come si prova facil
m ente -  ogni correlazione di un Sr per la quale ciascun punto  appartenga 
al proprio iperpiano corrispondente è una polarità nulla). Se ne deduce 
l’asserto.

In un S2m+Xìq alla classe (n. 1) appartiene l’ipersuperfìcie di equa
zione (1), le cui re tte  in yq coincidono con quella del complesso lineare non 
speciale di re tte , associato alla polarità nulla di equazioni u Q — ,
UL~ — Xo , — -, u2m =  x2W+I , u2 mjrl = — xjm ([6] n. 7, p. 467), tali re tte  
essendo -  come si prova facilm ente -  in num ero di q2m^ I q2 m̂ J q 1. Dunque, 
detto  M il massimo num ero di re tte  che una ipersuperfìcie di può posse
dere jin y^, dovrà aversi M >  ^2W+I q2 m—1/qI ; ne segue il teor. I del n. i, 
qualora si tenga presente la definizione di O ", il Lem m a I e la seconda propo
sizione di [6] n. 6, p. 462.

4. D im ostriam o il seguente :
L emma I I . — In  un Sr,qy fissato Vintero t con t ~ r  mod 2 e o <  /  <  r — 2, 

un insieme K di k rette, con k >  {qrqr _ 2 +  qr~ I q) fix -, e tale che le rette d i K 
per un qualsiasi punto di Sr,qì non contenuto in un fissato S/, siano congiunte 
da un  SSj con s <L r  —  1, risulta un complesso lineare speciale di rette, avente 
come spazio singolare / ’ S*.

Per ogni punto  di Sr,q che non stia nel fissato S t , passano al più qr _ 2 

re tte  di K, m entre per un punto  di S/ ne passano al più qr_ l . Essendo i pun ti 
di Sr}tq, in num ero di qr e i p un ti di una re tta  in num ero di qx, le re tte  di K, 
ciascuna con tata  qz volte, sono al più in num ero di (qr —  q̂ ) qr _ _ 2 +  —
=  irV r-*  +  <f ~ ' 1 Vi • Cioè è k < (qr qr _ 2 +  qr~ 1 q)lq it il segno d ’uguaglianza

(4) Per le nozioni di correlazioni e reciprocità cfr. [3] n. 145, p. 158.
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valendo se, e soltanto se, per ogni punto  di Sr,q, fuori S /, passano e sa tta 
m ente qr_ 2 re tte  di K e per ogni pun to  di St ne passano qr . Supponendosi 
k >  ( ^ ^ _ 2 +  <lr~ ' 9 ,)l?z , dovrà dunque essere k =  {qr q/ _ i +  ? —■1 ;
inoltre le re tte  di K per ciascun punto  di Sr,q, fuori S*, dovranno coincidere 
con le qr_ 2 re tte  in y^ per il punto, appartenen ti ad un determ inato  iperpiano, 
che denom inerem o iperpiano polare del punto  rispetto  a K, m entre le re tte  
di K  per ciascun punto  di St, dovranno coincidere con le qr_ z re tte  di Sr,q 
per tale punto.

Ne segue che ogni re tta  in yq incidente o appartenen te all’S/ appartiene 
a K, e che l’iperpiano polare di un punto  P, fuori l’S/, contiene 1’ S/+I =  P u S / .

D im ostriam o che se r  è una re tta  di K, sghem ba con V St, ogni re tta  (in yq) 
d e irS /+2 =  r  u  S/ appartiene a K. L ’iperpiano polare di un fissato punto  
P di r, dovendo contenere l’S/+I =  P u  S* ed r  (e K), passa per l’S/+2, quindi 
ogni re tta  (in yq) per P dell’S/+2 appartiene a K. Sia  ̂ una qualsiasi re tta  
(in yq) di S/+2. Per quanto  precede la ^ è contenuta certam ente in K, se essa 
è incidente o appartiene all’S /, oppure passa per P. Supponiam o dunque s 
sghem ba con Si e norì passante per P. Il piano P u ^  interseca l’S/ in un 
pun to  Q, sia P ' un  punto  di d istin to  dal punto  Q' =  PQ O L a re tta  
r' =  P P ' è allora sghem ba con l’St, inoltre (passando per P ed essendo con
ten u ta  in S/^2) appartiene a K. R ipetendo quindi per r  e P ' le argom enta
zioni svolte per r e P, si ha che tu tte  le re tte  (in yq) per P ' in S/+2, e perciò 
anche .s*, appartengono a K.

D a quanto  ora provato  segue im m ediatam ente che, denotato  con K ' 
la to ta lità  delle re tte  di K contenute in un Sr- t —x sghembo con S/, le re tte  
di K  sono, tu tte  e sole, quelle incidenti o appartenen ti a St e quelle che si 
ottengono p ro iettando  dall’ S/ le re tte  di K '.

Ci rim ane dunque da far vedere che K ' è un complesso lineare non spe
ciale di re tte . Se P è un qualsiasi pun to  di Sr_ / _ ! , l’iperpiano polare di P 
rispetto  a K ? dovendo passare per 1’S/+x =  P u  S/, non può contenere 
VSr—i—x , e quindi interseca l ’Sr—t—i in un Sr—t~ 2. Le re tte  (in yq)  per P 
di tale Sr—i— 2 costituiscono la to ta lità  delle re tte  di K ' per P. D unque le 
re tte  di K r spno in num ero di kr =  qr__t_ 3 qr__t__1\qx' Anzi, essendo r  == t 
m od 2 e o <  /  < r  —  2, e cioè r  —  t  —  i = 2  m  i (o < 1  m <Z [(r —  2)/2]), 
in forza del Lem m a I del n. 3, esse costituiscono le re tte  in yq di un com
plesso lineare non speciale di re tte  in Sr_ / _ r == S 2 m + 1 . Se ne deduce l’as
serto.

Si ^consideri in Sr,q la classe 0 / (n. 1), con t =  r  mod 2 (p.<Lt < r  —  2). 
A O/ appartiene la form a di equazione (2), le cui re tte  in yq coincidono con le 
(qr qr—± +  qr~'* re tte  in Yq> del complesso lineare speciale, associato alla
polarità nulla di equazioni u Q= x l , u x — — x0, • • • ,u 2 m = x 2m+I , u 2 m + 1  — — x2 m 
(m =  (r —  t — 2 ) 12), [6] nn. 6, 7. Dunque, denotato con M/ il massimo 
num ero di re tte  che una form a di O* può am m ettere in yq, dovrà essere 
M/ >  (qr qr _ 2 +  qr~ 1)lqi - Ne segue, qualora si tenga presente la definizione 
di ®/, il Lem m a II e la seconda proposizione di [6] n. 6, p. 462, il teorem a II 
del n. 1.
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