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Geometria. — /ntorno alle forme di uno spazio di Galois ed agli
spazi subordinati giacenti su esse”. Nota di GiuseppE TALLINI,
presentata ©” dal Socio B. SEGRrE.

Sia S,,, uno spazio di Galois, cio¢ uno spazio lineare di dimensione 7,
costruito su un campo di Galois, v,, d’ordine ¢ (con ¢ = p*, p caratteristica
di yg) . Penseremo S, , immerso nello spazio r—dimensionale S, r, costruito
sulla chiusura algebrica I' di v,. Nel seguito porremo per semplicita di scrit-
tura:

=+ + - Fg+1 (£ intero non negativo).

Denoteremo poi con ® la classe di tutte le forme di S,,, e con @, @’ D,
(¢(=o0,1,--,7—1) le sottoclassi di ® costituite rispettivamente dalle
forme irriducibili in T', dalle forme non singolari in v,, dalle forme i cui punti
singolari in Y, siano congiunti da un S,, con ¢ <t

/
Essendo finito, ed uguale a H(qr_l./q,__i), [3] p- 174, il numero degli

S; di S,,, si pone in modo naturale il seguente
PROBLEMA. — Fissato comunque in S, , una sottoclasse § di ® ¢ lintero I,
con 0 <[ <r— 1, determinare il massimo numero di Sy in vy, che pud contenere
una forma di §, e studiare quelle forme di § possedenti tale numero di S; in Y, .
In un precedente lavoro [6], abbiamo esaminati i casi / = o, F=®, @
del suddetto Problema. Nella presente Nota ci occuperemo dei casi

1>1,8§=® ; /=1,5§=9" ; /=1,5=®, con #=rmod2.

Esporremo ora i risultati ottenuti.

Indicheremo con F; (/ > 0), una forma d’ordine # di S,,, contenente il
massimo numero di S; in v,. In relazione ad esse nel n. 2 proveremo che:

v l ‘
1) Ogni F; (I >0) contiene tutri i H(g,_,./ql_I) St di S,,, ed ha

ordine n >gq, . Ogni punto di S,, ¢ di molteplicita almeno g, per la F.

Fissato comunque n =g, __, esistono forme Fj.

(*) Lavorp eseguito nell’ambito del Gruppo di Ricerca del C.N.R. n. 17.

(**) Nella seduta del 15 dicembre 1962. )

(1) Per le prime nozioni sui campi e gli spazi di Galois, e maggiori dettagli sull’ar-
gomento, cfr. [3], [4] §§ 12, 17. ’

(2) 11 Problema ha riscontro in uno classico, posto da W. Fr. MEVER in [1], consi-
stente nella determinazione del massimo numero, 7z,, di rette posseduto da una superficie
non singolare d’ordine 7 (> 3) di un S; complesso. Una risposta a tale questioné trovasi in
[2], ove & dimostrato, tra I’altro che & m2y, = 64 € m, < (7 — 2) (11 2— 6). Osserviamo che
tali risultati non si trasportano al caso di un campo di caratteristica diversa da zero: esistono
infatti superficié non singolari del quarto ordine di un S; costruito sulla chiusura algebrica
di y3, che contengono 112 rette (cid si deduce dalla ultima prop. del n. 8 di [6], qualora ivi si
faccia m =1, ¢ = 3).
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Si pone la questione d’indagare se tra le forme F; ve ne siano di irri-
ducibili in I'. Al riguardo relativamente alle forme F?* d’ordine minimo,
abbiamo dimostrato (n. 2) che: »

1) Ogni F2* di un S,,, é spezzata nei q, piani di una stella.
1) Ogni F? di un S,,, contiene come componente un iperpiano in v, .
IV) In un S, ,, con r >3, esistono forme T2 jrriducibili.

Nel n. 3 proveremo il seguente teorema che da una risposta al Problema
posto, nel caso /=1, § = ®", » dispari.

TEOREMA I. — Inun S, mir,q i > 1) il massimo numero di rette che una
Sforma, f, di 9" puo ammettere ¢ M = Gomis am—slq.; tale massimo essendo
raggiunto dalla forma non singolare

(I) <}th, A1 — %o xf) “l" (KZ Ky = X% %g) + e + (xgm Kom+1 —— %om ng-}—x) = 0.

Se una f di O possiede M rette, esse costituiscono in S,,i., un complesso
lineare non speciale; inoltre, se I'ordine di f ¢ minore di 2 q, la f coincide, a meno
di una trasformazione omografica in v,, con la (1), oppure si spezza in una
tale forma ed in un'altra priva di punti in v, .

Nel n. 4 daremo una risposta al Problema posto, nel caso /=1, § = ®,,
con ¢ = mod 2, dimostrando il seguente:

TEOREMA I1. — 77 massimo numero di rette che una forma, f, di O, con
t =7 mod 2, puo ammettere ¢ M,= (¢,q9, .+ ¢ "q)]q,; tale massimo
essendo raggiunto dalla forma:

(2) (s — o x D) + (S ny — %)) o K Kamis — Hom Ko min) = O,
m={r—t—2)[2,

che risulta un cono con vertice I'S; di equazione o = %, =+ = Yypmi: = O.
Se una f di O, possiede M, rette, queste costituiscono in ' S,,, un complesso lineare
speciale avente come spazio singolare un S:; inoltre se ['ordine di f é minore
di 2q, la f coincide, a meno di una trasformazione omografica, con la (2), oppure
st spezza in una tale forma ed in ww altra i cui punti in v, sono tutti contenuti
nell’S:

2. Fissato in S,, un S,;_,(/ >0), la forma spezzata nei ¢, iper-
piani in vy, per I'S,_;_,, contiene evidentemente tutti gli S; di S,,. Ne
segue che una forma F; possiede tutti gli S; di S,,,.

Proviamo ora che una F; ha ordine » >g¢, 4.+ L/affermazione essendo
evidente per » =/ 4 1, pud provarsi per induzione rispetto ad 7, suppo-
nendo » > / + 1. Due casi sono possibili, o la F; contiene come componenti
tutti i ¢, iperpiani di S,,, ed allora ¢ #» >¢ > ¢, ; oppure esiste un S, _,
che non sia componente di F;. In tal caso S,_,NF/ ¢ una forma F;" di S,_,,
quindi per l'induzione ammessa & 7 >g, +.; onde in ogni caso 'asserto.

(3) Questo teorema, nel caso 7 = 1, & stato annuriciato nella Nota Lincea [5] a p. 712.
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Sia P un punto di S,, e quindi di F/. Il cono tangente in P alla F7,
dovendo contenere tutti gli S; di S, , per P, & una forma che possiede tutti
gli S;-, di S,,. Per quanto precede allora il suo ordine & 2'7,. Dunque P
- ¢ di molteplicita almeno ¢, per la F7.

Si consideri in S,, I'S,_;_, di equazioni x, =%, =.---=%, =o0

71 t2

(f, <i. <---<iny,). L'ipersuperficie F, s spezzata nei g, 1perp1an1 invy,
per I’ S,,__z_z, ha equazione:

41

O] (s) \

L =% %, A A =o0.

O N » H@ . G F s,y ol )
s+1° M2 Yq

Dunque le ipersuperficie

A;

. . iy ipe -1y (78 fprendyy , == O
<1< < iy +2 +2 )

ove le A; iy, Sono forme in X, di grado #—yg, e danno esempi di forme
F7, qualsiasi sia » =¢,,,- La I del n. 1, resta cosi completamente provata.

Dimostriamo ora la II del n. 1.

Sia P un punto di S;,. Se tutti i ¢, piani in y, per P sono-componenti
della F7"= F, la proposizione & vera; supponiamo dunque che esista un
piano, «, in vy, per P non componente della F. L’intersezione di F con a &
costituita dalle ¢, rette in v, di «. Onde P, per tale sezione, ¢ un punto di
moltep11c1ta esattamente ¢, e quindi di molteplicitd s < g, per la F. Ma &
s =>¢: (I n. 1), ne segue s = ¢,.

Il cono tangente in P alla F, ha ordine ¢, e invade IS, ,. Dunque ([6],
prima prop. n. 6, p. 462) & spezzato nei ¢, piani in v, di un fascio con asse
una retta @ per P. Siano 7 uno qualsiasi di tali piani, 7 una arbitraria retta,
a coefficienti in I', di 7 per P. Se 7 & a coefficienti in vy,, essa appartiene ad

- F. Ser ¢ a coefficienti in I"' — vy, tutti i suoi punti, tranne P, hanno coordi-
nate in I' —Y,. Allora le ¢ rette in v, di ™, non passanti per P, incontrano
la 7 in ¢* puhti distinti. Poiché tali rette appartengono ad F, la'» ha in
comune con la F ¢* punti distinti diversi da P. Ma » ha in P con la F mol-
teplicitd d’intersezione almeno ¢ + 2 (in quanto 7 appartiene al cono tan-
gente in P alla F), dunque 7 & contenuta per intero nella F = FZ. Ne
segue che = appartiene a F. Onde ognuno dei ¢ + 1 piani in y, del fascio
di asse @ & componente della F e non esistono altri piani per P componenti
di F

Sia P, un punto di S,, non appartenente alla retta @. Non pud acca-
dere che ognuno dei ¢, piani in vy, per P, sia componente di F: altrimenti
la F consterebbe di tali unici piani e cid & escluso appartenendo alla F anche
i ¢, piani ih,yq‘del fascio di asse @. Ripetendo allora per P, le argomenta-
zioni svolte per P, si ha che esistono esattamente ¢, piani in y, per P, for-
manti fascio di asse una retta a,, che risultano componenti di F. Tra essi vi
¢ il piano ¢ UP,, quindi le rette a ed a, sono complanari. Sia P, il loro punto
d’incontro. Per P, passano almeno 24 + 1 piani in y, componenti di F.
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Ma allora tutti i ¢, piani in v, per P, appartengono ad F (altrimenti, ripetendo
per P, le argomentazioni svolte per P, si avrebbe che per P, dovrebbero pas-
sare soltanto ¢, piani componenti di F), onde I'asserto.

Proveremo ora la III del n. 1.

Supponiamo per assurdo che in S,, esista una F*= F che non con-
tenga nessun S, in vy, come componente. Ogni S, in vy, sega allora F in una
forma spezzata nei ¢, piani in vy, di una stella (Il n. 1). Sia Q un qualsiasi
punto di S, ,; fissato un S, in y, non passante per Q, sia T uno dei piani di
S;NF. L'S;=QuUrT sega F nei ¢, piani in vy, di una stella con centro,
C, necessariamente su T (in quanto T appartiene ad F e cio¢ a tale stella);
onde & Q==C. Percid Q risulta un punto di molteplicitd esattamente g,
per S;NF e quindi di molteplicita s <g¢, per la F. Ma & s >4, (I n. 1),
onde s = ¢,. Dunque ogni punto di S,, ¢ di molteplicitd esattamente ¢,
per F.

Sia w un qualsiasi S, di S,,,, esso sega la F nei ¢, piani in vy, di una stella
con centro in un punto P. II cono tangente, ¢, in P alla F, ha ordine ¢,,
invade I'S, , e contiene tutti i piani in vy, della stella di = con centro P. Da
cio e dalla prima proposizione del n. 6 di [6] a p. 462, segue che ¢ & spezzato
nei ¢, iperpiani in y, — tra i quali vi & = — di un fascio, &, con asse un piano «
per:P. Inoltre ciascun piano in y, per P appartenente ad uno qualsiasi dei
suddetti ¢, ‘iperpiani & contenuto in F, (bastando al riguardo ripetere 'argo-
mentazione fatta nel settimo capoverso di questo numero).

Sia ora m; un S; in y, per P non contenente «. I ¢, iperpiani in vy, per «
intersecano T, nei ¢, piani in vy, di w,, per la retta 7 = m, N«. Poiché P €,
tali ¢, piani appartengono ad F. Dunque 7, interseca F nei ¢, piani in v,
di una stella con centro un punto P, di ». Risulta poi P, == P, in quanto gli
unici piani in y, di 7, per P, contenuti in F, sono evidentemente i ¢, piani su
menzionati. Ripetendo per P, le argomentazioni svolte per P, si deduce che
il cono tangente, ¢,, in P, a F si spezza nei ¢, iperpiani in vy, — tra i quali vi
¢ my —di un fascio, &, di asse un piano «, per P,;. Ogni tale iperpiano inter-
seca F nei ¢, piani in v, della stella di centro P,. 1l piano o & contenuto in F
e passa per P,, dunque appartiene a ¢, e quindi ad uno dei suddetti ¢, iper-
piani di §,, sia §;. L’S;, in quanto iperpiano in v, di §,, interseca F nei ¢,
piani della stella di centro P,; in quanto iperpiano in vy, del fascio &, inter-
seca F nei ¢, piani della stella di centro P. Ma ¢ P==P,, dunque I'S; ha in
comune con la F = F? almeno 2¢*> 4 ¢ + 1 piani distinti e cid & assurdo,
onde l'asserto.

Dimostreremo la IV del n. 1, provando che:

In S,,, con »> 3, la forma F{* di equazione:

4) Porz + Paus T Pam amis 3mis =0, GBm4+2<r,m>1),

ove le ¢, , ;, sono date dalle (3) per / = 1, ¢& irriducibile in T'.
Dalle (3) per /=0, 1, si ha facilmente che:

(5) Piiy = XX, — X nl @ =% o7, +x, o, + *; 9

i iyt 13 232 321 iy iy
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Dalle (3) si ha che g, ;> @, sono alternanti rispetto agli indici e che

iriytg

(6) %% =0, se i+=4y,4,4; ail Pirigiy = (cpiz i3)g’

iy iy iy

N

i, denotando la derivata parziale di ¢ rispetto ad /4.

iripig

Se & »>3m + 2 la (4) rappresenta un cono proiettante dall’S, .,

di equazioni %, == %3mi. = 0, l'ipersuperficie dell’S,, . di equazioni
A3miy == %, = O, rappresentata dalla (4). Basta dunque dimostrare che
inun S;,., (%, -+, %ymis:) 12 (4) & una ipersuperficie, F, irriducibile.

I punti singolari in I' della F si ottengono, tutti e soli, risolvendo il si-
stema che si ottiene annullando le derivate parziali della (4), cioé — in forza

delle (6) e dell’alternanza delle Piiyiy T il sistema:

(7) P3s54+13542 = O, P353542 =0 Q353541 = O (520113"')7%)'
Se un punto P (¥4, Y3041, Vss42; $ =0, 1,---,m) in I' soddisfa le N,

in forza della prima delle (5), dovra aversi, per ogni fissato s (=o0,1,- - -, m),

V35 = Ps%35 s Yasks = Qs Zystry Vasha = Qs B3542, 1N CUL 235, Z3541, Z3,4, SONO
elementi di v, non tutti nulli ed & p, € I'. Quindi P appartiene allo spazio S,
a coefficienti in v,, individuato dagli » 4 1 punti A; (0,0,0;--:;0,0,0;
%355 83541 5 835423;0,0,0;--:;0,0,0), § =0,1,---,7.

Viceversa ogni punto di un tale spazio soddisfa evidentemente le ).
Dunque i punti in I' singolari per la F sono tutti e soli quelli dei (g)"**S,,
ognuno dei quali si ottiene congiungendo » + 1 punti in v,, scelti il primo
nel piano fondamentale delle variabili x, , %, , ., il secondo in quello delle
variabili %, %,, %, -+, l'ultimo in quello delle variabili Hym s Rgmirs Agmia-
Ne segue, la varieta singolare della F essendo una V., che la F & irriducibile.

3. Premettiamo il seguente lemma, che, oltre ad avere interesse a sé,
in quanto da una caratterizzazione grafica dei complessi lineari di rette non
speciali-di un S, ,,4,,, ci permette di dimostrare il teor. I del n. 1.

LEMMA 1. — In wun S,pyro(m >1) un insieme K di k rette, con
RB= Gomis Qom—i|q:, tale che le rette di K per un qualsiasi punto di Soming
stano congiunte da un S, con s << 2m, risulta un complesso lineare non spe-
ciale di rette.

Per rogni punto di S,,..,,, passano evidentemente al pil g¢,,_, rette
di K. Essendo i puntidi S,,,;,,, in numero di G2m+: € di ¢, quelli su una retta,
il numero delle rette di K, ciascuna contata ¢: volte, risulta allora al piu
Femis@om—r- Onde & £ < Gomis@om +/g:, il segno d’uguaglianza avendosi
se, e soltanto se, per ogni punto di S,,.;,,, passano esattamente g,,_, rette
di K. Supponendosi 2> ¢,,i: @am_:/g:, dovra essere &= Gomts Qam—r/Gx
ed inoltre le rette di K per ciascun punto P di S,,,+.,, dovranno coincidere
con le g, rette in y, per P appartenenti ad un determinato iperpiano, T,
per P. m sara chiamato zperpiano polare di P rispetto a K. Si ha cosiin S, mt1,q
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una corrispondenza punto-iperpiano se si associa ad ogni punto il relativo
iperpiano polare rispetto a K.

Proveremo che tale corrispondenza & biunivoca. Sia = un qualsiasi
iperpiano di S, ,u4.,, ed 7 (= 0) il numero dei suoi punti per ciascuno dei quali
iperpiano polare coincida con . Per ogni punto di =, distinto dai suddetti »
punti, passano esattamente ¢2”—* rette di K non giacenti in 7, mentre per
ciascuno degli # punti non passa nessuna retta di K, che non stia in . Ne
segue che le rette di K non giacenti in 7 sono in numero di % =¢*"—" (g, ,, — 7).
D’altra parte il numero delle rette di K che giacciono in = ¢ dato da
= [¢am—2(@am—7) + #g.m—:]lg:; in quanto per ciascuno dei ¢,, — =
punti di = diversi dagli # punti, passano esattamente g¢,,_, rette di K, mentre
per quegli z punti ne passano ¢.,—,. Dovra essere 2 +v=~4 =g, i Gom_1/q: .
Dalla precedente equazione in 7 si ricava immediatamente 7 = 1, cio¢ I'as-
serita biunivocita della corrispondenza.

Si osservi che se w ¢ I'iperpiano polare di un qualsiasi punto P di S, ..,
(onde P €m), I'iperpiano polare di un punto P’ di =, passa per P (dovendo
contenere la retta PP’ che ¢ una retta di K). Ne segue che la corrispon-
denza in questione & una correlazione ® ([3] n. 135, p. 146), anzi una
reciprocita che risulta una polarita nulla (in quanto — come si prova facil-
mente — ogni correlazione di un S, per la quale ciascun punto appartenga
al proprio iperpiano corrispondente ¢ una polarita nulla). Se ne deduce
I'asserto.

In un S,,.4:, alla classe @' (n. 1) appartiene l'ipersuperficie di equa-
zione (1), le cui rette in vy, coincidono con quella del complesso lineare non
speciale di rette, associato alla polaritd nulla di equazioni u, = %,
U=~ Ko,y Usm = Romir s Uomi: = — %om ([6] n. 7, p. 467), tali rette
essendo — come si prova facilmente — in numero di ¢, m: ¢om—-:/g.. Dunque,
detto M il massimo numero di rette che una ipersuperficie di ®’ pud posse-
deregin Ye, dovrd aversi M > g, mi: Gom—:/g:; ne segue il teor. I del n. 1,
qualora si tenga presente la definizione di ®”, il Lemma I e la seconda propo-
'sizione di [6] n. 6, p. 462.

4. Dimostriamo il seguente:

LemMA I1. — 7n un S, ,, fissato linterot con t=7rmod 2 ¢ 0 <t <7r—2,
un insieme K di k rette, con k= (g,9, .+ ¢ 7 q)|q:, e tale che le rette di K
per un qualsiasi punto di S, ,, non contenuto in un fissato S;, siano congiunte
da un S;, con s <r—1, risulta un complesso lineare speciale di rette, avente
come spazio singolare I'S;.

Per ogni punto di S,,, che non stia nel fissato S;, passano al pili g,
rette di K, mentre per un punto di S; ne passano al pittg, . Essendo i punti
di S,,, in numero di ¢, e i punti di una retta in numero di ¢,, le rette di K,
ciascuna contata ¢, volte, sono al pitt in numero di (¢,—¢)9, ,+¢,9, =
=9q,9,_,1t¢ g, Cioce,<(q,9,_ ,+9"9)lg, il segno d’'uguaglianza

(4) Per le nozioni di correlazioni e reciprocitd cfr. [3] n. 145, p. 158.
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valendo se, e soltanto se, per ogni punto di S,,, fuori S;, passano esatta-
mente ¢, _ rette di K e per ogni punto di S; ne passano ¢, . Supponendosi
k=>(q,9,_,+q¢*q)lg,, dovra dunque essere 2= (¢,9, .+ ¢ "9)/7,;
inoltre le rette di K per ciascun punto di S,,,, fuori S;, dovranno coincidere
conleg,  rettein y, per il punto, appartenenti ad un determinato iperpiano,
che denomineremo Zperpiano polare del punto rispetto a K, mentre le rette
di K per ciascun punto di S;, dovranno coincidere con le ¢, rette di S, ,
per tale punto.

Ne segue che ogni retta in vy, incidente o appartenente all’S, appartiene
a K, e che I'iperpiano polare di un punto P, fuori I'S;, contiene I’ S,;.,=P US;.

Dimostriamo che se 7 ¢ una retta di K, sghemba con I'S;, ogni retta (in vy,)
dell’S;4, =7» U S; appartiene a K. L’iperpiano polare di un fissato punto
P di », dovendo contenere I'S,;, =P U S; ed » (€ K), passa per I'S,;,, quindi
ogni retta (in vy,) per P dell’S,;, appartiene a K. Sia s una qualsiasi retta
(in vgz) di S,4.. Per quanto precede la s & contenuta certamente in K, se essa
¢ incidente o appartiene all’S;, oppure passa per P. Supponiamo dunque s
sghemba con S; e non passante per P. Il piano PUs, interseca I'S; in un
punto Q, sia P’ un punto di s distinto dal punto Q' = PQ Ns. La retta
7" = PP’ & allora sghemba con I'S,, inoltre (passando per P ed essendo con-
tenuta in S,4,) appartiene a K. Ripetendo quindi per 7’ e P’ le argomenta-
zioni svolte per » e P, si ha che tutte le rette (in y,) per P’ in S,4,, e percio
anche s, appartengono a K.

Da quanto ora provato segue immediatamente che, denotato con K’
la totalita delle rette di K contenute in un S,_,_, sghembo con S;, le rette
di K sono, tutte e sole, quelle incidenti o appartenenti a S; e quelle che si
ottengono proiettando dall’S; le rette di K'.

Ci rimane dunque da far vedere che K’ ¢ un complesso lineare non spe-
ciale di rette. Se P & un qualsiasi punto di S,_,_,, l'iperpiano polare di P
rispetto a K, dovendo passare per I'S,, =P US;, non pud contenere
I'S,_,_., e quindi interseca I'S,_,_, in un S,_,_,. Le rette (in y,) per P
di tale S,_,_, costituiscono la totalita delle rette di K’ per P. Dunque le
rette di K’ sono in numero di & =g¢, , .¢, , .[g9 . Anzi, essendo » =¢
mod2e o<¢t<r—2,ecioet r—t—I1=2m-+10<m< [(r—2)/[2]),
in forza del Lemma I del n. 3, esse costituiscono le rette in y, di un com-
plesso lineare non speciale di rette in S,_,_, = S,,,4:. Se ne deduce I’as-
serto.

Si'consideri in S, , la classe ®; (n. 1), con #=7 mod 2 (0 <¢<7r—2).
A @, appartiene la forma di equazione (2), le cui rette in v, coincidono con le
(¢9,9,_,+ ¢ *q)/g, rette in v, del complesso lineare speciale, associato alla
polarita nulla di equazioni #,=x, , %; =—%o,* * "y Uom =Xomt1s Yamts = — Kam
(m = (r —t—2)/2), [6] nn. 6, 7. Dunque, denotato con M, il massimo
numero di rette che una forma di ®; pud ammettere in vy,, dovra essere
M:>(¢g,9,_,+ ¢ 9lg,. Ne segue, qualora si tenga presente la definizione
di @,, il Lemma II e la seconda proposizione di [6] n. 6, p. 462, il teorema II
del n. 1.
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