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DoucGLAs DERRY, Swi poligoni aperti d’ordine n in uno spazio proiettivo, ecc. 405

Geometria. — Swi poligoni aperti d’ordine n in uno spazio proiet-
tivo reale di dimensione n. Nota 11 di Doucras DErRryY, presentata
dal Socio B. SEGRE.

Il problema di costruire una curva differenziabile d’ordine 7 chiusa nello
spazio proiettivo reale di dimensione 7, che contenga un arco differenziabile
d’ordine 7, venne studiato da Sauter [2] e da Scherk [3]. Entrambi dettero
condizioni necessarie e sufficienti per l'esistenza di una curva siffatta, e ne
costruirono una per un arco soddisfacente alle suddette condizioni. La pre-
sente Nota, la quale fa seguito ad una precedente Nota lincea dell’autore,
dal titolo : Swugli spazi osculatori dei poligoni d’ordine n, si occupa del problema
analogo per i poligoni: costruire, nello spazio proiettivo reale di dimensione
7, un poligono chiuso d’ordine 7, contenente un poligono aperto d’ordine 7
arbitrariamente assegnato. Vengono costruiti tutti i poligoni siffatti ed inol-
tre, quale risultato sussidiario, si ottiene la duale di una costruzione dei poli-
goni d’ordine 7, dovuta all’autore [1]. ‘

La numerazione dei paragrafi di questa Nota continua quella della pre-
cedente Nota lincea.

4. — UNA COSTRUZIONE DEI POLIGONI T,.

4.1. Se # = 1, o, denoterd un poligono w,. Se #>>1, siano B;B,---B,_,
un poligono m,_, chiuso ed L,_, I'iperpiano che lo contiene. Sia B, A,; un
ségmento qualsiasi, tale che A, , €L, ,. 1 segmenti A;B;,n+1<:i<r;
AiAgy,,m+ 1 <i<r;A;:Bi,n+ 1 <<i<r si definiscono nel modo se-
guente. A,4; B,;, & il segmento assieme a cui B, A, ed il lato B, B,,.
di m,_, formano un triangclo dispari. Supposto A; B; gid definito, sia A,
un punto interno di A; B; e siano A;A,i.,As;, B: i suoi sottosegmenti,
n 41 <<:<7. Allora A;, B;y, ¢ il segmento assieme a cui A;y; B; ed il
lato B; B;;: di m,—, formano un triangolo pari (B, = B,). Indicheremo ora con
6 (Aus1) il poligono costituito dalle porzioni B, B,---B,, B4, B,i.---B,_, B,
di 7, e da BsA,i:, Auy: Bug:. Supposto poi 6, (Ai), 7+ 1 <i<r7, gia
definito, 6, (Aiy:) designera il poligono delle porzioni B, B,---B, A, ., - -A;
di 6, (Ai), Biyz---B,: B, di m,—, e di AiA;y,, Ay, Bipr.

4.2. Un iperpiano L,_. interseca un poligono o, (Ai) , 1<n<<i<r,
definito mediante un poligono =, _.: B.B,---B,_, di uno spazio En;l, n
al pin n punti, ove si supponga L, _,==L,_,.

Dimostrazione. — Dalla definizione dell’'ordine di m,_,, segue che L,_,
interseca m,_; in al pitt # — 1 punti, se L, == Ly—y; infattilL, N m,_, =
=L,_.NL,_.Om,_,ed L,_,NL,_, & un iperpiano dello spazio L,_,. Di-

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1962.
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mostriamo il teorema per un poligono 6, (A,4.): B,B,---B,A,;.B,;,---B,_,.
Se L,_, interseca la porzione aperta B, A, B,i, in un sol punto, L,_,
interseca ¢, (A,+:) in al pilt 2 punti, in quanto B,,, B, ., - ‘B,_.B;---B. ¢
una porzione di w,_,. Nel caso opposto, in cui L,_, intersecasse la porzione
aperta B, A,;, B,;, in due punti, L,_, intersecherebbe il lato B, B, ;. del
triangolo dispari B, A,4;: B,y in un punto. Quindi L,_, intersecherebbe la
porzione B, B,y.---B,_;B;-.-B, in al pil z—2 punti. Dunque, anche
in questo caso, L,_; interseca o, (A,4,) in al pit # punti. Il teorema & cosi
stabilito in ogni caso per i poligoni o, (A,4.).

Assumendolo vero per i poligoni 6, (A;_;), lo dimostreremo per i poli-
goni 6, (A:),n+ 1<7/<7r. Siao,(A):B,B,---B,A,,,---A;B;---B,_, un
poligono siffatto, costruito a partire da un poligono o, (A;_,): B, B,---
« By Aupi- oA, Bi; B;---B,_; sostituendo la porzione A; B,_, B; di
quello col lato A; B; di o, (As). Il teorema & chiaro nel caso che ogni punto
d’intersezione di L,_, e 6,(A;) & anche punto d’intersezione di L, _; e 6, (A;_,).
Altrimenti, invero, o L,_, interseca A; B; in un punto interno, oppure
A;,B;_.€L,_,. Nel primo caso, L,_, interseca la porzione aperta A; B, _, B;
in un punto perché, secondo 4.1, questa porzione ed il lato A; B, formerebbero
un triangolo pari. Nel secondo caso, L,_; interseca o, (A;—_:) in B;__, chenon
¢ un punto di 6, (A:;). In entrambi i casi, L,_, interseca o, (A;_,) e 5. (A)
nello stesso numero di punti; quindi L,_, interseca 6, (A;) in al pill # punti.
Il teorema segue ora per induzione.

4.3. Un poligono o, (Ar): B; B, By A,y As, definito mediante un
poligono w,_,: B, B, B,_., n>1, ha ordine n.

Dimostrazione. — Sia L,_, liperpiano che: contiene w,_,. Segue dalla
definizione 4.1 che L,_.No.(A/) & la porzione B, B,---B,. Dunque L,_,
interseca o, (As) negli » punti B,,B,,--.,B,. Ora, a norma di 4.2, si
ha che nessun iperpiano interseca o, (A,) in pit di 7 punti. Dato che
[Asiy, Be, B,y -+, B,] =L, nessun iperpiano contiene o, (A,) ; quindi o, (A,)
¢ un poligono =, ed il teorema rimane stabilito.

Ne discende che si puo definire come segue linsieme S (A, B,) per un
poligonos (As): B, B.---B,A,,---A,. SiaA, =B,,A, =B,,:--,A, = B,.
Si ha allora da 3.2 (1) che S (A, B,) & I'interno di un #-simplesso, i cui vertici
sono: P, = B,, P,=[B,, B.]JO[A-,A,_.,---,A,_,;+.], P,=[B,, B,, BjJJN
OALA A uya], -, Pa=[B:,B., -+, B,] N[A/, A, _.], Puy. =As.
Sia L,_,=[B,,B,,---, B,]. Poiché A;€¢L,_,,n+ 1 <i<7 da 4.1 si ha
che B: = [A;, A, ] N L,—;, » <7 <7r— 1. Ne segue, mediante la definizione
diA:,A., -, A.,che[B,,,B, ., --,B,_;]C[A,Ar_,, -, A, _JNnL,—,,
1< £ << n— 1. I due spazi testé considerati, avendo la stessa dimensione, coin-
cidono: [B,_.,B, ., -, B,_J]=[Ar,A,_,, - ,A,_4NL,_., 1<A<n—I1.
Ne segue che P, =B,,P,=[B;,B,]NL._.0[A A, _., - -,A,_,,.]=
=[B,B.]N[B,—:,B,—,, -+, B,_.t.], P;=[B,;,B,,BJnL,_.N[A,, A, _,,---

ty Ar—;n+2] = [BI ) B, ) Bs] N [Br—x ) B,_. )ttty Br—n+1] PR P,=B,_, .Ma»
a norma di 3.2 (1), queste intersezioni sono i vertici dell’(z — 1)-simplesso
S (B,—., B,). Abbiamo cosi stabilito che:
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4.4. Se P, P,, -, P, sono ¢ wertici dell'(n— 1)~simplesso S (B,_,B,)
di un poligono =, _.:B, B, -B,_., ¢ vertici dell'n-simplesso S (Ar B)
di un poligono o (As): B, B, - B, Aut:- - -Ar, definito mediante w,_., sono
P,,P.,---, P, e Poy. = A/,

Proveremo ora la seguente proposizione.

4.5. (1) Se B.B,:- By Aut:- - -Ar & un poligono o, (A),n>1, definito
mediante un poligono v, _.: B, B,---B,_,, la faccia P, P, - - P, dell' n—simplesso
S (A, B)), definito da 6. (A5), é I'(n — 1)—simplesso S(B,_, B.), definito da =, _, .

(2) Per ogni poligono chiuso wn: A A,- - -Asr, n>1, esiste un poligono
Tzt By B, B, ed esiste un poligono 6, (Ar): BB, By A,i.- - A, defi-
nito mediante w,_ . e tale che w, ¢ o, (Ar) coincidano.
(3) Se linsteme S (Ar A.), definito da un poligono aperton,: A A,---As,
contiene i puniti interni di un qualsiasi poligono ArA, A, alloraA A, - --AA, 4 A,
e un poligono d’ordine n.

Dimostrazione. — Se n = 1, la (3) ¢ banale. Dimostriamo il teorema assu-
mendo (3) valida per i poligoni w,_;, 2>1. Sia B, B,---B,_, un poligono
Ta—y, 2 >1, € sia B, un punto dell’insieme S(B,_IBI) definito da m,_,.
Sia B,_, B, B, il poligono costruito mediante B, in S (B,_, B,). Applicando
la (3) al poligono w,_;, si deduce che B; B,--:B,_; B, & un poligono =,
d’ordine » — 1. Sia ora B; B, - - B, A,+,- - - A, un poligono s, (A,), definito me-
diante 7, . Se S(A,B,) & definito da 6, (A,), mostriamo che [A,, B,]JN S(A,B,)
¢ l'insieme dei punti interni di un segmento A, B, ed inoltre, se i punti in-
terni di un poligono A, A, B; sono contenutiin S (A, B;)ed A, €[A,, B,],
che B, B.---B, Ay, - -A, A, 4, & un poligono 6, (A,,) definito mediante =, _; .

A tale scopo, sia A, B,_, il segmento utilizzato nella definizione 4.1
di 6. (A,). Sia A, B, il segmento assieme a cui A, B,_, ed il lato B,_; B,
di m,_, formano un triangolo pari se »># + 1, dispari se » = # + 1. La
porzione B; B,-- B, A,y -+ A, di 6. (A,), assieme ad A, B, ed al lato B, B,
di m,_,, forma un poligono &, (A,), definito mediante 7,_,. Se A,1, & un punto
interno qualsiasi di A, B, ed A, A,;.,A,;, B, sono i suoi sottosegmenti, sia
A,;, B, il segmento assieme a cui A,;,; B, ed il lato B, B, di «,_, formano
un triangolo pari. Segue da 4.1 che il segmento B, B, - -B,,A,H.I- --A, di 6, (Ay),
A A, . ed A, B, formano un poligono 6 (Ayt): B.B,- - By Aurre - -AL 4,
definito mediante =«,_,: B; B,: ,_,B Segue allora da 4.3 cheo, (Asty)
ha ordine #. Poiché ¢, (A,).BI B,---B.A,t:- - -A, ha ordine #, segue da 3.3
che la porzione aperta A, A,;, B, di 6, (A,+:) & contenuta in S (A, B,). Ma
A,i; era un punto interno qualsiasi di A, B,, quindi ogni punto interno di
A, B, ¢ punto di S (A, B,). Secondo 4.4, A- & un vertice del simplesso S (A, B,) ;
pertanto A, ¢ S (A, B;). Ancora a norma di 4.4, si ha che B, €S (B,_.B,)C
C[P:, P.,---, P,]. Poiché [P, , P,,---, P,] & 'iperpiano che contiene la faccia
P, P,:--P, del simplesso S (A, B,), si ha che B, €S (A, B,). Ne segue che i
punti A,e B, del segmento A, B, sono sulla frontiera di S (A, B,). Dato
che S (A, B,) ¢ un simplesso, [A,B,,]NS (A, B,) ¢ linsieme dei punti
interhi del segmento A, B,. "Abbiamo cosi dimostrato il risultato enunciato
nel precedente capoverso.
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A norma di 4.4, il simplesso S (B,_, B,) e la faccia P, P,..- P, di
S (A, B,) hanno gli stessi _vertici. Ma abbiamo visto che un punto interno
B,diS(B,_,B,)¢& in[P,,P,, - P,] ed anche sulla frontiera di S (A, B,),
onde segue che B, € P, P,---P,. Quindi i simplessi S(B,_,B,) e P,P,---P,
coincidono, ed (1) & stabilito.

Possiamo ora dimostrare (2). Sia B, B,-.-B, la porzione A, A,---A,
del poligono m.:A;A,---A,, n>1. Secondo 1.6, tale porzione & essa stessa
un poligono, d’ordine 7 — 1. Sia = (B,) il poligono B, B,---B, chiuso col
segmento B, B,, scelto, secondo 1.7, in modo che il poligono stesso abbia
ordine 7 — 1. Sia poi 7 il poligono 7, stesso nel caso » = z -+ 1, ed il poli-
gono chiuso A;A.---A,;, d’ordine 7 nel caso »># + 1. Per dimostrare
che © & un poligono 6 (A,;,) definito mediante = (B,), basta provare che il
triangolo A, A, A;, formato dalla porzione A,A, :A, di © e dal lato
B. B: di 7 (B.), & dispari. A tale scopo consideriamo un iperpiano L,_, che
non contenga alcuno dei vertici A,, A,,:--, A,;; né alcun punto del lato
B, B:. Se 7 & pari (dispari), L,_, interseca m in un numero pari (dispari)
di punti, mentre invece esso interseca w (B,) in un numero dispari (pari)
di punti. Pertanto L,_, interseca la porzione A, A,;; A, di = in esattamente
un punto. Dunque il triangolo A, A, 1, A, & dispari e 7 & un poligono o (A,,),
definito mediante = (B,). Resta cosi stablhta I'affermazione (2) nel caso par-
ticolare » = 7 4 1.

Sia ora 7>+ 1; supponiamo di aver gia costruito un poligono
' (Bs—:) d’ordine 2 — 1, tale che il poligono chiuso d’ordine 7: A, A,---A;
sia un poligono o, (Az) definito mediante © (Bs—.) , z+ 1 <A<<7. Se S (Az A,)
¢ definito da o (As), a norma di 3.3, la porzione aperta Az Az, A, del poligono
chiuso A; A,---Azy, d’ordine 7z ¢ contenuto in S (Az A,); quindi [Az, Azti]
interseca la faccia di S(AzA,) opposta al vertice Az in un punto interno
B:. Ma, secondo (1), questa faccia coincide col simplesso S (B;_, B,). Se
Bk_IBkB ¢ il poligono costruito mediante Bz, in virtl del primo capo-
verso della presente dimostrazione A; A, - Ay, & un poligono o, (Arty), defi-
‘nito mediante il poligono d’ordine z—1 w (Bg): B, B,---Bs. Segue ora,
per induzione, che esiste un poligono = (B,_,): B, B, - ~By_1 d’ordine 7 — 1,
tale che A; A,.--A, sia un poligono o, (A,) definito mediante = (B,_,). La
(2) & cosi stabilita.

Possiamo ora assumere che il poligono 7, di (3) sia la porzione A; A, - - -A,
di un poligono chiuso 6, (A,): A;A,---A,, definito mediante un poligono
Tn—:: By Bs---B,_,. Poiché A,,,€S (ArA)), cosi [A,, A,;.] interseca la
faccia S (B,_I B.) di S(A,A,) in un punto interno B,, a norma di (1). Se
B,_: B, B; ¢ il poligono definito mediante B, in S (B,_,B,), segue, dal
risultato formulato nel primo paragrafo, che A, A,---A, A,., & un poligono
6n (Arys), definito mediante il poligono B, B,---B,_, B, d’ordine 7 — 1.
Poiché, a norma di 4.3, 6, (A,4.) ha ordine 7, l'affermazione (3) rimane stabi-
lita. La dimostrazione segue quindi per induzione.

Come gia accennato, il teorema (3) fornisce la duale di una costruzione
data dall’autore [1]; utilizzandola, si possono costruire tutti ipoligonim,.
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5. — I POLIGONI APERTI m,.

5.1. Introduciamo le seguenti notazioni: P,, P,,---, P,., siano i ver-
tici del simplesso S (A, A,) definito, secondo 3.2 (1), da un pohgono aperto

TACA,- A, PiPi, 1 <7 <, sia linsieme complementare sulla retta
proiettiva, congiungente P; e P, ., a quello dei punti interni alla faccia P; P;,,
di S(A,A)). Si ha allora che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un poligono chiuso A, A,-

A, A, -Assr, £>0, abbia ordine n, é che il poligono chiuso P,P,.--P,,,

A, .- -A,; abbia ordine n.

Dimostrazione. — Ser =n + 1, da 3.2 (1) segue che P, =[A,, A,,---, A]N
N[A:, Aigyy -+, Ayl = A, 1 <7 <7 + 1. Inoltre, mediante 3.4, si ha che
PiPiy, = Ai Ay, , 1 <7< Dunque i poligoni P,P,-- P, A, , - Az
ed ALA,-- A, A, . --A,;; coincidono, ed il teorema risulta in tal caso
banale. Possiamo quindi assumere d’ora innanzi » > - 1.

Nel caso n =1, S (A, A,) & per definizione, I'insieme complementare a
quello dei punti del poligono aperto w, : A; A,---A, sulla retta proiettiva,
mentre P, = A,, P, = A,; quindi P,P, ¢ 'insieme dei punti di «, stesso.
Ne consegue che A A,---A,A,,---A,;; & un poligono chiuso d’ordine 1 se,
e soltante se, P, P, A,,,---A,,; & d’ordine 1. Il risultato resta cosl stabilito
per i poligoni ..

Assumendo il teorema vero per i poligoni m,_,, 7 >1, lo dimostreremo
per un poligono w,. Segue da 1.7 e 4.5(2) che, per un poligono aperto
7t A As- - <A, esiste un poligono aperto w,_,: B; B,---B,_, tale che =,
sia la porzione (aperta) di un poligono o, (A,): A, A, - Ay, definita mediante
il poligono chiuso d’ordine z—1 B, B,--.B,_,. Consideriamo anzitutto
il simplesso S(A,A)): P,P,---P,.., definito da =m,. A ‘norma di 3.1,
questo ¢ il simplesso definito dal corrispondente poligono chiuso o, (A,).
Poiché r>n + 1, 6,(A,) viene definito secondo 4.1, mediante un poli-
gono o, (Ay_l) A A;---A,.B,_;, dove A, ¢ un punto interno al lato
A,_. B,_,. Poiché 11 lato A, A,_; di =, ¢ un sottosegmento del lato
A,_.B,_, di on (A,_,), Paltro sottosegmento A, B,_, di A,_,B,_, non
contiene alcun punto interno di'A,_;A,. In conseguenza di 4.4, si ha cosi:
P,y: = A,, P, = B,_,. Ne discende, mediante 3.4, che A, B,_; & la faccia
P,y P, del simplesso S (A, A,). Per la 4.5 (1), il simplesso S (B,_, B,), definito
da m,_,, ¢ la faccia P,P,---P, di S(A,A,). Ne risulta che la porzione
P,P,.--P, di P,P,---P,,, & quella definita da S (B,_, B)).

Sla 7, Ar Ao oA, - <A,z un poligono chiuso, £>>0. Secondo 3.2 (1),
si ha: P,., =A,, P, =A,. Si possono dunque anche scrivere i lati
AvA, i, Arp A di w, rispettivamente come P,y A, , A, P,, e si pud
quindi definire un poligono chiuso P, P,---P,,, A, --A,;. Ci proponiamo
di stabilire che quest’ultimo ha ordine 7.

A norma di 4.5 (2), esiste un poligono =, _,: B, B,---B,_,---B, s,
mediante il quale viene definito un poligono @, (A,,;) che coincide con .
Siano ¢, (A:): AL A,---A;B;-- B, ., nt+1<i<r+ ,é i poligoni di 4.1,
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mediante cui viene definito 6, (A,;z). Dato che »>#» -+ 1, viene cosi definito il
poligono ¢, (A,_;). Inoltre, A, & un punto interno al lato A,_, B, _, di questo
poligono. Segue, dalla costruzione di ¢, (A,_,) e da 1.7, che si possono chiudere
le porzioni B, B,---B,_; di m,_, e A;A,---A,_,A, di 5,(A,_,) in modo
che il poligono chiuso A; A, - - -A, sia un poligono ¢, (A/), definito mediante
il poligono chiuso d’ordine #z-—1 B, B,- - -B,_,. Applicando il teorema alla por-
zione B, B,-..B,_, di n,_,, si deduce che il poligono P,P,-..P,B,-..B, ;.
ha ordine # — 1. Denoteremo quest’ultimo poligono col simbolo T, _,.
Per dimostrare che P, P,- - P, A,;- - -A, 4z ha ordine 7, basta provare,
a norma di 4.3, ch’esso & un poligono G, (A,z), definito mediante w,_,. Per
quanto visto sopra, la porzione P,P,.--P, di P,P,.--P,,, coincide con
quella corrispondentemente definita da B, B,- - -B,_, e quindi colla P, P,- - - P,
di ®,_.. Dalla costruzione del poligono o, (A,): A/ A,---A,B,---B,,; . sisa
che il lato A, B, di questo, il segmento A, B,_, del lato A,_I B,_. di
6, (A,—,) ed il lato B,_; B, di =,_, definiscono un Vtriangolo pari. Ma, per
cid che precede, A, B, _, ¢ la faccia P,y, P, di S (A, A,); mentre, per la defi-
nizione di ®,_,, B,_, B, ¢ il lato P, B, di ®,_;. Dunque, A, B,,P,,, P, e
P, B, formano un triangolo pari; ne segue che A, B,, P;;+I P, e P, B, for-
mano un triangolo dispari; inoltre il poligono P, P,---P,;, B,:- B,z ,
costituito, dalla porzione P,P,---P,;. e dalla A, B,---B,;;_. B, di ¢,(A)
formano un poligono &, (P,;.), definito mediante &,_.. Poiché A,;, & un
punto internoc al lato A, B, di 6, (P,4.), si puod definire il poligono P, P,---P,,,
A, i Byy:- - -B,yz—, costituito dalla porzione PP, - P,y A,i; di 64 (Puyy)
e dalla Ar+1 B,y B,y . B, di 6, (Ay). E chlaro, tenuto conto della
definizione di o, (A,..), che A,;, B,;, il segmento A,;, B, del lato A, B, di
c» (A,) ed il lato B, B,;, di =,_, definiscono un triangolo pari. Dato che
B, B,;, & anche un lato di ®,—,, si ha che P,P,-- P,y ; A,y By - Bz,
¢ un poligono &, (A,;.), definito mediante 7,_,. Se & gia definito un poli-
gono 6, (Ai): P, P, Puyr Apprr - A B - - Boya—r, 7+ 1 < i<<r+ 4, inmodo
che lai‘ porzione A;B;---B,;;_.B, sia anche porzione di o, (A Dt ALA, -
--A; Bi+ - -Biyz—s, si pud definire un poligono chiuso P,P,---P, ., AHLI e
«-A; AL By, - - B,z costituito dalla porzione P, P, P, . A, - Ay,
di 6, (A) e dalla Ay, Byy,:--B, s, B, di g, (A;,). Dalla deﬁnlzlone di
o, (Aiyy), segue che Ay, B;,., il segmento A;y; B; del lato A; B; di o, (A))
ed il lato B; B;y, di m,_. definiscono un triangolo pari. Ma B; B,;, ¢ anche
un lato di w,_,, onde P, P,---P, i, Ay, - -Asy: Biyy- - - Bsgz—: € un poligono
definito mediante %, _,. Finalmente, per induzione, si ha che P, P,---P, .,
A, -A,ps & un poligono 6, (A,yz), definito mediante m, _, e quindi un
poligono d’ordine 7. o
Per dimostrare linverso, sia ®,: P, P,-+-P,i; Asyy- - -A,4z un poligono
“chiuso, P,P,---P,;, essendo definito mediante il simplesso S (A, A,), de-
terminato da 7, A; A,-.-A,. Occorre mostrare che il poligono chiuso
A A, AA, A, ha ordine n. Poiché P, , =A,,P,=A,, i lati
A, A, ., A,z A, vengono rispettivamente definiti comeilati Pyy; Aryr, Ass Po
di 7n. Per il teorema 4.5 (2), m, e T, possono scriversi come poligoni o, (A,)
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€ ox (A,+s), definiti rispettivamente mediante m,_,: B, B,---B,_, e %,_,:
P.P,---P.B,---B,;z+,. La porzione P,P,-..P, di 7, viene definita come
parte della porzione P,P,---P,., di m..Poiché quest’ultima coincide con la
corrispondente porzione definita mediante il simplesso S (B,_, B,), si pud
applicare il ‘teorema a w,_, e P,P,---P,B,.--B,.;_,; ne discende che
"B;B,--B,_:B,---B,1z_, & un poligono d’ordine 7% — 1. Denotiamo tale
poligono col simbolo =, _,. '

Per terminare la dimostrazione, basta mostrare che A, A, - A, A, ;- - Asis
¢ un poligono o, (A,;2), definito mediante m,_,. Poiché » > 7 4 1, 6, (A))
¢ definito, secondo 4.1, mediante un poligono o, (A,—,): A, A,---A,_,B,_,.
Segue, dalla costruzione di questo poligono, che il poligono A, A, A, ,
B, B, B,z costituito dalla porzione A, A, ---A, ,B,_, di 6,(A,_))
e dalla B, B, --B,;4—;B; di m,_; & un peligono o, (A,_,), definito me-
diante w,_,. Per la 4.1, G, (A,M.) viene definito mediante poligoni &, (AJ):
PP, Puii Ao AiBi - By, 7 < i< 7+ & Poiché A, & un punto
interno al lato Ar_~I B,_I di o, (A,—.), si pud costruire il poligono
ArA,---A,_; A, B, B,y costituito dalle porzioni A, A,---A,_,A, di
6, (A,—,) edalla A, B,---B,1s—: di 6. (A,). Secondo la definizione di .(A,),
ilati P,P,; e A, B,, assieme al lato P, B, = B,_,B, di 7,_,, determi-
nano un triangolo dispari; quindi P, P,.,, A, B, e B,_, B, definiscono un
triangolo pari. Ma P, P,;, & il sottosegmento B,_;A, di B,_:A,_;; ne
risulta che A, A,---A,_,A,B,.--B,; ¢ un poligono &), (A,), definito me-
diante 7, _,. Se'si e gié costruito un poligono o, (A:): A, A,---A;B:i---B,ps_,,
di cui il lato'A; B; sia un lato del poligono 6 (As) , 7 < 7 <7 + &, si pud defi-
nire un poligono A; A, - - AsA;y,- - - B, 14—, mediante le porzioni A, A, - -A; A,
di o, (A)ed Aiy, By Boys, BI di 6, (Aiy.). Dalla costruzione di 6,(A;4.),
¢ noto che il triangolo avente per lati il segmento A,,; B,,,, il lato B: B,;,,
di @, ed il segmento A, B; del lato A; B; di o, (A)) & pari. Poiché B;B,,,
¢ anche un lato di =,_,, si ha che A;A,---A;A,., B, --B,1s_; ¢ un
poligono ¢, (A;1,) definito mediante m,_,. Si vede infine che A, A, --A,.;
¢ un poligono o, (A,;;) definito mediante 7,_,, sicché A, A,- - ‘A, 4 ha or-
dine #z. La dimostrazione segue ora per induzione.

5.2. Sia A; A,---A, un dato poligono aperto w,. Mediante 3. 2(2) e
3.4, si pud induttivamente costruire il simplesso S (A, A,): P, P,---P, ..
Dato che sia gia costruito un poligono w,_,: P,P,---P, B, B,,,- - B,M_,,
si pud poi costruire un poligono ®: P, P,-- P, A,,,---A,,; mediante 4.1.
In base a 4.5 (2) si ha che tuttii poligoni aperti d’ordine 7 che contengono
il dato vengono costruiti in quel modo. Segue poi da 3.1 che anche tutti i
poligoni chiusi d’ordine 2 A; A,- - -A, A, - -A, 4 possono venire cosi costruiti.
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