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D ouglas D erry, Sui poligoni aperti d'ordine n in uno spazio proiettivo, ecc. 4 °5

G eom etria. —  S u i poligoni aperti (Tordine n in uno spazio proiet
tivo reale di dimensione n . N ota II di D ouglas D err y , presentata (*} 
dal Socio B. S egre .

Il problem a di costruire una curva differenziabile d ’ordine n chiusa nello 
spazio pro iettivo  reale di dimensione n y che contenga un arco differenziabile 
d ’ordine n , venne stud ia to  da S au ter [2] e da Scherk [3]. E n tram bi dettero  
condizioni nècessarie e sufficienti per l’esistenza di una curva siffatta, e ne 
costruirono una per un arco soddisfacente alle suddette condizioni. L a p re
sente N ota, la quale fa seguito ad una precedente N ota  lincea dell’autore, 
dal titolo : Sugli spazi osculatori dei poligoni d'ordine n , si occupa del problem a 
analogo per i poligoni : costruire, nello spazio proiettivo  reale di dimensione 
n , un  poligono chiuso d ’ordine n ì contenente un poligono aperto  d ’ordine n 
arb itra riam en te  assegnato. Vengono costru iti tu tti  i poligoni siffatti ed inol
tre, quale risu lta to  sussidiario, si o ttiene la duale di una costruzione dei poli
goni d ’ordine n , dovu ta  all’autore [1].

L a  num erazione dei paragrafi di questa N ota continua quella della pre
cedente N ota lincea.

4. -  U na COSTRUZIONE DEI POLIGONI izn.

4.1. Se n =  i , denoterà un poligono tux . Se n \> i,  siano B I B2v*-B ^_1 
un poligono izn^ x chiuso ed L*—* l’iperpiano che lo contiene. Sia BnA n+I un 
segm ento qualsiasi, tale c h e . A w+I 6 Ln_ x. I segm enti A* B*, n +  1 i <C r ; 
A i A f*+I , n +  1 <  i<Cr ; A*+I B* , n  +  1 <C i<C r, si definiscono nel m odo se
guente. A„+Ij B„+I è il segm ento assieme a cui BnA n+I ed il lato  Bn Bn+1  

di iZn—i form ano un triangolo dispari. Supposto A,- B* già definito, sia A*+I 
un pun to  in terno di A* B* e siano A* A,-+1 , A*+I B,-. i suoi sottosegm enti, 
n +  1 <  z <  r. A llora A*+I B*+I è il segm ento assieme a cui A*+I B* ed il 
la to  B d i  Kn—1 form ano un  triangolo pari (Br =  B ^. Indicherem o ora con 
<jn (An+I) il poligono costitu ito  dalle porzioni B z B2- • -B^ , Bn+I Bn+Z - • •Br ^ . 1 B x 
di TZn—i e da Bn A n+I , A n+1 Bn+I. Supposto poi an (Ai) , n +  1 < i < r ,  già 
definito, an (A*+I) designerà il poligono delle porzioni B x Ba- • • B* A*+ I• • -A* 
di an (A/) , B,-+I • • • B>r—x Bj di tcn—x e di A./ A/-)-! , A ^ i  B^-j-j.

4.2. Un iperpiano L n—X interseca un poligono Gn (Ai) , 1 < in < S i< r ì 
definita mediante un poligono izn—x\ B, B2 • • -Br—X di uno spazio Ln—i , in 
al p iù  n pun ti, ove si supponga L w_ I=)=Ln_ I .

Dimostrazione. -  D alla definizione dell’ordine di 7cn—x, segue che L ^ _ x 
interseca n„Dx in al più n —  1 punti, se L «_ , =|= Ln- X ; in fa tti L n^ x D nn—x =  
=  L „ _ I n L M_ : Dtcn—x ed L n_ x n L » _ i  è un iperpiano dello spazio L ^ _ x. Di-

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1962.
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m ostriam o il teorem a per un poligono cr„ (A„+i): B x B2 • • • BnA n+1 Bn+1 • • • Br_ x. 
Se L „ _ x interseca la porzione aperta  B* A„+x Bn+I in un sol punto, L „ _ x 
interseca cjn (A«+I) in al più n punti, in quanto  Bn+I Bn + 2 • ■ •B ,_ I B I * • • Bn è 
una porzione di Tzn—x- Nel caso opposto, in cui L w__x intersecasse la porzione 
aperta  Bn A n+IBn+1 in due punti, L » _ x intersecherebbe il la to 'B » B » +x del 
triangolo dispari B„A „+I B^+I in un punto. Quindi L„__x intersecherebbe la 
porzione Bn+1 Bn+2 • • • Br_ x B x • • • B* in al più n —  2 punti. Dunque, anche 
in questo caso, L n^ I in terseca an (An+1) in al più n punti. Il teorem a è così 
stab ilito  in ogni caso per i poligoni <yn (An+I).

Assum endolo vero per i poligoni cj„(A ,_x), lo dim ostrerem o per i poli
goni Gn (Ai) , n  +  i < i  <  r. Sia cr„ (A,-): B x Ba ■ ■ • Bn A»+x • • - A,* B* • • • B ^_x un 
poligono siffatto, costru ito  a p artire  da un poligono orw(A,-_I): B x B2- • •
• * - Bn A„+ I* • -A*—* B *_x Bt - •Br_ I sostituendo la porzione A* B *_x B* di 
quello col lato  A * B* di cv* (A*). Il teorem a è chiaro nel caso che ogni punto  
d ’intersezione di L ^ _ x e a* (A*) è anche punto  d ’intersezione di e an(A *_x). 
A ltrim enti, invero, o L,*__x interseca Ai B,- in un pun to  interno, oppure 
A i , B*_x € — j . Nel prim o caso, L ^ _ x interseca la porzione aperta  Ai B* _ x Bi
in un pun to  perché, secondo 4.1, questa porzione ed il lato  A i B,• form erebbero 
un triangolo pari. Nel secondo caso, h n — 1 interseca gu (A *_x) in B *_x che non 
è un  pun to  di gh (Ai). In en tram bi i casi, L „ _ x interseca an (A *_x) e <r* (A,*) 
nello stesso num ero di pun ti ; quindi L ^ _ x interseca vn (Ai) in al più n punti. 
Il teorem a segue ora per induzione.

4.3. Un polìgono an (Ai): B x B2 - • -B^ A„+1- • - A r , definito mediante un 
poligono 7in—1: B x B2 - • •Br_ I , n ^>ì, ha ordine n.

Dimostrazione. -  Sia L ^ _ x [’iperpiano che contiene Tzn~ i .  Segue dalla 
definizione 4.1 che L * _ x ClGn (Ai) è la porzione B x B2-*vBw. D unque Lw_ x 
interseca or» (Ai) negli n pun ti B x , B2 ,.•••, B„. Ora, a norm a di 4.2, si 
ha che nessun iperpiano interseca an (Ai) in più di n punti. D ato  che 
[A„+Ii , B x , B2 , • • •, Bn] =  L n , nessun iperpiano contiene on (Ai) ; quindi an (Ai) 
è un poligono izn ed il teorem a rim ane stabilito.

Ne discende che si può definire come segue l’insieme S (Ar B x) per un 
poligQno cr(Ar) : B x Ba- • vB»A»+x- • - Ar. S ia A x =  B x , A 2 =  B2 ,?••,. A* =  B n. 
Si ha allora da 3.2 (1) che S (Ar B x) è l’interno di un  ^-sim plesso, i cui vertici 
sono: P x =  B x , P 2 =  [Bx , Ba] n  [A r, A ,_ x, • • - , A r_ » + J  , P 3 =  [B x , B2 , B3] n  
n  [Ar , A r— x , • • • , A r—n+ 2] , * * ' j Bn ==' [B x , B2 , • • • , B^] n  [Ar , A r— x] , Pn-\-x =L- Ar . 
Sia L,*_x == [B x , B2 , • • •, Bn]. Poiché A,- € L „ _ X, n  +  1 <  z < > ,  da 4.1 si ha 
che Bi =  [A i , Ai+l\ D L»__x/, n < ii  < r  —  1. Ne segue, m ediante la definizione 
di Ài , A 2 , • • •, A n j che [B^ — x, Br— 2, • • •, B^— &] CI [A r, Ar_  x, • • •, A r— i\ O Bn—x, 
1 <  k < n — 1. I due spazi testé considerati, avendo la stessa dimensione, coin
cidono : [Br_ x, B ^_2, • • - , Br_*] =  [Ar, A r_ x ,* • •yAr-.k] n ù - ! ,  1 < k < n —  1. 
Ne segue che Px =  B x , P2 =  [Bx , Ba] n  L « _ x O  [A r, A r_ x , • • •, A ^ + x] =  
=  [B xi,Ba] O [B ,_ x,B , _ 2,. • • ,B ,_ ,+ x] , P 3= [ B x,B 2,B 3] n L , _ x D [A r ,A ,_ x, - • •

■ J A r—,n+ 2] —  [Bx , B2 , B3] n  [B^— x , B r — 2 , • v  , B r—n+ i ]  , * * * , Pn —  B r — x . M a, 
a norm a di 3 .2(1), queste intersezioni sono i vertici dell’( ^ — i)-sim plesso 
S (B ^ _ X, B x). A bbiam o così stabilito  che:
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4.4. Se P x , P 2',• • • ,  Pn sono i vertici delVin — \)-simplesso S (Br_ I B I) 
di un poligono rzn _ 1 : Bx B2 • • • Br_  x, i  vertici delln-simplesso  S (Ar Bx) 
di un poligono g  (Ar): B x B2 • • • Bn A n+l • • • A r , definito mediante nn—i, sono
Pi , P 2 , • • •, P* e P^ + i =  A r .

Proverem o ora la seguente proposizione.
4.5. (1) Se B x B2 • • • B^ A n+1 • • - Ar è un poligono g h (Ar) , n >  1, definito 

mediante un poligono izn—x : B x B2 • • • B r_ x, la faccia  P x P 2 • • • Bn delV n-simplesso 
S (Ar B x), definito da an (Ar), è F(n —  1 )-simplesso St(Br__x B x), definito da iZn—j.

(2) Per ogni poligono chiuso izn: A x A 2 • • •A rì n ^ > iì esiste un poligono 
7in—,x : B x B2 • • • Br—x ed esiste un poligono gu (Ar): Bj B2 • • • B„ A n+1 • • - Ar defi
nito mediante 1zn—i e tale che nn e gh (Ar) coincidano.

(3) Se Vinsieme S '(Ar A x), definito da un poligono aperto 7zn: A x A 2 • • • A r , 
contiene i punti interni d i un qualsiasipoligono ArAr+I A n allora A , A 2 • • • A rA r+1 A x 
è un poligono d'ordine n.

Dimostrazione. -  Se n =  1, la (3) è banale. D im ostriam o il teorem a assu
m endo (3) valida per i poligoni 7u„_x, n > i .  Sia B x B2- • •Br_ I un poligono 
7zn—If n > i ,  e sia Br un pun to  dell’insieme S (B r_ 1B I) definito da izn~ i .  
Sia Br_ j  Br B x il poligono costruito  m ediante Br in S (Br_ x B x). A pplicando 
la (3) ^al poligono 7u*_x,''si deduce che B x B2 - • -B r_ i Br è u n  poligono 7c*_x 
d ’ordine n —  1. Sia ora B x B2 • • • Bn A n+I • • -Ar un poligono g„ (Ar), definito m e
d iante Tcn _  j . Se S (Ar B x) è definito da Gn (Ar), m ostriam o che [Ar , Br] H S (Ar B x) 
è l’insieme dei p un ti interni di un segm ento A r Br ed inoltre, se i pun ti in 
terni di un poligono A rA r+ iB x sono contenuti in S (Ar B x) ed A r+I e [Ar , Br], 
che B x B2 • • • Bn A n+I • • • Ar A r+I è un poligono Gn (Ay+I) definito m ediante 7u»_x.

A  tale scopo, sia A r B ^ !  il segm ento utilizzato nella definizione 4.1 
di Gn (Ar). Sia A r Br il segm ento assieme a cui A r B ,_ ! ed il lato Br—xBr 
di.7u'„_x form ano un triangolo pari se r > .n  +  1, dispari se r  =  n  +  1. L a 
porzione B x B2 • • • Bn A n+1 • • • Ar di Gn (Ar), assieme ad A r Br ed al lato  Br B x 
di iZn—i , form a un  poligono g„ (Ar), definito m ediante Tzn—ì. Se A^+I è un  punto  
in terno  qualsiasi di A r Br ed Ar A r+I..,'Ay+I Br sono i suoi sottosegm enti, sia 
A r+I B x il segm ento assieme a cui A^+I B, ed il lato  Br B x di 7u»_x form ano 
un  triangolo pari. Segue da 4.1 che il segm ento B x B2 • • • BnA n+1 • • • A r di gh (Ar), 
A r A rjrl ed A r+I B x form ano un poligono a'n (A^+I) : B x B2- • . B„ A„+ I- • *Ar+ I, 
definito m ediante 7iw_ x: B x B2- • Br—x Br. Segue allora da 4.3 che Gn (Ay+I) 
ha ordine n. Poiché an (Ar) :B X B2 • • - Bn A n+1- • - Ar, ha ordine nì segue da 3.3 
che la porzione aperta  A r A r+x B x di Gn (Ar+I) è contenuta in S (Ar B x). M a 
A^+I era un punto  interno qualsiasi di A r Br , quindi ogni punto  interno di 
Ar Br è punto  di S (Ar B x). Secondo 4.4, Ar è un vertice del simplesso S (Ar B x) ; 
pertan to  Ar £ S (Ar B x). A ncora a norm a di 4.4, si ha che Br e S (B r_ x B x) C 
C [Px , P 2 , • • •, P»]. Poiché [P x , P 2 , • • •, Pn] è l’iperpiano che contiene la faccia 
P x P 2 - • • Bn del simplesso S (Ar B x), si ha che Br € S (Ar B x). Ne segue che i 
p un ti A re  Br del segm ento Ar Br sono sulla frontiera di S (Ar B x). D ato  
che S (Ar B x) è un  simplesso, [Ar B, r] D S (Ar B x) è l’insieme dei punti 
in terhi del segm ento A rB r. A bbiam o così d im ostrato  il risu lta to  enunciato 
nel precedente capo verso.
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A  norm a di 4.4, il simplesso S (Br_ x B x) e la faccia P x P 2 • • • Bn di 
S (Ar B x) hanno gli stessi vertici. M a abbiam o visto che un punto  interno 
B,. di S (Br_ x B x) è in [P x , P 2 , • • - , Bn] ed anche sulla frontiera di S (Ar B x), 
onde segue che Br e Bx P 2 • • • P*. Quindi i simplessi S (Br__x B x) e P x P 3 • • • P* 
coincidono, ed (1) è stabilito .

Possiamo ora dim ostrare (2). Sia BXB2---B» la porzione A x A 2---A^ 
del poligono i z n  : A x A 2* • -Ar , n^> 1. Secondo 1.6, tale porzione è essa stessa 
un poligono, d ’ordine n — 1. Sia t z  (B*) il poligono Bx Ba---B» chiuso col 
segm ento BwBi,  scelto, secondo 1.7, in m odo che il poligono stesso abbia 
ordine n —  1. Sia poi tz il poligono i z n stesso nel caso r =  n +  1, ed il poli
gono chiuso A XA 2-- -A*+I d ’ordine n nel caso r > n 1. Per dim ostrare 
che t z  è un poligono a  (A*+I) definito m ediante t z  (B*), basta  provare che il 
triangolo A » A M+IA X, form ato dalla porzione A nA n+1A I di t z  e dal lato 
Bn Bx di t z  (B«), è dispari. A  tale scopo consideriamo un iperpiano L«_x che 
non contenga alcuno dei vertici A x , A 2 , • * •, A %+I né alcun pun to  del lato 
Bn Bx. Se n è pari (dispari), L ^ _ x interseca t z  in un num ero pari (dispari) 
di pun ti, m entre  invece esso interseca t z  (B„) in un num ero dispari (pari) 
di pun ti. P ertan to  L * _ x' interseca la porzione A n A n+1 A x di n in esa ttam ente  
fin punto . D unque il triangolo A* A*+I A x è dispari e tt è un  poligono cj (A*+I), 
definito m ediante t z  (B„). R esta così s tab ilita  l’affermazione (2) nel caso p a r
ticolare r =  n -f- 1.

Sia ora r >  n +  1 ; supponiam o di aver già costruito  un poligono 
tc (B^_x) d ’ordine n —  1, tale che il poligono chiuso d ’ordine n\ A x A 2- • - A* 
sia un poligono or* (A*) definito m ediante tz (B*_x) , n + i  < k <  r. Se S (Ak A x) 
è definito da <7 (A*), a norm a di 3.3, la porzione aperta  A* A*+I A x del poligono 
chiuso Ai A 2 • • • A^-j-j d ’ordine n è contenuto in S (Ak A x) ; quindi [Ak , A k+I] 
interseca la faccia di S (A^ Ai) opposta al vertice Ak in un pun to  interno 
B^. M a, secondo (1), questa faccia coincide col simplesso S (B ^_x Bj). Se 
Bk—1 B k B x è il poligono costru ito  m ediante B^, in v irtù  del prim o capo- 
verso della presente dim ostrazione A x A 2- • -A*+x è un poligono an (A*+x), defi- 

in ito  m ediante il poligono d ’ordine n — 1 tz (Bk): B XB2- -Bk. Segue ora, 
per induzione, che esiste un poligono tz (Br__x): B x B2- • . Br_ x d ’ordine n — 1, 
tale che A x A 2 - • •A r sia un poligono .or* (Ar) definito m ediante 7r(Br__x). L a 
(2) è così stabilita .

Possiamo ora assumere che il poligono nn di (3) sia la porzione A x A 2 • • • A^ 
di un poligono chiuso a» (Ar): A i A 2-*-A,  , definito m ediante un poligono 
TZtn—i' B x B 2- - - B r_ I . Poiché A r+I e S (Ar A x), così [Ar , A r+I] interseca la 
faccia S ( B ^ _ I B I) di S(A>Ai )  in un punto  in terno Br , a norm a di (1). Se 
Br_ TBr B x è il poligono definito m ediante Br in 5 -(Br_ xB x), segue, dal 
risu lta to  form ulato nel prim o paragrafo, che Ai A 2- • -Ar À r+x è un  poligono 
Gn (Ar+I), definito m ediante il poligono B x B2 • • • Br__x Br d ’ordine n — 1. 
Poiché, a norm a di 4.3, gh (Ar+I) ha ordine n ì l’affermazione (3) rim ane stab i
lita . L a dim ostrazione segue quindi per induzione.

Come già accennato, il teorem a (3) fornisce la duale di una costruzione 
d a ta  dall’autore [1] ; u tilizzandola, si possono costruire t u t t i  i poligoni iz„..
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5. -  I POLIGONI APERTI n „ .

5.1. In troduciam o le seguenti no tazion i: P x , P 2 , • • •, P*+x siano i ver
tici del simplesso S (A rA x) definito, secondo 3 .2(1), da un poligono aperto 
7Tn: A x A 2- • A r \ P*P*+i > 1 <Li < n ,  sia l’insieme com plem entare sulla re tta  
p ro iettiva, congiungente P* e P,-+ I, a quello dei punti in terni alla faccia P i P/+I 
di S (A^Aj). Si ha allora che:

Condizione necessaria e sufficiente affinché un poligono chiuso A x A 2 • • •
• • • A^ A r+X • • •Ar+^, k > 0 ,  abbia ordine n , è che il poligono chiuso P x P 2 • • • Vn+r 
A r+X- '.-Ar+k abbia ordine n.

Dimostrazione. -  Se r =  n +  1, da 3.2 (1) segue che P* =  [Ax , A 2 , • • •, A,-] D 
H [Ai , A,-+I , • • •, A„+I] =  A,-, 1 <  i  <  n +  1. Inoltre, m ediante 3.4, si ha che 
P* P*+x =  A i A i+1 , 1 <Li <Ln. D unque i poligoni P x P 2 • • • Vn+I A n+2 • • • A r+k 
ed A x A 2 • • • A^+I A n+2 • • • A r+k coincidono, ed il teorem a risu lta  in tal caso 
banale. Possiamo quindi assum ere d ’ora innanzi 1.

Nel caso n =  1, S (Ay A x) è, per definizione, l’insieme com plem entare a 
quello dei p un ti del poligono aperto  Tur : A x A 2 • • • A^ sulla re tta  proiettiva, 
m entre P x =  A x , P 2 =  A r ; quindi P x P 2 è l’insieme dei pun ti di tux stesso. 
Ne consegue che A XA 2- • •ArA r+I- • • A r+k è un poligono chiuso d ’ordine 1 se, 
e so ltan te se, P x P 2 A r+I • • • A r+k è d ’ordine 1. Il risu ltato  resta  così stabilito  
per i poligoni 7rx.

A ssum endo il teorem a vero per i poligoni 7zn—l ,n  >  1, lo dim ostrerem o 
per un poligono t u » .  Segue da 1.7 e 4 .5(2) che, per un poligono aperto 
7zn : A x A 2- • -Ar , esiste un poligono aperto  izn—1: B XB2- - - B ^ _ X tale che nn 
sia la porzione (aperta) di un poligono a„(Ar) : A x A 2 • • -Ar, definita m ediante 
il poligono chiuso d ’ordine n —  1 B x B2 ••• B ^_x. Consideriamo an z itu tto  
il simplesso S (Ar A x) : P x P 2* • -Pw+X, definito da 7:w. A  norm a di 3.1, 
questo è il simplesso definito dal corrispondente poligono chiuso cn (Ar). 
Poiché 1, an (Ar) viene definito secondo 4.1, m ediante un poli
gono cr«(Ay_ x): A x A 2 • • -A ^_x B^_ x, dove A r è un punto  in terno al lato  
A r_  x B ;_  x . Poiché il lato  A r A r_  x di n„ è un sottosegm ento del lato  
A r__x Br _ x di an (Ar_ x), l’altro  sottosegm ento A r Br_ x di Ar_ x Br_ x non 
contiene alcun punto  in terno di A r_ xA y. In  conseguenza di 4.4, si ha così: 
P^+x =  A r , Vn — B ^_ x. Ne discende, m ediante 3.4, che A r Br_ x è la faccia 
Vn+1 P„ del simplesso S (Ar A z). Per la 4.5 (1), il simplesso S (B ^_x B x), definito 
da 7zn—i, è la faccia P x P 2 - • - Vn di S (Ar A x). Ne risu lta che la porzione 
P XP 2- * P „  .di P i P 2-**P«+i è quella definita da S ( B r_ xB x).

Sia 7zn : A x A 2 • • -Ar' • -Ar+k un poligono chiuso, kl> o. Secondo 3.2 (1), 
si ha : Pw+X ■= A r , P x = A X. Si possono dunque anche scrivere i lati 
A r A^+x , A r+k A x di 7z’n rispettivam ente  come Vn+I A r+I , A r+k P x, e si può 
quindi definire un poligono chiuso P XP 2- • -P„+x A r+I- • -Ar+k. Ci proponiam o 
di stabilire che quest’ultim o ha ordine n.

A  norm a di 4.5 (2), esiste un poligono tu^_x: B x B2- • -Br_ x- • - B ^ _ x, 
m ediante il quale viene definito un poligono Gn (Ar+p) che coincide con iz'n . 

Siano Gn (Ai): A x A 2- • - A* B,-* • •Br+k_ IJ n - f  1 <  i <  r  +  k, i poligoni di 4.1,
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m ediante cui viene definito g h (Ar+k). D ato  che r^>n  +  1, viene così definito il 
poligono an (Ar—i)- Inoltre, A, è un punto  interno al lato A r~ i  Br__x di questo 
poligono. Segue, dalla costruzione di Gn(Ar—j) e da 1.7, che si possono chiudere 
le porzioni B x B2 - B r_ x di n'n — 1 e A x A 2 • • • A ^ _ x A r di <r*(Ar_ x) in modo 
che il poligono chiuso A x A 2 • • A r sia un poligono Gn (Ar), definito m ediante 
il poligono chiuso d ’ordine n — 1 B x B2 • • • Br_ x . A pplicando il teorem a alla por
zione B x B2 ••• Br_ x dÌ7u*_x, si deduce che il poligono P x P 2 • • • Bn Br • • • Br 
ha ordine n — 1. Denoterem o quest’ultim o poligono col simbolo 7uw_ x .

Per d im ostrare che P x P 2 • • *-Pw+I A r+I • • • A r+k ha ordine n , basta  provare, 
a norm a di 4.3, ch’esso è un poligono Gn (Ar+y&), definito m ediante 7ÙW_ X. Per 
quanto  visto sopra, la porzione P XP 2- - -P„  di P X.P2 • • • Pn+X coincide con 
quella corrispondentem ente definita da B x B2 • • - Br~ i  e quindi colla P x P 2- • • P^
di izn_x. D alla costruzione del poligono Gn (Ar) : A x A 2* • -A^ B^- • -Br+k—z si sa
che il lato A r Br di questo, il segm ento A r Br—X del lato  A r_ xBr__x di 
Gn (Ar—i) ed il lato Br^ z Br di izn — x definiscono un triangolo pari. Ma, per 
ciò che precede, Ar By_-X. è la faccia Bn+1 Bn di S (Ar A x) ; m entre, per la defi
nizione di 7zn_x, Br_ x Br è il lato  P„ Br di 7zn_ 1. Dunque, A r Br , Bn+I Bn e
Pn Br form ano un triangolo pari ; ne segue che A r Br , P„+x Pn e Bn Br for
m ano un triangolo d ispari; inoltre il poligono P x P 2 • • • P^+I Br • • • Br+£_x 
costitu ito  dalla porzione P XP 2- • -Pw+X e dalla A^ Br * • Br+k—i B x di G n (A r) 
form ano un poligono G n (Pw+I), definito m ediante ~izn — i • Poiché A r+1 è un 
punto  interno al lato  A> Br di cn (P»+x), si può definire il poligono P x P 2 • • • Pw+I 
A r+X Br+X • - - Br+k-̂ -i costitu ito  dalla porzione P x P 2 • • • Pn+I A r+I di G n ( P«+r) 
e dalla A^+x Br+X • • • Br+£ _ x B x di G n (Ar+X). È chiaro, tenuto  conto della 
definizione di Gn (Ar+X), che A r+I Br+1 il segm ento A r+X Br del la to  A r Br di 
G n (Ar) ed il la to  BrBr+x di tu'n—z definiscono un triangolo pari. D ato  che 
BrBr+z è anche un lato  di 7r*_i, si ha che P XP 2- • • P^+x A^+I Br+X • • -Br+k—z 
è un poligono óv(A r+-x), definito m ediante x. Se è già definito un poli
gono <fn (A*): P x P 2 • • • P»+i A r+I • • A i Bi- • • Br+k—i , r  -f  1 <  i <  r +  k, in modo 
òhe las porzione A* B* • • • Br+*__x B x sia anche porzione di g 'h (Ai): A x A 2 • • • 
i- • -Ai Bi- • • B,-+^ _ x, si può definire un poligono chiuso P x P 2 • • • Bn+I A r+X 
• • - A*- A,'+I B*+x • • • Br+k—z costitu ito  dalla porzione P x P 2 • • • Pw+X A r+1 • • -A*+x 
di Gn (Ai) e dalla A*+x B*+x • • • Br+k—i B x di Gn (Ai+I). D alla definizione di 
G n (A*+x), segue che A*+x Bz+X, il segm ento 'A*+x Bi del lato  A/ Bi di Gn (Ai) 
ed il lato  Bi B*+x di tu^__x definiscono un triangolo pari. M a Bi B*+x è anche 
uh lato  di 7TW_ X, onde P x P 2 • • • P^+x A r+1 • • • A,-+x B,-+x • • • Br+^ _ x è un poligono 
definito m ediante 7fw_ x. F inalm ente, per induzione, si ha che P XP2- • - Pn+i 
■Ar+f'-Àr+k è un poligono gh (Ar+^), definito m ediante 7c*_x e quindi un 
poligono d ’ordine n.

Per dim ostrare l’inverso, sia nn: P x P 2* A^+x • •■•Ar+  ̂ un poligono
cìhiuso, P x P 2 • • • Bn+i essendo definito m ediante il simplesso S/(Ar A x), de
term inato  da 7zn' A x A 2• • -Ar. Occorre m ostrare che il poligono chiuso 
A x A 2- • -Ar Ar+z-'• -Ar+k ha ordine n. Poiché P^+x — A r , P x =  A x, i lati 
A r A r+X, A r+k A x vengono rispettivam ente definiti come i lati P^+x A^+x , A r+k Px 
di tu». Per il teorem a 4.5 (2), tu» e tu» possono scriversi come poligoni a»(Ar)
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e gh (Ar+k), definiti rispettivam ente m ediante 7r„_z : B x B2- - - B r__x eTu^_I :
Pi P 2• • • Bn Br* • • B^+^ _ ^ ^ a ^ p o rz io n e  P XP2---P,* di nn viene definita come 
parte  della porzione P XP 2 - P W+X di ^ .P o ic h é  quest’u ltim a coincide con la 
corrispondente porzione definita m ediante il simplesso S (Br_x Bx), si può 
applicare il teorem a a nn- z  e P XP 2- • • Bn Br- - -Br + k _ 1 ; ne discende che 
Bx B2- • B^_x B̂ - • -Br+k—i è un poligono d ’ordine n — i. D enotiam o tale 
poligono col simbolo 7z'n _  x.

Per term inare la dimostrazione, basta m ostrare che A x A 2 • • • A rAr+x • • -Ar+k 
è un poligono g 'h (Ar+k), definito m ediante 7u^_x. Poiché r  >  n +  i , g h (Ar) 
è definito, secondo 4.1, m ediante un poligono an (Ar—i): A x A 2- • - A r_ x Br_ x . 
Segue, dalla costruzione di questo poligono, che il poligono A xA 2**-Ar_ x 
B r _ x Br- -  costitu ito  dalla porzione A x A 2 • • -Ar_ x Br_ x di <7* (A r_ x)
e dalla Br_ x Br - • • B^+^__x B x di iin—T è un poligono <r*.(Ar__x), definito m e
d iante izn—x. Per la 4.1, ,an (Ar+k) viene definito m ediante poligoni an (A,-): 
P x P 2* • • P„+x A r+X • • -A* B, - * . - - B^—j , r  < /<C ^ Poiché A r è un punto  
interno al lato Ar_ x Br_ x di Gn (Ay_ x), si può costruire il poligono 
A x A 2* • *Ar._x A r Br- • -Br+k costitu ito  dalle porzioni A x A 2- • • A r__x A r di 
an (Ar—i) e dalla A r B r- • -Br+k—i di an (Ar). Secondo la definizione di cr«(Ar), 
i la ti BnBn+1 e Ar Br ,  assieme al lato  Bn Br =  B r _ xBr di .7rw_ x, determ i
nano un triangolo d ispari; quindi P„ PK+-X , Ar Br e Br__x Br definiscono un 
triangolo pari. M a Bn Bn+I b il sottosegm ento B r _ xAr di Br_ xAr_.x; ne 
risu lta  che A x A 2 • • • Ar_ x Ar Br- - - Br+k è un poligono g„ (Ar), definito m e
diante Tz'n — x. Se si è già costruito un poligono an (A,-): A x A 2 • • - A*- B* • - - Br+k—i , 
di cui il la to 1 A,- B* sia un lato  del poligono gh (Ai) , r  <  i  <  r  4- k, si può defi
nire un  poligono A XA 2 • • • A /A ,+x • • • Br+*_x m ediante le porzioni A x A 2 • • • A,*A,-+X 
di G n (Ai) ed A,-+x B*+x- • -Br+k—i B x di G n (A*+x). D alla costruzione di 5„(A,-+X), 
è noto  che il triangolo avente per lati il segmento A*+x B*+x, il lato B* B*+x, 
di nn — x- ed il segm ento A*-+x B* del lato A* B* di Gn (AÌ) è pari. Poiché ByB,+x 
è anche un ,lato di t t ^_x, si ha che A x À 2-A, -A, -+ ,  B,-+x • ■ Br+/J_ x è un 
poligono g ' h( A ì+1) definito m ediante 7u*_x. Si vede infine che A x A 2 • • • Ar+.é 
è un  pòligono G n (Ar+k) definito m ediante'7c»_x, sicché A x A 2 •• -Ar+k ha or
dine n. L a dim ostrazione segue ora per induzione.

5.2. Sia A x A2 • • • Ar■' un  dato  poligono aperto M ediante 3.2 (2) e 
3.4, si può indu ttivam en te  costruire il simplesso S (Ar A x): P x P 2 • • • P„+x. 
D ato  che sia già costru ito  un poligono 7Ù^_X: P XP 2- • . P* Br Br+1- - Br+k—x, 
si può jpoi costruire un poligono 7u„ : P x P2 • •'• Bn+1 A r+1 - - - A r+k m ediante 4.1. 
In  baèe à 4.5 (2) si ha che tu tti  i poligoni aperti d ’ordine n che contengono 
il dato  vengono costru iti in quel modo. Segue poi da 5.1 che anche tu tti  i 
poligoni chiusi d ’ordine n A x A2 • • • A r Ar+X • • • A r+k possono venire così costruiti.
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