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Analisi matematica. — Sopra wun teovema di unicita per sistemi di
equazioni @ derivate parziali non lineari ©. Nota I di SiLvio CinqQuint,
presentata ©” dal Socio G. SANSONE.

In un lavoro di qualche anno fa ® ho dato due teoremi di unicitd per i
sistemi di equazioni a derivate parziali della forma

02 (2,1, 5y 3z, 3z,
(I) *]—Tm _*f.;(x yl’...’ym;gx(...),...’g,.(...);wj.,...,ﬁ’)’
(]: I ,~--,7‘).
Mentre la prima di tali proposizioni & valida nella classe delle soluzioni
2;=2;, (X, ¥, ,¥m),(J=1,--,7) continue insieme con le loro derivate par-

ziali del primo ordine rispetto alle variabili y, ,- -+, ¥m (e tali z; (x, ¥, , -+, Ym)
siano funzioni assolutamente continue della sola x), il secondo teorema ® si
riferisce al caso particolare, in cui il sistema (1) & quasi lineare, ma & piu
ampio il campo funzionale, nel quale esso & valido, nel senso che, mantenendo

fisse le altre ipotesi sulle funzioni z;(x, 3., -, ¥m), si suppone (in luogo
oz ;

della continuita delle —a—j—/’—,(,é =1, -, m)) che per quasi tutti gli x esse
%

soddisfino a una disuguaglianza del tipo

I 2 (x ’.'/V[,I] )’ '»yE,I,]) — & (x ’y[f]" : ',yﬁl) \ gkzx mjk(":) \3’5;1—3’/[:] l
Nel caso generale, in cui il sistema (1) non & quasi-lineare, nessun ulteriore
risultato & stato finora raggiunto, e pertanto & tuttora aperto il problema di
ampliare il campo funzionale, nel quale ¢ unica la soluzione del problema.di
Cauchy relativo al sistema (1): tale l'obiettivo delle presenti righe, nelle
quali viene stabilito per il sistema (1) un nuovo teorema di unicita, il quale,
pur non presentando la stessa generalita di quello citato per i sistemi quasi-
lineari, arreca un significativo contributo al problema in questione. A tal
riguardo ¢ da soggiungere che, anche nel caso particolare, in cui le variabili
indipendenti sono soltanto due, il risultato raggiunto nella presente ricerca &

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di ricerca matematica del
Consiglio Nazionale delle Ricerche (Gruppo n. 19).

(**)'Nella seduta del 15 dicembre 1962.

(1) S. CINQUINI, Sopra l'unicita della soluzione dei sistemi di equazioni a derivate parziali
del primo ordine, « Rend. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere », vol. LXXXVIII, pp. 960~
978 (1955). Nel seguito tale lavoro verrd indicato con N./.L. Segnaliamo una svista tipo-
grafica: a p. 972, riga 18 in luogo di 2''— " <y, si legga 2""—x" < 2,.

(2) Vedi V.Z.L., n. 5, p. 969: il teorema & esposto nel caso in cui le variabili indi-
pendenti sono soltanto due, ma, come & detto esplicitamente a- p. 961, esso SuSSlste qualun-
que sia il numero finito delle variabili indipendenti.

27. — RENDICONTI 1962, Vol. XXXIlI, fasc. 6.
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pitt ampio di quello, che si otterrebbe facendo appello all’artificio @, che tra-
sforma il sistema (1) in un sistema quasi-lineare in modo da poter usufruire
del teorema di unicitad gia stabilito per questi ultimi sistemi.

La dimostrazione del presente teorema ¢ nell’ordine di idee, che sono
andato sviluppando nelle mie ricerche sulle equazioni a derivate parziali ®;
e opportuni raffinamenti, introdotti nel procedimento approssimativo gia
seguito, hanno consentito di superare le nuove difficolta.

1. TEOREMA. — Siano Lz (x), (=1, -, m)m funzioni quasi—continue,
non megative e integrabili ® mell'intervallo (0, a,) con a,>> o0, siano b, by,
(B =1,---,m)2m numeri reali con by < by, sia a il massimo valore non supe-

viove ad a, tale che, per ogni x con 0 < x < a, sitano verificate le disuguaglianze ©
x
b, —b,
(2) Le () du < ——, (f=1,---,m);

o

e si consideri il campo D definito dalle m + 1 disuguaglianze
D: o<x<a ; ék"l‘]Lk(%)d%gj’kgé,ﬁ—ij(%)d%, (f=1,---,m).

Si&l%ij(x ,J/x P ',J’m 381yt By Uyttt um) ) (] =1, ',7)7'_}(%%22.07%' de_ﬁ'
nite per ogni (x,¥., -, Ym) del campo D e per ogni (v + m)-pla di numeri
reali (2, , -+, %ry Uy o vy Um), € tali che nel lovo campo di definizione esistano
. .y . 5. ofF
finite le derivale parziali SZ: ; ,
Si supponga che esistano due numeri positivi o, con o<1, <1

e r(r+m?) + 1 funzioni Ho(x) ; Hi (), (j,2=1,--+,7); Gu (x),

(j:I’...’r;k—_—I’...,m)

(j=1, -7 k,v=1, --,m) quasi—continue, integrabili e non negative in
(0, a) in modo che le disuglianze
<3) |fj(x ,y[:]_,. . .,J/E;];g[:] Yo .’gL‘] ;uEI] e .,u£;1>.__

._fj(x,y[f] yo .,y£:] ;2[12] ye .’3£2] ;u[:] e .’uE:]) | <

< Ho(@) 395 — 3 [ + S Hyi ()| o) — o8|+ B La(2) | o) —uf?

’

<j=I,--',7‘)

(3) Per questo artificio cfr. M. CINQUINI CIBRARIO, Nuovi teoremi di esistenza e di unicita
per sistemi di equazioni a derivate parsiali, « Annali Scuola Normale Superiore di Pisa»,
vol IX, pp. 65-113 (19535), in particolare n. 18, p. 100.

(4) Vedi V.Z.L. e anche S. CINQUINI, Unr teorema di unicita per sistemi di equazioni
a derivate parsiali del primo ordine. Note I e 11. « Rend. Accademia Nazionale dei Lincei,
vol. X\VII, pp. 188-191 e 339-34% (1954); S. CINQUINI, Sogra una forma piit ampia del pro-
blema di Cauchy per i sistemi di equazioni a derivate parziali del primo ordine, « Proceedings of
the International Cong%ess of Mathematicians 1954 (Amsterdam) », vol. I, pp. 447-449 (1957).

(5) Anche nella presente Nota l'integrabilita va intesa nel senso di Lebesgue.

(6) Vale a dire nelle (2) per x = @ pud anche valere I'uguaglianza.
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siano verificate per quasi tutti gli x di (0,a) e per tutte le (2m + r)-ple
(yEll‘,\. . "yE;]; 3211’ .. .’ZLI]; uEI], BRI ug]) s (yEQ], .. UJ/EZ] H ZEZ], . .’352]; uEQ]’ ceey ui;])’
tali che @ punti (x, Yy, YD), (x, Y12, . . YY) appartengano al campo D,
mentre su quast tutte le intersezioni di D con una parallela all’asse x ¢ per quasi
tutti gli x sia

3 (B ¥xse s ymizn, ooy 2yl ]y
@ du, -
i (x,ye, ymizn, -z d® o ul?) i
—- Sl = 2 G (0) | o) — il 1,
(j=I,"‘,7’;k——:I,"°,m>,
per tutte le r—ple (2., - -, 2) e per tutte le m—ple (ul'),- .., 2l3T), (2021, - ., 2402).,
Sotto queste ipotesi, se @; (¥i, ,Ym), (J=1,-++,7) sono r funzioni
continue nel campo
A: bxgyxgbllr f bmgymsé;ﬂ,
non puo esistere pin di una r—pla di funzioni
zx<x)y1)""y'n>: ) z"<x’yx)""ym>, <(x,y;;“',ym> n D),
tali che:
(I) ognuna di esse é continua,
(A1) ognuna di esse per quasi tutti gli (v, ,- - -, Ym) & funzione assoluta-

mente continua della sola x, ,

(1Y) per quasi tutti gli x di (0, a) e per tutte le m—ple ( YUl gy,
YV, VB, tali che ¢ punti (x, Y1), - -, y00) | (x, Y-, Vi) appartengano
a D, sono verificate le disuguaglianze

)

(5) & (@, P, YD) — g (x, Y, D) | ggmﬁ(x”yg]_y%d

(]:_ I ’...’r>’
ove Wi (x) sono rm funzioni quasi continue, non negative in (0, a) e tali che
in questp intervallo siano integrabili ¢ prodotti

(”)f'é<x>Lk(x)! (j=I,---,r;,é=1,---,m);
0 (X)Hi (%), (B=1, - ,m;j,i=1, --,7)
(V) esistono rm funzioni V3 (x) , (j=1,+-,7; k=1, - -, m) quasi conti-

nue, non negative in (0, a) e tali che in questo intervallo siano integrabili i prodotti
mfk(x>ijV(x> lFfV<x>’ (]= L, '77;'éyv =1 »’(' ”m)’

in modo che a ogni € >0 ad arbitrio corrisponde un 3, > 0, cosicché le disu-
guaglianze

SZ'(x:J'I'}’Sr,"',J’m‘I‘Sm) 92~(I,J/1,--~,y,”) '
7 j : .
(6) B _ W ST‘%(") g,
(j:I’...’r;ézl’...’m)
sono verificate per quasi tutti gli x e per ogni m—pla 3, ,---,3,, con |3,| <3,,

(v=1,---,m) e tale che i punti (x,y,+3,,- - -, ym+3n) appartengano al campo D;
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(V) su quasi tutte le intersezioni di D con una parallela all’asse x soddi-
sfano, per quasi twutti gli x, al sistema

Sz.(x’yl,...’ym)
) — =
0z ; oz ;
:fj-(x’yl,...’ym;zl<...)’...,gr(...);ﬁ_’...’@";), (]: 1,...,7)’
e tnoltre in ogni punto di A\ verificano le condizioni iniziali
(7) Zj(oyyx:"',ym)=<Pj(J’x,"',J/m>, <j=1""’7)0

2. OsSERVAZIONI. — Alla dimostrazione del teorema del n. 1, la quale
verra esposta nel n. 3, premettiamo qualche osservazione:
a) Se il sistema (1) ha la forma

dz; 2z, oz -
+gj(x,y1,..., m;Z:""’z)’ (j=1,---,m),

\

per la validitd del teorema di unicitd del n. 1 & sufficiente che (ferme restando
le ipotesi fatte sulle funzioni /;) le funzioni g; soddisfino a una condizione
analoga a quella relativa alla (16) del n. 5 di NV.J.L..

4) Tenendo presente anche 1'Osservazione fatta in &), si verifica facil-
mente che, per quanto si riferisce alle funzioni f;, le ipotesi del teorema del
n. 1 sono equivalenti a quelle della proposizione del n. 5 di NV.Z.L., la quale
stabilisce I'unicita della soluzione per i sistemi quasi lineari; peraltro, a mo-
tivo della condizione (IV) del n. 1 della presente Nota, il campo funzionale,
nel quale & valido il citato teorema di unicita del n. 5 di NV./.L., & pil ampio.

¢). Non ci soffermiamo su qualche lieve estensione, che puo essere arre-
cata alle ipotesi del teorema del n. 1

d) E ovvio che, se nel secondo membro della (3) si sostituisce al

m
termine H, (x) kz | ¥ — yll|e la somma kz Aji (x) | Y0 — g1 |e, con Ajs (%),
=1 R=1
(j=1,--,7;£=1,---,m) funzioni quasi continue, non negative e inte-
grabili in (0, @), non si ottiene alcuna estensione del teorema del n. 1, perché
dalla nuova disuguaglianza segue la (3) assumendo H, (x) = E 2 A (x).

D’ altra parte, se nello stesso secondo membro della (3) si sostltulsse alla

somma EH,; (x)| 2l —2l1| il termine H; (x) E | sl1 —2l21|, le condizioni di

validita del teorema stesso potrebbero subire qualche lieve restrizione, richiesta
dall’integrabilitd dei prodotti w; () H; (x), (f=1,---,m;j,i=1,---,7);
inoltre, sotto un certo punto di vista, la relativa dimostrazione potrebbe
essere pit lunga, perché, come si vedra al n. 3, B), il numero &/, definito
dalle (11) e da cui dipende il campo D', potrebbe divenire pili piccolo.

¢) E evidente che sussiste un’Osservazione del tutto analoga a quella
del n. 7 di N.J.L.

(7) 11 n. 3 forma oggetto della Nota II



