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Analisi matematica. —  Sopra un teorema di unicità per sistemi di 
equazioni a derivate parziali non lin ea ri(#). Nota I di S i l v i o  C i n q u i n i , 

presentata r#) dal Socio G. S a n s o n e .

In  un lavoro di qualche anno fa (I) ho dato  due teoremi di un icità per i 
sistem i di equazioni a derivate  parziali della forma

C O dx - f j \ x , y t t - ■ - , ym\ Zi  (• • •) . . y . N
■’ 9y J

Q II

M entre la prim a di tali proposizioni è valida nella classe delle soluzioni 
Zj =  Zj ( x , y x , • • - , y m) , ( j =  i , • • •, r) continue insieme con le loro derivate  p a r­
ziali del prim o ordine rispetto  alle variabili y x , • • •, y m (e tali z j (x , y x , • • •, y m) 
siano funzioni assolutam ente continue della sola x), il secondo teorem a (2> si 
riferisce al caso particolare, in cui il sistem a (i)  è quasi lineare, m a è più 
ampio il campo funzionale, nel quale esso è valido, nel senso che, m antenendo 
fisse le altre  ipotesi sulle funzioni zj (x , y z , • • •, y m), si suppone ^in luogo

dzj \
della continu ità  delle , (k =  i , • • », m)J che per quasi tu tti  gli x  esse 

soddisfino a una disuguaglianza del tipo
m

I z j (% . y[lì y%) —  z i { x , y[Ql,■ ■ ■,y%0  I ^  (x) I y lP  — y p  I
' k — i

Nel caso generale, in cui il sistem a ( i)  non è quasi-lineare, nessun u lteriore 
risu lta to  è s ta to  finora raggiunto , e p ertan to  è tu tto ra  aperto  il problem a di 
am pliare il campo funzionale, nel quale è unica la soluzione del problem a di 
C auchy relativo al sistem a (i): tale l’obiettivo delle presenti righe, nelle 
quali viene stabilito  per il sistem a ( i)  un nuovo teorem a di unicità, il quale, 
pu r non presentando la stessa generalità  di quello citato  per i sistem i q u asi- 
lineari, arreca un significativo con tribu to  al problem a in questione. A  tal 
riguardo è da soggiungere che, anche nel caso particolare, in cui le variabili 
indipendenti sono so ltan to  due, il r isu lta to  raggiunto nella presente ricerca è

(*) Lavoro eseguito nell’am bito dell’a tt iv ità  dei G ruppi di ricerca m atem atica del 
Consiglio Nazionale delle Ricerche (Gruppo n. 19).

(**) Nella seduta del 15 dicem bre 1962.
(1) S. CINQUINI, Sopra l'un icità  della soluzione dei sistem i d i equazioni a derivate parzia li 

del prim o  ordine, « Rend. Is titu to  Lom bardo di Scienze e L ettere », voi. L X X X V III, pp. 960- 
978 (1955). N d  seguito tale lavoro verrà indicato con N .I .L .  Segnaliamo una svista tipo­
grafica: a p. 972, riga 18 in luogo di x " — x ' <  y n si legga x " — x* <  1„ .

(2) Vedi N .I .L . , n. 5, p. 969: il teorem a è esposto nel caso in cui le variabili indi- 
pendenti sono soltanto due, ma, come è de tto  esplicitam ente a-p. 961,. esso sussiste qualun­
que sia il num ero finito delle variabili indipendenti.

2 7 . RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 6-
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più ampio di quello, che si o tterrebbe facendo appello all’artificio <3>, che tra ­
sform a il sistem a (1) in un sistem a quasi-lineare in m odo da po ter usufruire 
del teorem a di unicità  già stab ilito  per questi u ltim i sistemi.

L a dim ostrazione del presente teorem a è nell’ordine di idee, che sono 
andato  sviluppando nelle mie ricerche sulle equazioni a derivate  parziali ; 
e opportuni raffinam enti, in tro d o tti nel procedim ento approssim ativo già 
seguito, hanno consentito di superare le nuove difficoltà.

1. T e o r e m a .  -  Siano (x) , (k =  1 , • • • , m) m funzion i quasi-continue, 
non negative e in tegrab iline lV in terva llo  (o , aQ) con aQ f> o, siano bk^tik, 
(k =  1 , • • •, m) 2 m numeri reali con bk <  b'k, sia a il  massimo valore non supe­
riore ad aQ tale che, per ogni x  con o <-x << a, siano verificate le disuguaglianze (6)

X

r b'h — bh
(2) I Lk (u) du  < --------  , (k =  1 , • • •, m);

e si consideri i l  campo D definito dalle m fi- I disuguaglianze
X  X

D : o <  x  <  a ; bk +  I U  (u) du <L y k <  b’k —  / L k(u)du,  (k =  i , • • •, m ) .
o o

Siano f j ( x  ì y I ,• • •, y m ; zx , • • -,<sv Tu  ̂ ,• • -, um) , ( j  =  1 , • • -t r ) r  funzion i defi­
nite per ogni (x , y x , • • -, y m) del campo D e per ogni (r +  m )-pla d i numeri 
reali (zT , • • •, Zr ; uT , • • •, um), e- tali che nel loro campo d i definizione esistano

finite le derivale parziali , ( /  =  1 , • • •, r  ; k =  1 , • • •, ni).cUk
S i supponga che esistano due numeri positivi oc, (L con oc <; 1 , (3 <; 1 

e r (r +  m 2) +  1 funzion i H0 (x) ; H jì (x) , ( j  , /  =  1 , • • •, r) ; GJky (x) , 
(y =  1 , • • •, r  ; k , v == 1 , • • •, ni) quasi-continue, integrabili e non negative in 
(o , a) in modo che le disuglianze

(3) I f j ( x L] >r,li] . «[1] z[l] ; u[x] u[li) ■m s

— fij (x , y f i  , • • •, yM ; dfi , • • •, ; «w , • • •, I <

^ H 0 (x) ^ \ y lf i — y [fi ra.
+  2 H > * -w 'K , I - 4 aI £ = I

(y =  1 - • • •. r)

(3) Per questo artificio cfr. M. CINQUINI ClBRARIO, N uovi teoremi d i esistenza e d i unicità 
per sistem i d i equazioni a derivate parzia li, «A nnali Scuola Normale Superiore di Pisa», 
voi IX , pp. 65-113 (1955), in particolare n. 18, p. 100.

(4) Vedi N .I .L .  e anche S. CINQUINI, Un teorema d i unicità per sistem i d i equazioni 
a derivate parzia li del p rim o ordine. N ote I e II. « Rend. Accademia Nazionale dei Lincei », 
voi. X V II, pp. 188-191 e 339-344 (1954); S. CINQUINI, Sopra una fo rm a  p iù  am pia del p ro ­
blema d i Cauchy per i sistem i d i equazioni a derivate parzia li del prim o ordine, « Proceedings of 
the In ternational Congress of M athem aticians 1954 (Amsterdam ) », voi. I, pp. 447-449 ( 1957)•

(5) Anche nella presente N ota l ’in tegrabilità  va intesa nel senso di Lebesgue.
(6) Vale a dire nelle (2) per x  =  a può anche valere l’uguaglianza.
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siano verificate per quasi tutti g li x  d i (o , a) e per tutte le (2 m r)~pie

0 U <  • • - ; 4 I] - • • • - 4 I] ; «ì11 » • • • » «E3) - O t ]> • • • > y™ ; 4 2]- • • • > 4 2] ; *42]> ■■■> u^)>
tali che i punti (oc , yW , • • •, yW), (x , yW , • • •, yf f )  appartengano al campo D, 
mentre su quasi tutte le intersezioni d i D con una parallela all'asse x  e per quasi 
tutti g li x  sia

,  N df j  ( *  ».yx » • * • >y™ ; ^  » • • •,  zr ; u [1 ] , • • •,  u \f)
(4) duh

df j ( x  , y * , - ■ - ■ - , z r ; u [2], • • •, ^ ])
<  2 g ^ w i h i] - h 21 r .

U  =  1 » • • • > ^ ; k  =  1 , • • •, *»),

, • • •, Zr) e per tutte le m-ple (nifi , • • •, uff)  , ( u f  , • • •, uf f ) . 
Sotto queste ipotesi, ^  ?y ( j i  , • • •, ym) , ( j  =  1 , • • •, r) sono r funzion i 

continue nel campo
bx jKi bz , * * * > bm SlL ym S-L bm ,

?z<97z può esistere p iù  d i una r—pla d i funzion i

(% ì yi ì * • • ? y*n) ì ' * • 1 Zr (x ì y x y ' ' ' ì ym) y (fx , y 1 , • • •, ym) in  D), 
tali che:

(I) ognuna di esse è continua;
(II) ognuna di esse per quasi tutti g li (y, , • • •, y m) è funzione assoluta- 

mente continua della sola x;
(III)  per quasi tutti g li x  di (o , a) e per tutte le m-ple (yW  , • • - , y i]),

(.y \[21 - • • • - y [3 ’ tali che 1 Punti (x  - y[l]. • • •. y™) , (x  . y . • • •, y™) appartengano 
a D, sono verificate le disuguaglianze

m

(5) | *j \x  , y['l ,, • ■, yM) — zj {x , y l f  , • • •, j/M) I <  2  (x ) I y 1/ 1 — y I.
k = i  1

( j  =  1 » • • -,r),
ove iùjk (x) sòno rm  funzion i quasi continue, non negative in  (o , a) e tali che 
in questo intervallo siano integrabili i  prodotti

u>/k (x) Lk (x), ( j  =  i , • • •, r  ; k =  i , • • •, m);

o>a (x) H jì (x), (k =  i ■ - , m ; j  , i  =  i , • • •, r);

(IV) esistono rm funzion i Y ^  (x) , ( j=  i , • . . ,  r  ; k =  i , • • •, ni) quasi conti­
nue, non negative in (o , a) e tali che in questo intervallo siano integrabili i prodotti

(àjk (x) Gyiv(x) Yj?v (x), ( j  == i , • • •, r  ; k  , v =  i ,. . . ,  m),

in modo che a ogni z >  o ad arbitrio corrisponde un SQ >  o, cosicché le disu­
guaglianze

(6)
dzj (x , jKi +  S i, • : • ,ym +  Sm)

Wk

tej {x ,y  i ,- - - ,  y.m)
d? t  :

<  Y jk (x) s,

U  =  1 .• • •. r  ; k =  i ■ - ,m )
sono verificate per quasi tutti g li x  e per ogni m—pla 8t , 8m, con | 8V | <  §0, 
(v =  i , • • •, ni), e tale che i  punti ( x ,y x +  8X, • • - , y m-\-8f)  appartengano al campo D ;
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(V) su quasi tutte le intersezioni d i D con una parallela all'asse x  soddi­
sfano, per quasi tutti g li x, al sistema

,  v 3*y (*> y* , • • • > ym)
«  — — & — =

/  d Z j  d z  • \

f  j  » y-L y ' * ■ j y™ ) ( ■ * ■)>•■*> ^  ( • * * ) > > ' * * > j > (7 =  1 > * • * > 4)»

£ inoltre in ogni punto di A verificano le condizioni iniziali

(7) 2/ (o • ,^ « ) =  <?/ ( j ,  ,•••,:>/*), ( y = i , - - - , r ) .

2. O s s e r v a z i o n i .  -  A lla dim ostrazione del teorem a del n. 1, la cfuale 
verrà esposta nel n. 3 <7), p rem ettiam o qualche osservazione:

a) Se il sistem a (1) ha la form a

(O dx
r l ^ZJ dzj \

+g,-(x >yT >■ ■ ->ym ; z , >• ■ ■>*,)> U =  1 > • • • » » * ) ,

per la valid ità del teorem a di un icità del n. 1 è sufficiente che (ferme restando 
le ipotesi fa tte  sulle funzioni f  i) le funzioni g  soddisfino a una condizione 
analoga a quella re la tiva  alla (16) del n. 5 di N .I .L ..

b) Tenendo presente anche l ’Osservazione fa tta  in a), si verifica facil­
m ente che, per quanto  si riferisce alle funzioni /y ,  le ipotesi del teorem a del 
n. 1 sono equivalenti a quelle della proposizione del n. 5 di N .I .L . , la quale 
stabilisce l’unicità della soluzione per i sistemi quasi lineari; peraltro , a m o­
tivo della condizione (IV) del n. 1 della presente N ota, il campo funzionale, 
nel quale è valido il c itato  teorem a di unicità del n. 5 di N .I .L . , è più ampio.

c) . Non ci soffermiamo su qualche lieve estensione, che può essere arre­
ca ta  alle ipotesi del teorem a del n. 1.

d) È  ovvio che, se nel secondo m em bro della (3) si sostituisce al
m m

term ine H 0 (x) 2  | y[l] — y ^  |a la somma 2  A (x) | y [fi  — |a, con A,-* (x) ,
k =  \ k = x

( j  =  i , • • •, r  ; k =  1 , • • •, m)  funzioni quasi continue, non negative e in te ­
grabili in (o , a), non si o ttiene alcuna estensione del teorem a del n. 1, perché

r  m

dalla nuova disuguaglianza segue la (3) assumendo H 0 (^) -  J  2  Ay* ( x) .
j =  1 k = i

D ’altra  parte , se nello stesso secondo m em bro della (3) si sostituisse alla
r  r

som m a 2  Hy,- (x) | z{fi  —  z f̂i | il term ine Hy (x) 2  | 4*1 '— 4 2] I » condizioni di
t = i  i = i

validità del teorem a stesso potrebbero subire qualche lieve restrizione, richiesta 
dall’integrabilità dei prodotti <o,-* (x) Hy (x) , (k — 1 , • • •, m  ; j  , i  — 1 , • • •, r)\ 
inoltre, so tto  un certo punto  di vista, la re la tiva dim ostrazione potrebbe 
essere più lunga, perché, come si vedrà al n. 3, (3), il num ero a y definito 
dalle (11) e da cui dipende il campo D ', potrebbe divenire più piccolo.

è) È  evidente che sussiste u n ’Osservazione del tu tto  analoga a quella 
del n. 7 di N .I .L .

(7) Il n. 3 form a oggetto della N ota II.


