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N O T E  P R E S E N T A T E  DA SOCI

Analisi matematica. — D unicité des solutions d'un problème 
de Dirichlet generalise. Nota di Z o f ia  Szm ydt, presentata0 dal 
Socio M. P icon  e.

Dans sa N ote [i] G. F ichera a exam iné l’unicité des solutions d ’un p ro
blème de D irichlet généralisé, relativem ent, soit à une classe particulière de 
fonctions harm oniques, soit dans le cas où le dom aine fi, dans lequel la solu
tion est cherchée, est un cercle. D ans le théorèm e IV  de la N ote [4] j ’ai 
constru it une solution du problèm e en question (Problèm e D) dans le cas du 
dom aine fi pian, assez général. À  présent je vais dém ontrer q u ’il n ’existe pas 
d ’autres fonctions harm oniques qui vérifient les mèmes conditions aux limi- 
tes généralisées. Ce ré su lta t découle de l’isomorphisme en tre  un  sous-en- 
semble des fonctions harm oniques dans fi e t celui des distributions définies 
sur le contour de D.

1. N otation s. -  U ne courbe située dans le pian de la variable complexe 
z =  x  iy  sera désignée par 2  e t dite courbe simple ferrnée lorsqu’elle adm et 
la représentation param étrique : z =  z (s) pour o <  y <! L  où (i) z (s) est 
une fonction continue avec sa dérivée prem ière z (s) e t périodique de période 
L  (L >  o) ; (ii) z (si) =  z (si) avec o <i Si<. s2 <i~L si, e t seulem ent si, 
sx =  o e t y2 =  L. On suppose en plus que (iii) | z f (s) | — 1 lorsque o <Z s L. 
2  sera dite de classe Cn lorsque la fonction périodique z (s) est de classe Cn. 
Si en outre la dérivée z {n) (s) vérifìe la condition de Lipschitz, la courbe 2  
sera dite de classe C l . Nous dirons que la représentation param étrique 
z = z  (s) , o <  4 <C L de la courbe simple ferrnée de classe Cn est normale, lors
que z (s) est une fonction de classe Cn satisfaisant aux conditions (i)—(iii).

D ans la suite on désignera par p un nom bre positif, par r  un nom bre réel 
arb itra ire  e t par m  un  entier non négatif.

Soit fi le dom aine lim ité p ar la courbe 2  : z  =  z (s) , o <C <  L, et soit 
nz le vecteur norm al au po int z de 2  dirigé vers l’in térieur de fi. On désignera 
par 2 r la courbe : z  =  Zr (s) , o <  s <  ~L où Zr (s) =  Xr (s) +  iyr (s) et 
Xr(s) =  x  (s) — 'ry'.(s) , y r (s) —y  (s) +  rx (s). A  chaque fonction / ,  définie sur 
la coufbé z  =  Zr (s) on fait correspondre la fonction f r ( s ) = f [ z r (s)\, 
o <C s <z li.. Nous dirons que f  (z) est une fonction de classe Cm (2r), lorsque 
la fonction périodique fr  (s) est de classe Cm. On a :  2  =  2 OJ e t f = f Q.

Soit Dm (2) l’espace réel de fonctions ré e lle s /(^ )  e Cm (2), avec la norm e
m ^

définie par la ì formule : ,||/|| =  2  rnax | / ° ( ^ ) | -
k —o o <  s <  L (*)

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1962,
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On désignera par F  , G les distributions d ’ordre < m ,  c’es t-à -d ire  les 
élém ents du dual Dm (2).

Soit 2  une courbe simple fermée de classe C* et r Q un  nom bre positif 
assez p e tit afin que, pour chaque o < r < r Q, la courbe 2r résulte fermée, 
e t telle que Zr ( s f  =  Zr (s2) avec sz << j*2 si, e t seulem ent si, sz =  o et s2 =  L. 
Supposons que u eC° (2r) , o <  r <  r Q. On désignera par tyur ( z f  la solution 
de Féquation intégrale :

et par (pur (zé) celle de Féquation :

U ( fr ) log | Zr —  Kr | dS,r—  7T9 ( fr) .

Soit Em (O) Fespace des fonctions u (z) harm oniques dans le dom aine fi 
e t telles que la fonction

sup
^ D w(2)

J P(ZQ) ^«e ( V d%
SQ

WPW où p  f i Q) =  p  (z) lorsque z € 2

résulte bornée dans Fintervalle o <  p <  rQ.
D ’̂ utre p a r t soit K.m (2  , + )  l’ensemble des fonctions q ay an t les prò- 

priétés suivantes : (a) q 6 Cm (2 r) pour chaque o <  r  <  rQ ; (b) lim qfi (s) =
r  o

&  (s) avec i  W  =  9 \Zr (J)] 1 j  — 0 » I , • • *, m, uniform ém ent dans Fintervalle 
ò <   ̂ <  L.

2 . Jfroblème D. -  Soit donnée une d istribution F eD m (2). On cherche une 
fonction u, harm onique a l ’in térieur du dom aine Q, vérifiant la condition aux 
lirhites généralisée :

( 0  / 9 fa?) u fio) dsz =  F [q (z)\ pour chaque q e K m (2  , - f )  .
G - > o  ./ y

ThÉORÈME. — Supposons que 2  soit une courbe simple fermée de classe 
C/*+3. Soit F  e D w (2). La form ule :

(2) G [ / ]  =  F  [cp/o (0 )] lorsque / e D „  (2)

definii une transformation biunivoque S de Vespace Dm (2) en lui~mème. La  
transformation inverse S—1 est donnée par :

(3) F  M  =  G [$?] où <J>? (£) =  f q  (/) —  log | z —  £ | d r, —  ng (K)
J cn'(s
2

pour chaque qe  D « (2 ) .
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(4)

S i  G e D m (S), la fonction u (z)y dèfinie p a r la form ule :

au (z) =  G dny lo g |# -— K\ lorsque ze £ l

vérifie la condition aux limites généralisèe :

(S) lim / q (z ) u (z )  dsg =  G [®*] pour chaque K w (S , + ) .
Q —>o ,/  W W y

L a  transformation  T, dèfinie p a r  (2) (4) Visomorphisme des espa-
ces linéaires D'm (2 ) E m (Q). SW  inverse est donnée p a r  (1).

Zé? Problème D admet une et une seule solution . Z /Z  est donnée p a r  (4) 
où la fonctionnelle G ^  dèfinie p a r  (2).

Remarque. -  D ans le théorèm e IV  de (4) nous avons dém ontré F existence 
et Punicité des solutions du Problèm e D dans la classe H m (Q) de fonctions 
u (z) de la forme (4). V u que cette classe de fonctions est un sous-ensem ble 
propre de l ’ensemble de toutes les fonctions harm oniques dans le dom aine Q, 
le present ré su lta t est plus général que le précédent. En outre il découle de 
no tre  Théorèm e que les ensembles E m (Q) et H m (Q) coincident.

Nous nous baserons dans la suite sur six lemmes, dont le prem ier peut 
ètre dém ontré pareillem ent ,au lemme 2 de [3].

Lemme i, -  Choisissons arb itra irem ent une représentation param é- 
trique norm ale z  =  z  (s) , o <  ^ <  L  de la courbe simple fermée 2  de classe 
Cm + 3. Soit Zr — Zr (s) ,£>r = Z r  (<j).

Il existe alors des constantes A > 0  et pG , o <  pG <  r Q ainsi que les fonc
tions Qi (s , cr) , (i =  1 , 2) ; Ry (s , a) , ( j  =  1 , 2 , 3), de classe Cm dans Pen- 
s e m b le ----o o < ^ < o o , — o o <  a <  00 telles que

_  log | 5-, —  Kr Qi (s , q) 4- rQ2 (s , a)
Ri (s  , a) +  rR2 ( s  , *7) +  r2 R3 (s , a) lorsque y =j= cr,

et que R x (s , cr) +  r R 2 (s, cr) +  r 2 R 3 (s , cr) >  A lorsque o < A  <  L , L /5 <  cr 
<  4 L / 5i e t o < r  <  pa .

Lemme 2. -  Soit # =  # (L>, o <; y <C L, une représentation param é- 
trique norm ale a rb i t ra le  de la courbe simple fermée 2  de classe Cm+3. A  
chaque r, o <  f  fC pG correspond une fonction Sr (cr, s).y continue dans le 
carré I I :  o < ^  < L , o < d < L  et telle que si p  (zr) e C° (Sr) et 9 ^  (s) =  
9pr[zr (j)], Fidenti té suivante a lieu :

(6) 0 ) =  (?) ~  ^  jj> r (s) S , (<T , s) ÒS lorsque o <C cr < C L .

Les fonctions 3  r (cr , s) adm et ten t des dérivées et on a :

(7) = ^ 7S o ^ ’ 'r ) ’ J = 0 , 1 ,  ■ ■ . , m.

uniform ém ent dans le rectangle : o  <  j  <  L  , L/5 <  <7 <  4L /5 .
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Demonstration. -  Soit N (£■, zr) la fonction égale à — ~  log | zr —  & |

lorsque zr = |= C- e t continue pour tous les zr , ^  e S , . L a solution fj>r (s) de 
l ’équation :

L

(8) ^ p r  (<j) =  J (j) N [Z r  ( Ó )  , Zr (j)] dS ---~ P r  ( G)

o

peu t etre mise sous la forme (6) où Er (g , s) désigne le noyau résolvan t de 
l iq u a tio n  (8). E n vertu  des formules de Fredholm  qui donnent rexpression 
analytique de la resolvante on constate que S r (a., s) est une fonction continue 
dans II e t en s’ap puyan t de plus sur le Lem m e i on dém ontre les relations (7).

LEMME 3. -  Si 2 est une courbe simple fermée de classe O + 3 et si 
p  e K m (2 , + ) ,  la fonction : q  (zr) =  9 ^  (zr) lorsque zr e Zr , o <  r  <  pG,
appartien t aussi à l ’espace K m (2  , + ) .

Demonstration. -  Soit z =  z (s) , o <  ^ <  L  et z =  z* (t) , o <  t  <  L  où 
<8’* (T) ~  2 (T L /2) deux représentations param étriques norm ales de la 
courbe 2 . Soit (a) =  cppr [zr (a)] e t cpPr (t)  =  cppr. [z* (t)]. Il résulte du 
Lem m e 2 que les dérivées $ $  (or) , (t) , j  =  o , 1 , • • •, m  ex istent ; elles
sont continues dans les intervalles L /s  <  d <  4 L/5 et L/5 <  t <  L  respecti- 
vem ent et on a en outre :

(9) lim 9 ^  (cr) =  9^0 (g) uniform ém ent lorsque L/5 <  <7 <  4 L /5 ,
e - >  o

(10) lim 9 ^  (t) == 9 ^  (t) uniform ém ent lorsque L/5 <C t  <C 4 L/5 .
Q->°

$  ' g dp ;
Vu que - j- j 9pr (t) =  §pr ( t  +  L/2), la fonction cpPr (Zr) ap p a rtien t à la

classe Cm(Zr) e t d ’après les relations (9) et (io) on a :  lim 9(f) (a) =  9 ^  (cr),
q —> ° pQ po

j  == o , 1 , • • •, m, uniform ém ent dans l’intervalle o <  a  <  L. Le Lem m e 3 
se troiuve ainsi dém ontré.

V oid  encore le lemme sui van t :
Lemme 4. -  Si 2 est une courbe simple fermée de classe Cm+3, l ’espace 

E w (£2) coincide avec celui des fonctions u  (z) harm oniques dans £2 et telles 
que la fonction:

f U(Ze)Vj!,g (Ze) d\

(11) sup — ------- jr—T|------------ où p  (ze) =  p  (z) lorsque ^ € 2  ,
P£  DW(S) \ \P II

résulte bornée dans rin te rv a lle  o <  p <  pG. On a en outre (l) :

(12) j  u  (zQ) (zq) dr*e =  j  p  (ze) <J>«e (ze) d ^ e lorsque O <  p <  p„.

(1) Là relation (12) se laisse démontrer aisément si fon s’appuie sur les definitions des 
fonctions 9Ur(zr) et <pur (zr), données dans le paragraphe 1. La première thèse du Lemme 4 
est une consequence immédiate de la relation (12).
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Lemme 5. -  Si 2  est une courbe simple fermée de classe Cm+3, à cha- 
que u E E m (£2) correspond une fonctionnelle G 6 D m (2 ) telle que u (z) =

9 nY log lorsque z  E £2.

D emonstration. -  Supposons que u  E E m (£2) e t considérons dans l’espace
Dm (2 ) une fami!le, dépendante du param ètre p, des fonctionnelles GQ [v] =

r ds
v (Q (ZQ) d s ^ .  V u notre hypothèse, la fonction ||G e || est

bornée dans Tintervalle o <  p <  p0. Il existe done (2) une suite {p*} et 
une fonctionnelle G g D w (2 ) telles qu e: lim p* =  o, lim GQn [v\ =  G [v\

3pour chaque v E D m (2 ). Soit : z 0E Q , vn (Q =  log | >̂Qn — z Q\ e t v (Q =
9 ^

log | £ — #0 | • A tten d u  que : lim vn (Q — v (Q dans Tespace D m (2 ), on
K, n —> 00

a : lim Ge% \vn] =  G [v\, c’e s t-à -d ire  :
n —> 00

lim
n —>  00

ìoS  I --- dvTr =  G
dn<r log I X ■

Le Lem m e 5 en résulte car u (z) =  j  ( ^  —  log | — z \ dslQ pour cha-

que z  situé à l’in térieur du dom aine lim ité par la courbe 2 Q.
Lemme 6. -  Soit 2  une courbe simple fermée de classe Cm+3 e t soit 

u (z) une fonction continue dans le dom aine £2. Supposons que F e D w (2) 
e t que la relation ( 1) soit satisfai te.

Dans ces hypothèses la fonction ( r i)  est bornée dans l’intervalle 
o < p ^ p c .

Demonstration. -  Soit p  ED m (2) e t p  (zQ) =  p  (z) lorsque z  e 2  e t  
° <  p <  Po • Vu que (pPQ (zQ) dépend linéairem ent de p , la fonctionnelle F Q[p\ =

/ m (zQ) <ppo (zq) d^ est linéaire. En s’appuyan t sur le Lem m e 2 on dé-
./

m ontre aisém ent que FQ [p] E Dm (2). D ’autre  p a r t il résulte de l’hypo- 
thèse ( 1)-et du Lem m e 3 que : lim FQ \p\ =  F  [<p (z)] pour chaque pE Dm (2).

Q-̂ O P°
En vertu  du théorèm e de B anach-S teinhaus (3) il existe done une constante 
M telle qu e : J F Q || < M  lorsque o< ; p <C pQ, ce qui entrarne no tre assertion.

Demonstration du Théorème. -  C ’est en u tilisan t le Lem m e 2 q u ’on prouve 
facilenient que <p/o (z) E Cm (2) (4) lorsque /  E Cm (2) e t que la fonctionnelle G, 
définie par (2) app artien t à l’espace D'm (2). D ’autre  p art, d ’après le théo
rèm e II de [4], Qg E Cm (2) lorsque q  E Cm (2) et la relation (5) est satisfaite.

(2) Cf. [1] p. 123.
( 3) Cf. [1] p. 123.
(4) Cf. aussi le Lemme 3 de la présente Note.
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L ’équation f  =  o ù / c D m(2T), ayan t une solution unique q — on 
en déduit que la transform ation S est biunivoque et que son inverse est donnée 
par (3).

En vertu  des Lemrnes 6 e t 4 chaque solution du Problèm e D appartien t 
à 1’espace E m (£i) e t diaprès les relations (5) et (3), la fonction u  (#), définie 
par (4), où la fonctionnelle G est donnée par (2), est une solution du Pro
blème D. Il en résulte : i° l’image de la transform ation T, définie dans
D m (H) par (2) et (4), est contenu dans E m (O) ; 20 la transform ation  T  est 
biunivoque e t T —I est donné par (1). C ’est en se basan t sur le Lem m e 5 q u ’on 
com plete la dém onstration du Théorème.
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