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NOTE PRESENTATE DA SOCI

Analisi matematica. — L'unicité des solutions d'un probléme
de Dirichlet généralisé. Nota di Zoria Szmypr, presentata ) dal
Socio M. Picows.

Dans sa Note [1] G. Fichera a examiné l'unicité des solutions d’un pro-
bleme de Dirichlet généralis¢, relativement, soit & une classe particuliére de
fonctions harmoniques, soit dans le cas ol le domaine £, dans lequel la solu-
tion est cherchée, est un cercle. Dans le théoréeme IV de la Note [4] jai
construit une solution du probléme en question (Probléme D) dans le cas du
domaine Q plan, assez général. A présent je vais démontrer qu'il n’existe pas
d’autres fonctions harmoniques qui vérifient les mémes conditions aux limi-
tes généralisées. Ce résultat découle de I'isomorphisme entre un sous—en-
semble des fonctions harmoniques dans Q et celui des distributions définies
sur le contour de Q.

1. NOTATIONS. — Une courbe située dans le plan de la variable complexe
2z = x + ¢y sera désignée par X et dite courbe simple fermée lorsqu’elle admet
la représentation paramétrique: z =2z (s) pour o << s << L ou (i) z(s) est
une fonction continue avec sa dérivée premiére 2’ (s) et périodique de période
L@L>o); (ii) z\(s,) =2z(s,) avec 0<s,<<s, <L si, et seulement si,
s; = o0ets, = L. On suppose en plus que (iii) |2’ (s) | = 1 lorsque o < s < L.
2 sera dite de classe C* lorsque la fonction périodique z (s) est de classe C”.
Si en outre la dérivée #™ (s) vérifie la condition de Lipschitz, la courbe X
sera dite de classe C;. Nous dirons que la représentation paramétrique
z=z(s), 0 << s << L de la courbe simple fermée de classe C* est normale, lors-
que 2 (s) est une fonction de classe C* satisfaisant aux conditions (i)—(iii).

Dans la suite on désignera par p un nombre positif, par » un nombre réel
arbitraire et par » un entier non négatif.

Soit Q le domaine limité par la courbe X: z =2z (s),0 <s < L, et soit
n; le vecteur normal au point z de X dirigé vers 'intérieur de Q. On désignera
par %, la courbe: z=2(s),0<s<<L ou =z (s) =2 (s) 4 2yr (s) et
xr(s) =x () — 1y (), yr (s) =y () + 7x’ (s). A chaque fonctlon Jf, définie sur
la- courbe z =2 (s) on fait correspondre la fonction y2 () =fler (5)],
0 < s < L. Nous dirons que f(2) est une fonction de classe C” (Zr) lorsque
la fonction périodique (s) est de classe C”. On a: X = %, et f = fo.

Soit D, (Z) 'espace réel de fonctions réelles f (z) € C” (X), avec la norme

définie par la: formule: |f] = ¥ max ]ﬁ’i) .
k=0 0<s<L

(*) Nella seduta del 15 dicembre 1962.
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On désignera par F, G les distributions d’ordre < m, c’est-a~dire les
éléments du dual D, (%). ‘

- Soit X une courbe simple fermée de classe C; et 7, un nombre positif
assez petit afin que, pour chaque o <7 <7, la courbe I, résulte fermée,
et telle que 2 (s,) = 2 (s,) avec s, <s, si, et seulement si, s, = 0 et s, = L.
Supposons que % €C° (%)), 0 <7 <7,. On désignera par {,, (2r) la solution
de I’équation intégrale:

u (cr — /LIJ (Zr) 97912 lOg !Zr _— Cr ’ d.S‘gr'—TC‘-IJ (C”>
E.r

et par ¢, (2) celle de I’équation :

u @) = / ¢ (2) ait log |zr — & | ds,, — 7o (T)).

b

v

Soit E. (Q) I'espace des fonctions # (2) harmoniques dans le domame Q
et telles que la fonction

[ 2 by (2 sy
=

sup  —f— ol p(z) =p(2) lorsque z€XZ
seD, (%) 21l

résulte bornée dans Pintervalle o< p < 7,.

D’autre part soit K” (X, 4) I’ensemble des fonctions ¢ ayant les pro-
priétés suivantes: (a) g €C” (3,) pour chaque o <7 < r,; (b) lim g (s) =
ff)/’) (s) avec ¢, (s)=gq [2 (s)] ,j=0, 1, -+, m, uniformément dans lintervalle
o<<s<<L.

2. Probléme D. — Soit donnée une distribution F €D), (X). On cherche une
fonction #, harmonique & l'intérieur du domaine Q, vérifiant la condition aux
limites généralisée :

(1) lim [ q (29 u (29) ds;y = F[g ()] pour chaque g€K”(Z, ).
e—>o.
e

THEOREME. — Supposons que T soit une courbe simple fermée de classe
Crmts, Soit F €D, (Z). La formule:

) G[fl1=F[p,(] lorsque feD, (%)

définit une transformation biunivoque S de Pespace Dm () en lui-méme. La
 transformation inverse S—* est donnée par:

®  Fl=G[® o 0,0 =g
b

—mg (O

pour chaque ¢€D,, ().
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St G €D, (), la fonction u(2), définie par la formule :
(4) u(z):G[gz— log|z————C|] lorsque z€Q
9
vérifie la condition aux limites généralisée :

(5) liin [q (2w () ds;, = G [®)]  pour chaque geK” (X, +).
e s,

La transformation T, définie par (2) et (4) établit Iisomorphisme des espa-
ces linéaires D,, (Z) et Em (Q). Son inverse T—* est donnde par (1).

Le Probleme D admet une et une seule solution. Elle est donnée par @)
o la fonctionnelle G est définie par (2).

Remarque. — Dans le théoréme IV de (4) nous avons démontré existence
et I'unicité des solutions du Probléme D dans la classe H, (Q) de fonctions
# (2) de la forme (4). Vu que cette classe de fonctions est un sous—ensemble
propre de 'ensemble de toutes les fonctions harmoniques dans le domaine Q,
le présent résultat est plus général que le précédent. En outre il découle de
notre Théoréme que les ensembles E, (Q) et H, (Q) coincident.

Nous nous baserons dans la suite sur six lemmes, dont le premier peut
étre démontré pareillement au lemme 2 de [3].

LEMME 1. — Choisissons arbitrairement une représentation paramé-
trique normale # = 2 (s), 0 << s <L de la courbe simple fermée ¥ de classe
Cr+3. Soit zr =2 (5), & = 2 (o).

Il existe alors des constantes A >0 et p,,0< p, < 7, ainsi que les fonc-
tions Qi (s,0),({=1,2); Rj(s,0),(j=1,2,3), de classe C” dans I'en-
semble —oo<C s < 00, —oco<C 6< 00 telles que

Q: (5,0) +7Qa (s, 5)
Ri(s,0) +7Ra(s,3) +72R;(s, 0)

S'Ln‘; log |2 — & | = lorsque s-=-o
et que R, (si, o) + 7R, (s, 0) + 7 Ry(s,0)=>A lorsque o <s<L,L/s<c
<4L/s et o<r <op,.

LEMME 2. — Soit z=2(s), 0<{s<<L, une représentation paramé-
trique normale arbitraire de la courbe simple fermée X de classe C7+3. A
chaque 7, 0 <7 < p, correspond une fonction E, (s,s), continue dans le
carré II: o <s <L,0<o <L et telle que si p(z)€C° (%) et G (s) =
@p [2r ()], l'identité suivante a lieu:

(6) by (0) = —‘:;j’f (6) — %/ﬁr (s)Er(o,5)ds  lorsque o<<o<L.
Les fonctions E, (o, s) admettent des dérivées et on a:
7 YA )
@) lim—a—.EQ(O',s):/ -, (6,5), j=o0,1, - -,m,
e—>o s’ : 9s’ ' )

uniformément dans le rectangle: o<s<L,6 L/s <o <<4L/s.
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Démonstration. — Soit N (¢, 2) la fonction égale é% % log | &» — ¢ |

lorsque 2 ==, et continue pour tous les z, { € %,. La solution (s) de
I’équation :

®) by () = ] W N[5 (0), 5 ()] 2 ds—L 3, (o)

peut étre mise sous la forme (6) out &, (5, s) désigne le noyau résolvant de
I'équation (8). En vertu des formules de Fredholm qui donnént I’expression
analytique de la résolvante on constate que E, (5, s) est une fonction continue
dans II et en s’appuyant de plus sur le Lemme 1 on démontre les relations -

LEMME 3. — Si X est une courbe simple fermée de classe C”*+3 et si
peK”(Z, +), la fonction: ¢ (ar) = @p (2) lorsque z €3 , 0 <r < Pos
appartient aussi a l'espace K” (X, +).

Démonstration. — Soit z =z (s),0 <s <L et s =2*(7),0<7t <L ou
) ==z(t —I—L/z) deux representatlons paramétriques normales de la
courbe . Soit §4 (6) = gp [2 (6)] et &y (r) = (ppr [=F (T)] Il résulte du
Lemme 2 que les dérivées 45 (o), <T>(/) (),7=o0,1,--+,m existent; elles
sont continues dans les intervalles Lis<o< 4L/5 et L/5 << 7 << L respecti-
vement et on a en outre:

(9) lim %) (¢) = 35 (o) uniformément lorsque L[5 <o < 4L/3,

Q —>o

()

(10)  lim §%) (v) = &%)
Q—)

(v) uniformément lorsque L[5 <7 <<4L/5.

Vu que i c:@;w (7) = —‘—ii— $s (v + LJ2), la fonction ¢4 () appartient a la
classe C™ (27) etd’ apres les relations (9) et (10) on a: hm cp(’) (@) = & (o),

j=0,1,---,m, uniformément dans lintervalle o < c < L. Le Lemme 3
se. trouve ainsi démontré.

Voici encore le lemme suivant:

LEMME 4. — Si X est une courbe simple fermée de classe C™*3, I’espace
Ex () coincide avec celui des fonctions # (2) harmoniques dans Q et telles
que la fonction:

/u (2) 949 (2) sz, ;
(11) sup %o ou p(z) =p(2) lorsque z€X,
#€D,, () 121

résulte bornée dans l'intervalle 0 << p < g,. On a en outre

(12) /u (20) Pre (70) ds, = / 2(2) Yua (e s, lorsque 0 < p < p,.
EQ =
(1) La relation (12) se laisse démontrer aisément si l'on s’appuie sur les définitions des
fonctions oy, (2,) et Yy, (2,), données dans le paragraphe 1. La premidre thése du Lemme 4
est une conséquence immédiate de la relation (12).
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LEMME 5. — Si X est une courbe simple fermée de classe C”+3, 4 cha-
que % € E», () correspond une fonctionnelle G €D, (2) telle que #(s) =

G [;— log |z —¢ |] lorsque z € Q.

Démonstration. — Supposons que % € E,, (Q) et considérons dans I'espace

D, () une famille, dépendante du paramétre p, des fonctionnelles G, [¢] =
d

/ v (©) Y &) ;fg dsc. Vu notre hypotheése, la fonction |Gy | est

. 3

b

bornée dans l'intervalle o << p < p,. Il existe donc ® une suite {p,} et

une fonctionnelle G €D,, (X) telles que: lim g, =0, lim Gy, [7] = G [7]

pour chaque v € D, (Z). Soit: z,€ Q, v, ({) = —a—i— log |Gy, —2.| et v () =
3

5%; log |{—2z2,|. Attendu que: ji;noov,, (@) = v () dans l’espace D, (Z), on

a: limGq [vs] = G [7], c’est-a—dire:

7—> 00

. [ 3 3
hm } q)”Qn <C9ﬂ>% log ‘ CQn — % ’ d‘Yth = G |:~9”_t ]'Og | C ——ZOI :

Q,

Le Lemme 5 en résulte car # () = [ Do (Cg)%log | ¢, —#| dsg, pour cha-
Zo

que ¢ situé a lintérieur du domaine limité par la courbe Z,.

LEMME 6. — Soit £ une courbe simple fermée de classe C”*3 et soit
# (2) une fonction continue dans le domaine Q. Supposons que F €D,, ()
et que la relation (1) soit satisfaite. ,

Dans ces hypothéses la fonction (11) est bornée dans Iintervalle
o< p < po- '

Démonstration. — Soit p €D, (T) et p(z) = p(2) lorsque z€X et
0<<p =< po. VU que 94 (2,) dépend linéairement de p, la fonctionnelle F,[p]=

/ 2 (2) Pso (20) ds, est linéaire. En s’appuyant sur le Lemme 2 on dé-
. e

Zg

montre aisément que F,[p] €D, (). D’autre part il résulte de I’hypo-
these (1) et du Lemme 3 que: lim F, [p] = F [¢,, (#)] pour chaque p€ Dy (Z).
Q—>o

En vertu du théoréme de Banach-Steinhaus ® il existe donc une constante
M telle que: | F, | <M lorsque o< p < po, ce qui entraine notre assertion.
Démonstration du Théoréme. — C’est en utilisant le Lemme 2 qu’on prouve
facilement que ¢, (2) €C” (Z) ¥ lorsque f €C™” () et que la fonctionnelle G,
définie par (2) appartient a l’espace D,, (Z). D’autre part, d’aprés le théo-
reme II de [4], @, €C" (Z) lorsque ¢ € C” (Z) et la relation () est satisfaite.
(2) Cf. [1] p. 123.
(3) Cf. [1] p. 123.
(4) Cf. aussi le Lemme 3 de la présente Note.
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L’équation f = ®@,, ou f €D, (), ayant une solution unique ¢ = ¢, , on
en déduit que la transformation S est biunivoque et que son inverse est donnée
par (3).

En vertu des Lemmes 6 et 4 chaque solution du Probléme D appartient
a lespace E. (Q) et d’apres les relations (5) et (3), la fonction # (2), définie
par (4), ou la fonctionnelle G est donnée par (2), est une solution du Pro-
bleme D. Il en résulte: 1° I'image de la transformation T, définie dans
Dw (Z) par (2) et (4), est contenu dans E, (Q); 2° la transformation T est
biunivoque et T—* est donné par (1). C’est en se basant sur le Lemme 5 qu’on
compléte la démonstration du Théoréeme.
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