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RENDICONTI
DELLE SEDUTE

DELLA ACCADEMIA NAZIONALE DEI LINCEI

Classe di S cienze fisiche, m atem atiche e naturali

Seduta del 15 dicembre igÓ2 

Presiede i l  Presidente G i n o  C a s s i n i s

N O T E  D I  S O C I

Analisi matematica. — Sulle equazioni a derivate parziali del 
secondo tipo misto. N o ta (#) del Socio F r a n c e s c o  G ia c o m o  T r ic o m i .

1. I m oderni studiosi delle equazioni a derivate parziali, per lo più si 
occupano di equazioni (o sistem i) com plicate o soggette a condizioni eccessi­
vam ente generali, su cui si pongono (e ta lvolta risolvono) dei problem i spesso 
artificiosi, cljie sogliono provocare dei com m enti poco benevoli da p arte  
dei cultóri di m atem atica  app lica ta  che, per caso, ne vengono a conoscenza. 
Q uesto po trebbe far credere che lo studio dei classici « problem i al contorno » 
per equazioni del genere di quelle che si presentano nelle applicazioni 
(e loro ragionevoli generalizzazioni) sia com pletam ente esaurito, m entre ciò 
non è. Esistono invero in tere classi di equazioni a derivate parziali di no te­
vole interesse applicativo, su cui poco o nulla si sa. Per esempio, questo si 
può dire per le equazioni (di second’ordine) del secondo tipo misto che, nelle 
condizioni più semplici possibili, sono equazioni della form a

( 0 X 1 dx2 ^  dy2 —  °>

essendo n un in tero  positivo.
Lo studio di queste equazioni fu iniziato, m olti anni or sono, dall’allora 

m ia A ssistente M aria C ibrario (ora Sig.ra Cinquini) che però, nel caso p a r ti­
colarm ente in teressante di n dispari, non giunse a risu lta ti in qualche m odo

(*) P resen ta ta  nella seduta del 15 dicembre 1962.

26. — RENDICONTI 1962, Voi. XXXIII, fase. 6 .
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esaurienti che nel caso n — 1 (I). Invece nell’Aerodinam ica transonica (2) si 
presentano equazioni del tipo (1) in cui n non è neanche intero, precisam ente 
è n =  1/2.

Posto per brev ità 
(2) x [r] =  \ x \ r • sgn

interesserebbe dunque (con una ben spontanea generalizzazione) 
delle equazioni del tipo

J r ]  d2Z d2Z
dx2 dy2(3) X =  o ,

lo studio*

dove r  è un  num ero reale positivo, che conviene supporre m inore di due.

L a  presente breve N ota ha principalm ente lo scopo di richiam are 1’.at­
tenzione degli studiosi su questa interessante classe di equazioni, indicando, 
a titolo d ’esempio, una delle loro più im portan ti proprietà: un  teorem a di 
un icità di un genere un po’ insolito.

(t) I numerosi lavori della prof. Cinquinr-Cibrario sulle equazioni di tipo misto, si 
trovane elencati, e parzialm ente riassunti, nella sua conferenza: Equazioni a derivate parzia li 
d i tipo m isto, in « Rend. Seminario M at. Fis. M ilano», 25, 18-40 (1953-54).

(2) Vedi: F. G. Tricomi, Transsonische Strómungen und  Gleichungen des zweiten gemiseli- 
ten Typus, nei rendiconti (in corso di stam pa) del Sym posium  Transsonicum  di Aachen (sett. 
1962).
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2. L ’equazione (3) è visibilm ente di tipo ellittico nel sem ipiano ' x  >  o, 
di tipo iperbolico nel sem ipiano x  << o, e gode della basilare proprie tà che 
tutte le sue soluzioni sufficient entente regolari (3) si riducono a funzion i lineari 
di y  sulla « linea parabolica » x  — o, su cui l’equazione si riduce a d2z/$y2 =  o. 
Q uanto  alle sue ca ratteristiche (reali nel sem ipiano iperbolico x  << o), la 
loro equazione differenziale è

(—  x)r dy2 —  dx1 =  o,
donde segue subito

>- y  —  %  =  t 1 — rjz

essendo y Q una costante arb itraria . Quindi, se è 

(4) o <  r  <  2,

come qui vogliamo supporre, tali caratteristiche sono tangenti alla linea p ara ­
bolica nel pun to  (o , y 0) in cui vanno a finire su di essa e presentano l’aspetto  
indicato nella parte  sin istra della figura precedente, che si riferisce partico lar­
m ente al caso r  =  1/2. (Nel caso r — 1 tali caratteristiche sono delle ordina­
rie parabole).

3. L a circostanza che le soluzioni regolari della (3) si riducono necessa­
riam ente a funzioni lineari sulla linea parabolica, lascia in travedere che, per 
l’equazione in discorso, dovranno valere dei teorem i di esistenza ed unicità 
so tto  condizioni m eno im pegnative del consueto, per esempio, per le equa­
zioni del prim o tipo misto. A  giustificazione di ciò, ci lim iterem o a far qui 
vedere che alla (3) può estendersi l ’insolito teorem a di un icità  d im ostrato  
dalla C inquini-C ibrario  nel caso r  =  1 e cioè che:

Detta c t^na « qualsiasi » curva (4) del semi piano ellittico (x f> o), terminante 
nei due punti A  =  (o , a) e B == (o , (3) della linea parabolica (con oc <C (3), 
nel dominio D compreso fr a  tale curva, e il segmento AB dell'asse y , non può 
esistere p iù  di una soluzione « regolare » (5) delV eqtiazione (3), con o < r  <  2, 
assumente assegnati valori sulla curva c soltanto.

In fa tti farem o vedere che, se una siffatta soluzione si annulla sulla curva c, 
essa è necessariam ente nulla in tu tto  il dominio D.

(3) La cosa essenziale è che risulti

lim
X  —> 0

== O.

(4) Q uestà curva po trà  avere lo stesso grado di generalità di quelle che intervengono 
nella classica téoria delle equazioni di tipo ellittico; in ispecie dovrà essere lecita l ’applica­
zione che è da farsi del lem m a di Gauss.

(5) Essenzialm ente si richiede che la funzione z sia continua anche al contorno di D, e 
che esistano le derivate e gli integrali che dovranno essere considerati.
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A ll’uopo giova m oltiplicare l’equazione, che nel semipiano 
la form a

.r “
dx2

, -o Z

x  >  o assume

per la q u an tità  x x~ rz (6) e servirsi delle iden tità
3
dx

XZ
d Z
dx

1
2 '1 =

XZ dx2 +  x dz
dx

d
dy —  X 1 r Z

32 z  
dy2' +  x ' - r dz \ 2

w ) '

le quali perm ettono di scrivere che

Ciò posto, integriam o duplicem ente nel dominio D applicando il lem m a di Gauss; 
avrem o così

* ( £ ) ■ + *1_
dz \ 2' 
dy dx dy  -f- xz dz

dx
I. s )^L + (x'~rg * ) ± '

dn dy J dn d s = O,
c+BA

m a sulla curva c si ha z — o m entre sul segm ento BA si ha
dx  _ dy
dn 1 dnX  =  O O,

dunque la precedente id en tità  può più semplicemente scriversi
A

B asta questo -  considerato che am bo gli in tegrandi sono essenzialm ente non 
negativ i — per concludere che deve necessariam ente essere

=  ( in D )  ; z =  0,  (su AB),

il che im plica z =  o in tu tto  D.
N otiam o finalm ente che, dal fa tto  che su AB è z  == o, dz/dx =  o, non 

deve essere diffìcile dedurre rigorosam ente che z è identicam ente nulla anche 
nel triangolo m istilineo ABC della figura, determ inato  dalle caratteristiche 
(di diverso sistem a) uscenti dai due pun ti A  e B. A ll’uopo non c’è che da 
generalizzare il m etodo all’uopo usato  dalla C inquini-C ibrario  nel caso r  =  i (7).

'(6) La riuscita della dim ostrazione dipende dalla scelta di questo fattore.
(7) Vedi specialm ente la M emoria dell’Autrice: Intorno ad  una equazione lineare alle 

derivate parzia li del secondo ordine d i tipo misto iperbolico-ellittica, «Ann. Sc. Norm. Sup. 
Pisa» [2], 3 , 255-285 (1934).


