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ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi commerciali. Tutte le
copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=RLINA_1962_8_33_5_297_0
http://www.bdim.eu/


Atti della Accademia Nazionale dei Lincei. Classe di Scienze Fisiche, Matematiche e
Naturali. Rendiconti, Accademia Nazionale dei Lincei, 1962.



Giuseppe Arcidiacono, Su l tensore energetico dello schema,-ecc. 297

Fisica  m atem atca. -— S u l tensore energetico dello schema « fluido  
perfetto -  campo elettromagnetico » (*). N ota di G iu sep p e A r c id ia c o n o ,  
presentata (**} dal Socio  A . S ig n o r in i.

1. PREMESSA. -  Come è noto, il gruppo di Galileo, sul quale è basa ta  
la fisica classica, risu lta  caso-lim ite per c tendente all’infinito del gruppo 
di L orentz (a io  param etri) della fisica relativistica.

Nel 1954 il F an tapp ié ha d im ostrato  (l) che a sua volta il gruppo di 
Lorentz è caso-lim ite, al tendere all’infinito di un certo num ero r, di un nuovo 
gruppo, il «gruppo di F an tapp ié» . E siccome quest’ultim o gruppo, a dif­
ferenza dei due precedenti, è « semplice » esso non risu lta più caso-lim ite 
di altri gruppi a io  param etri. Per tale m otivo il Fantappié chiam ava « rela­
tiv ità  finale » la teoria costru ita a partire  da tale gruppo (2). In questa teoria, 
il cronotopo di M inkowski viene sostitu ito  da uno spazio-tem po ancora a 
4 dimensioni, m a non più p iatto , bensì do tato  di una curvatu ra  costante 
1 Jr2, ed il gruppo di F antappié ci dà i m ovim enti in sé di tale cronotopo. Ne 
segue, in v irtù  di un noto teorem a della teoria dei gruppi (3), che il gruppo di 
Fan tapp ié è isomorfo al gruppo delle rotazioni (complesse) di S 5.

In  una serie di N ote Lincee del 1955-56 ho esteso form alm ente le equa­
zioni di M axwell allo spazio pseudoeuclideo S 5, rendendole in tal modo inva­
rian ti per il gruppo di Fan tapp ié (4) ed ho m ostrato  che le equazioni più 
generali così o tten u te  descrivono un campo G ab a io  com ponenti (5), che al 
lim ite relativistico si decompone in due campi Fa  =  — F&* e Ck, risp e tti­
vam ente a 6 e 4 com ponenti, identificabili il primo con il campo elettrom a­
gnetico ed il secondo col campo idrodinam ico (relativistico).

In  questa N ota mi propongo di com pletare tale risu lta to  facendo vedere 
come il tensore energetico T ab del campo G a b , tensore già costruito  nella 
N ota precedente (6) coincide nella sua parte  spazio-tem porale T a  col tensore

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attività del gruppo di ricerca n° 36 del Comitato 
Nazionale per la Matematica del C.N.R. per l’anno Accademico 1962-63.

(**) Nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) L. F antappié, Su una nuova teoria di relatività finale, « Rend. Acc. Lincei », ser. 8a, 

voi. 1 ,̂ fase. 5 (1954).
(2) Npi però non useremo tale locuzione, che può dar luogo ad equivoci.
(3} L. Bianchi, Geometria differenziale, voi. 2°, parte 2a, p. 437, Zanichelli, Bologna 1930.
(4) G. A rcidiacono, SulVimportanza del gruppo base nel problema della unificazione dei 

campi fisici; Le equazioni di M axwell generalizzate nella teoria di relatività finale; Su l campo 
elettromagnetico generalizzato, « Rend. Acc. Lincei», ser. 8a, voi. XVIII, fase. 4, 5, 6 (1955).

(5) Indicheremo con le lettere maiuscole A , B , C . .  . gli indici variabili da 1 a 5, 
con le lettere minuscole a ,p  , c . . . gli indici variabili da 1 a 4 e con le lettere greche 
oc, (3 , y . . . gli indici variabili da 1 a 3.

(6) G. A rcidiacono, La elettrodinamica e la idrodinamica nella « teoria di relatività 
fin a le», « Rend. Acc. Lincei», ser. 8a, voi. XX, fase. 5 (1956).
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energetico di uno schema « fluido perfetto -cam po elettrom agnetico», sotto  
la condizione che il fluido sia incompressibile : si conferm a così per una
nuova via puram ente gruppale la validità di una definizione di incom pressi­
b ilità relativistica, assegnata dal Lichnerowicz : p  ~  (JtD ^2, secondo la quale 
essa equivale al propagarsi delle onde di pressione con la velocità c della luce.

Q uanto  alle com ponenti T 5* del tensore energetico, si trova che esse 
generalizzano il vettore di Poynting, m entre la com ponente T 55 può essere 
in te rp re ta ta  come densità di azione del campo.

2. L a TEORIA di M axw ell  generalizzata . -  Il problem a di scrivere le 
equazioni di M axwell nel cronotopo di De S itter era stato  affrontato da 
vari A utori, tra  i quali ricorderem o il D irac (7), il Corben (8) ed altri.

Per tale estensione si richiede l’uso di un formalismo pentadim ensionale, 
e tali A utori si sono lim itati a trascrivere le equazioni elettrom agnetiche 
ro t . =  o ; div Fik — Jk, facendo variare gli indici dei tensori da 1 a 5, 
invece che da 1 a 4.

Invece un esame critico, da me svolto nei lavori precedentem ente citati, 
ha condotto  ad una generalizzazione che mi sem bra più naturale. Si com in­
ciò a tale scopo coll’esam inare il passaggio dalle equazioni della e le ttrostatica 
in S 3 alle equazioni dello elettrom agnetism o in S 4 e si riconobbe che in tale 
passaggio non vi era alcun cam biam ento formale, purché i due gruppi di equa­
zioni venissero scritti nella form a « aggiunta ».

Ciò suggeriva in modo im m ediato la generalizzazione delle equazioni di 
M axwell a spazi ad un num ero m aggiore di dimensioni, in base al criterio di 
scrivere le equazioni pella form a aggiunta ed aum entare solam ente la varia­
bilità degli indici da 1 a 5, invece che da 1 a 4. P ertanto , le equazioni di M ax­
well generalizzate risultano le seguenti :

( R ot G ik =  J ikl 
| D iv G ik =  o 

con le' condizioni di integrabilità"

(2.2) R ot J ikl =  o .

Le equazioni (2.1) si possono spezzare nel seguente modo :

(2-3)
ro t Gii — Jìki 

div Gik +  — 35 Gi5
(24)

ro t G i5 fi----- 25 Gì,

div G*

Jik5

dove si sono indicati con rot e div gli operatori nello iperpiano 
Le (2.2) si spezzano a loro volta in

cost.

(2.5) ro t J ike =  0 ; (2.6) ro t J iks d Jikl o.

(7) P . A. M. DlRAC, The electron wave equation in De Sitter space, « Annals of Mathema­
tics », 36, 657 (1935)*

(8) H. C. CORBEN, A  classical theory o f electromagnetism and gravitation, «Physical 
Review», 69, 225 (1946#).
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Al limite relativistico (r~> 00) il tensore doppio antisim m etrico G ir 
dà luogo al tensore antisim m etrico Gik di S 4 e ad i due vettori G*5'=  — G 5,-, 
m entre il tensore triplo antisim m etrico Jik l ci dà il tensore triplo Jai ed il 
tensore doppio 5 di S 4.

Possiamo quindi porre

(2-7) G,:5 =  Ci ; Jtk5 =  Qtk

c le equazioni (2.3), (24) si riducono alle seguenti:

j ’ro t Gik =  Jiki I ro t Q  =  Qa
l d iv Gik =  o I div Gì =  o

(2 .8 )

con le condizioni rispettive di in tegrabilità

(2.10) ro t Jiki =  o ; (2.11) ro t =  o.

Le (2.8) sono identificabili con le ordinarie equazioni di M axwell (scritte  
in form a aggiunta) m entre le equazioni (2.9) descrivono un nuovo campo Ck 
a 4 com ponenti, di cui preciseremo la interpretazione.

3. Il tensore GAb ed il gruppo di Fa n ta ppié . -  A questo punto  pos­
siamo fare la seguente osservazione che m ette  in evidenza il legame esistente 
tra  le com ponenti del campo Gab e la s tru ttu ra  del gruppo di Fantappié.

Il tensore doppio antisim m etrico GAB ha 10 com ponenti e cioè tan te  
quanti sono i param etri del gruppo di Fantappié, che individuano una ro ta ­
zione (complessa) di S 5. O ra è' noto (9) che le trasform azioni finite del gruppo 
delle rotazioni di S 5 si possono costruire a partire  da una m atrice an tisim ­
m etrica R del 50 ordine, nel seguente modo :

(3 .0  x  =  eR x

ed i io  elem enti d istin ti di questa m atrice infinitesima si possono considerare 
come param etri canonici ortogonali della trasform azione (3.1), anzi formano 
un tensore dóppio antisim m etrico RAB dello spazio S 5 su cui opera il gruppo. 
Indicati allora con r  i tre param etri canonici della rotazione, con v  quelli 
del trascinamento, con t quelli della traslazione nello spazio e con70 quello della 
traslazione nel tempo , i due tensori antisim m etrici RAB e GAB sono dati da :

0 r 3 — r2 ! Vi ! — t

~ ' r 3 O G ! v* ! — 12

r 3 O ! *3 3̂

■— vx — vz ~ v z
1 1 
1 0 1 
1 1

— to

_ Il t* co 1 1 
1 1 0

(9) L. B ianchi, Teoria dei gruppi continui finiti di trasformazioni, Bologna, Zanichelli,
1928.
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0 E 3 —  e 2 1 HI ì — cr
—  e 2 0 E, | H 2- j —c2

e 2 —  E, 0 ! h 3 j 
1 1

- c 3

— H j —  h 2 ~ h 3
1 1 
I 0 1 
1 1

I 
1

O
 

I
0 

1

c . c2 C 3 1 Co I O

Si può stabilire allora un interessante parallelismo tra  il com portam ento dei 
io  param etri canonici ortogonali del gruppo di F antappié e le io  compo­
nenti del campo, quando le costanti universali c ed r  che figurano nel gruppo 
di Fan tapp ié tendono all’infinito (gruppo di Lorentz per c -> o o  e gruppo 
di Galileo per c, r->  00).

I tre gruppi di Galileo, di Lorentz e di Fantappié risultano, come si è 
detto , l ’uno caso-lim ite dell’altro, e possiamo fare il seguente schema che 
ne m ette  in evidenza la loro s tru ttu ra  :

Gruppo di Lorentz Gruppo di Fantappié

Lz3+i ic) Fnà+i {c , r)

Rotazioni R 4 J

\ Rotazioni R;° . 

Traslazioni T 4 \

Con riferim ento a questo schema si vede subito che passando dalla fisica 
classica a quella relativistica, le rotazioni spaziali r ed i trascinam enti v  ven­
gono a form are un unico tensore doppio antisim m etrico del cronotopo di 
M inkowski (rotazione infinitesima di S 4), m entre le traslazioni spaziali t e 
quelle tem porali t Q vengono a formare un unico vettore di S 4 (traslazione infi­
nitesim a di S 4). In corrispondenza, il campo elettrico E  e quello m agnetico H 
si riuniscono (tram ite la costante universale c) nel tensore elettrom agnetico 
F a , ed il vettore C e lo scalare C G (che come si vedrà al n° 4, sono proporzio­
nali al vettore impulso ed allo scalare energia) si riuniscono in un unico vet­
tore di S 4.

Passando invece alla re la tiv ità  di Fantappié, le rotazioni e le traslazioni 
crono topiche vengono a form are un unico tensore antisim m etrico RAb (ro­
tazione infinitesim a di S 5), ed in corrispondenza il campo elettrom agnetico 
Fik si salda al campo C k per form are un unico tensore antisim m etrico Gab 
di S 5.

Gruppo di Galileo

g ì ; ; ;

Rotazioni R^ 
T rascinam enti Tr^

Trasl. spaziali T3 
Trasl. tem porali T*

4. IL TENSORE ENERGETICO DEL «FLUIDO PERFETTO-CAMPO ELETTRO­
MAGNETICO ». -  D a quanto  si è detto, appare chiaram ente che se la re la tiv ità  
di F antappié riflette un qualche significato fisico, essa riunirà presumibil-
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m ente in  una sola teoria l’elettrom agnetism o e la meccanica dei mezzi con­
tinui, che nella re la tiv ità  r is tre tta  risultano tra  di loro indipendenti.

Effettivam ente, se introduciam o il tensore energetico Tab del campo 
elettrom agnetico generalizzato (6)

(4-0  Tab =  Gac GCb +  — ^ab Gcd Gcd

possiamo scriverne le varie com ponenti, m ettendo in evidenza l’indice 5, al 
mòdo seguente :

f T ik =  (Gìs Gs.k +  -T 8 ìk Grs G™j -f- |Gy 5 Gs.k +  — 8 t-k Gs5 Gs

(4-2) |  T,*5 =  Gìs G%

( T 55 =  G 5y G!5 +  — G ^ Grs +  - G r 5 Gr5

cioè, tenendo conto delle posizioni (2.7) :

( T« =  (g* G’t +  j  Grt G”) — fo  Ck — A Cs C')

(4.3) |  T as ■= CD H a +  (E A C)„ ; T 45 =  C X H

[ T ss =  4  [(E2 -  H 2) +  (C| —  C2) ] .

Su tali formule si consta ta  che per 00, T ik è un  tensore di S 4 e si decom ­
pone in  due p arti : il tensore energetico del campo elettrom agnetico ed un 
nuovo tensore energetico, che è natu ra le  -  in base a quanto  si è detto  -  iden­
tificare col tensore energetico dei fluidi perfetti, venendo così ad in terp re tare  
T ik come il tensorp energetico dello schema « fluido perfetto -cam po elettro- 
m agnetico », secondo la locuzione di Lichnerowicz (IO).

Per tale identificazione, occorre che sì abbia :

(4-4) Gì Ck — ~  8ik Cs Cs =  pò UV U* +  p 8ik

dove p  è la pressione, (jlq la densità propria d i massa propria  e (jl* =  [iQ +  (II).
Ne segue che dovrà aversi

(4 4 )

ed inoltre :

da cui

(4.6)

o  = y ^ u , -

-  —  Cs O  =  p 2 x

con U* U* =  — d2 

cioè ± { y .0 + ± y  =  p

p  =  y.0 c2 ■

(10) A. LICHNEROWICZ, Théories relativistes de la gravitation et de Vélectromagnetisme, 
Masson, Paris 1955, p. 17.

(11) C. CATTANEO, Introduzione alla teoria einsteniana della gravitazione, Veschi, Roma 
1961, pp. 126 e 131.
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L a (4.5) ci dice che il vettore G  non è altro  che il vettore « corrente idro- 
dinam ica » e la (4.6) ci dà la condizione di incom pressibilità del fluido. In 
conseguenza la prim a equazione (2.9) definisce il tensore antisim m etrico 
« vortice », m entre la seconda equazione, (2.9) esprime, sotto a ltra  forma, la 
incom pressibilità del fluido.

Se allora poniam o per brevità :

(4 -7) {**
__ £Xo +  PÌC*

I — v2je2 I — v2jc2

dalle (4.3) si vede che accanto al noto vettore densità relativa d i quantità  

d i moto g a ~  T tt4, cioè

(4-8) ^ = 4  (C0C + E a H )  =  ^ « + 4 E a H

appare un  nuovo vettore g a =  ~ T as così esprim ibile:

(4.9) / = - ( C 0 h + e a c ) =  ^ ( h - " a e ) '

Inoltre, m entre la com ponente T 44 ci dà una densità relativa d i energia 
totale

(4. io) W =  4  (E2 +  H2 ) +  ((X* c2 — P)

la com ponente T 55 sem bra generalizzare l’azione elettromagnetica per un ità 
di volume e per un ità  di tempo, che nella re la tiv ità ris tre tta  era un invarian te :

(4.11) W ' =  - [ (E * .— H*) +  tx > ]  - - 4  1C; +  p .

Infine si ha

(4.12) T 45 =  T 54 — i C x H  =  f)j u X H .

I due invarian ti E 2 — H 2 ed E X H del campo elettromagnetico', vengono 
generalizzati nel modo indicato nella N ota (6), e cioè, adoperando i simboli 
qui a d o tta ti :

■ ■ Ì ^2 =  (E2 —  H 2) —  {X* c2
(4-13) \

( 3 4 =  (E X H) +  [X* (VE +  v A H  —  [x* (v X E)2

essi sono s ta ti o ttenu ti (I2) prendendo i coefficienti di secondo e di quarto  
grado della equazione ca ratteristica della m atrice (3.3).

(12) G. A rcidiacono, Sui gruppi ortogonali negli spazi a 3, 4, 5 dimensioni, «Porta- 
galiae Matematica», voi. 14, fase. 2 (1955).


