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Economia matematica. — Conservazione dell'energia ed effi
cienza dei sistemi economici. Nota di S a l v a t o r e  C h e r u b i n o ,  presen
ta ta  °  dal Socio B. S e g r e ,

Il principio di conservazione dell’energia pei sistem i economici si può 
stabilire, come in term odinam ica, partendo  àd\Y entropia {l), a ttraverso  la 
nozione di campo d i reversibilità qui in trodo tta  nel n. 1. L a valid ità di questo 
principio è del tu tto  generale, quindi non con trasta  con l’entrop ic ità  né con 
la sin tropicità del sistem a.

L a sin tropicità non è sufficiente per assicurare la possibilità di raggiun
gere fini più o m eno particolari, ad esempio benessere o progresso sociale. 
U na classificazione delle trasform azioni economiche che d istingua quelle che 
favoriscono da quelle che contrastano  il conseguim ento di quel fine, oppure 
che sono indifferenti rispetto  ad esso, pur potendo concepirsi in linea di p rin 
cipio, non è un problem a risolvibile agevolm ente, sia pure soltanto  in teoria. 
Sem bra invece m eno arduo stabilire criteri che m isurino, con sufficiente appros
simazione, i gradi di efficienza della produzione, ovvero dei redditi specifici, 
delle surproduzioni, del surlavoro e simili dei vari settori del sistem a, in rap 
porto  ad un fine proposto. Questi gradi di efficienza si assum eranno come pesi 
da a ttribu ire  alle produzioni (in ispecie, in volume od in valore), ai redditi, 
ecc., nel calcolo dell’entropia del sistem a economico. Si riesce così a con
sta ta re  se si ha una sintropia efficiente per ciò che si desidera ottenere, 
oppur no.

La istituzione dei criteri di efficienza può presentare difficoltà sia teori
che! che pratiche assai gravi quando si voglia risolvere il problem a per una 
sottoeconom ia (2) non del tu tto  indipendente dall’economia to tale del sistema, 
senza incidere, cioè porre in forse, la risolubilità del problem a generale. E però 
ovvio che la nozione di en trop ia-sin trop ia può introdursi anche in un sol set
tore o industria.

1. L ’entropia S di un sistem a economico considerato in un intervallo 
(tQ , ti) di regolarità (o ciclo di produzione) fu definita sulla coppia R  , p  dei (*)

(*) Nella seduta del 17 novembre 1962.
(1) Cfr. S. Cherubino, Energia, entropia, sintropia di un sistema economico, « Rend. 

Lincei», ser. V ili, voi. XXXI, novembre 1961, pp. 218-221.
(2) Per la nozione di sottoeconomia e di quasi sottoeconomia vedasi la mia Nota: Sul

l'espansione lineare economica (« Rend. Mat. Roma», voi. 18, 1-2, pp. 140-156 (1959)) e(I 
una mia ricerca sull’« Industria », n. 3, § I, pp. 333-364 (1961), nonché un articolo nel 
volume sulla matrice siderurgica italiana (« Collana di ricerche gestionali e di mercato », 
Roma 1962) Appendice scientifica, pp. 383-391 e pp. 404-406.
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vettori del reddito  e dei prezzi di costo, con riferimen to alla surproduzione S*,4 
ponendo:

(1) dS =  -

(2) Q =  i>R—1 =  T V  ; .V  =  pS!LI .

T enuto  conto che è :

(3) R-x ^  S l x=  [ I — a ]X _ x — Y l x
con X , Y* rispettivam ente vettore delle n produzioni e dei corrispondenti 
consumi necessari (am m ortam enti compresi), a m atrice dei coefficienti tecnici 
o di scambio del sistem a, si ha : V  ^  o , T  ^  1.

Invece che alla surproduzione ci si può riferire al vettore dèi surlavoro 
Z * = p [ l — a] —  Z, essendo Z il vèttore dei costi di forza-lavoro necessaria 
per produzione u n ita ria  di ciascun settore (con relative spese annesse). Si 
avrà allora V =  Z* u— x con u  vetto re ad n elem enti tu tti  uguali all’unità, 
ogni a ltra  relazione rim anendo inaltera ta . Occorrerà però prendere come 
calore del sistem a ZR__z, costo complessivo del lavoro necessario per o ttenere 
il reddito R. Tale nuovo concetto di calore sarà utile specialmente nella 
teoria keynesiana dell’occupazione.

U na trasform azione che porti uno sta to  A in uno B, corrispondenti a 
fissati valori di T  e V, si rappresenta sul piano T, V con un arco di curva 
continua rettificabile che congiunge il pun to  A  col punto  B. Essa è reversibile, 
se l ’arco AB appartiene ad un ciclo reversibile, cioè equi valente, ad un  num ero 
finito o ad u n ’infinità num erabile di cicli e lem en ta ri(3). Esistono archi rever
sibili che congiungono due pun ti qualunque del piano T  , V. L ’insieme dei 
pun ti appartenen ti a cicli reversibili è il campo di reversibilità', in esso, fissati 
A e B, può scriversi :

B

(4) f 4 ~- =  S (B) —  S (A)
A

quale che sia l’arco che congiunge A  con B. L a form a differenziale lineare 
integrartela dii (4) si com porta come un differenziale esatto  sul campo di rever
sibilità.

L ’arco AB sul quale si in tegra abbia per equazioni param etriche 
T  =  T  (f) , V  =  V  (t) : allora, integrando TdS per parti, si ha :

t

( 5 )  Q ( 0 = T ( 0 S ( 0 - | s d T

(3) Costituiti da due archi di adiabatiche e di due di isoterme, oppure di quasi-adia- 
batiche e quasi-i so terme; cioè formati da tratti di adiabatiche e di isoterme lungo i quali, 
in totale, l’integrale (4) valga zero per una quasi-adiabatica, sia uguale alla proiezione sul
l’asse V, per una quasi-isoterma. Le due quasi-i so terme di un ciclo elementare devono eli
dersi nella integrazione. Un ciclo reversibile è incontrato da ogni adiabatica in non più 
di due punti distinti o coincidenti, o contiene un arco di adiabatica.
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ove si è posto S (tf) =  o, quindi Q (tQ) == o. Q uesta (5) vale in tu tto  il piano 
nel quale è :

L a (5) dice che all’istan te  t  il sistem a possiede il calore totale T  (f) S 0 )
t

sviluppando in ternam ente il calore Q (f) ed esternam ente quello j  SdT : si

può perciò in terp re tare  la (5) come principio di conservazione delVenergia 
calorifica del sistem a economico (4).

D alla (6) si ha che l ’entropia S (t) si m antiene positiva (e crescente) 
in tu tto  (tQ , tj) allora e solo che il calore Q (t) vi è crescente. In tal caso 
tu tte  le trasform azioni che avvengono nell’intervallo (tQ , t f  sono sintropiche (5).

2. Sostituiam o, in quel che precede, R  con X ponendo E =  p X ^ x = T V ,' 
dS =  ~=— . Invece di Q scriviam o E dicendo genericam ente che è V energia del

sistema; T  è 'A potenziale dell’energia, S (t) è l ’entropia relativa alla produzione. 
Poiché X, si ha Q ̂  E, quindi 1 A! T  Aj T  e posto :

(7)

il piano T  , V  è porta to  in quello T, V prendendo T =  h T , V  =  V. In ogni 
istan te  t  ciascuna adiabatica e ciascuna isoterm a del piano T ,V  e di quello 
T  , V vengono po rta te  in curve degli stessi sistemi dell’altro  p iano ; sicché, 
sovrapponendo i due piani, i campi di reversibilità coincidono in ogni istante. 
Si trova ino ltre:

t
C8) S (t) =  5  (t) +  I  V log h (r) d r  ;

s e A( t )  si m antiene non decrescente si ha dunque S (t) ^  S (t). Avendo 
preso Q ( tQ) =  o, si ha V  (tc) =  o e può scriversi :

* t
(9) j Vd log h  =  V  (t) logh (t) —  j  log h ■ dT

/o ■ *0
onde, poiché e sempre log h ^  o, se il valore monetario (6) della sur produzione 
si mantiene non crescente, si ha, in tu tto  (tQ , tx), S (t) ^  S (Y).

(4) In termodinamica l’integrale a secondo membro della (5), preso col segno opposto, 
si dice energia libera. Cfr. R. Tolman, The principles of statistical Mecanics (Oxford Univ. 
Press, 1950) §12 del cap. XIII, p. 537; E. Guggenheim, Termodinamica (Einaudi, Torino 
1952): § 31 del cap. I, p. 55.

(5) Si verifica allora il terzo tipo fondamentale di G. PALOMBA, Uespansione capitali- 
stica (Giannini, Napoli 1961). Appendice al cap. XVIII, pp. 197—198.

(6) Il valore monetario diventa quello intrinseco scambiando p  con Z e può riferirsi 
il survalore anziché la surproduzione.
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Orbene si ha :
T t

e poiché può porsi :

S3 , © essendo m atrici opportune, si scrive :

(12) S ( 0 = p ^ f ^ d T + j j ^ ^ d T.
Ìq io

Com ’è noto, affinché le soluzioni del sistem a differenziale (11) siano, 
come a noi occorre, vetto ri ^  o quali che siano le loro determ inazioni iniziali, 
è sufficiente che le m atrici 23 e & siano entram be non negative : se esse sono 
gos tan ti, tale condizione sarà pure necessaria (7). Ne segue che in un m er
cato concorrenziale (in senso m atem atico) è sempre S (t) ^  o.

3. L a sin tropicità del sistem a economico, cioè la positività di S, o quella 
di S, non basta  per l ’efficienza del sistem a rispetto  a qualsiasi fine. Questo 
assegnato, le produzioni dei singoli settori hanno gradi d i efficienza positivi, 
negativi o zero che indichiam o con , oc2 , * • •, 0Ln, costanti in ciascun in te r
vallo di reg o la rità (8). Considerando la m atrice diagonale a  =  diag. (a, ,a 2 , • • •, a„) 
e ponendo :

(13) a ( ^ ) p X _ 1 =  p&X__I

diremo che a (t) è il fa tto re di efficienza della produzione complessiva : esso, 
in generale, non è costante in ogni intervallo di regolarità, m a si ha :

(14) m inm odocr ^  a (t) ^  m ax mod a*-.

Energia efficiente è quella d a ta  dalla (13), che corrisponde alle produzioni 
efficienti, cioè quella o tten u ta  sostituendo le m atrici 23 ,®  con a,2 3 , ©a. 
Si può allora dire che la sintropicità efficiente della produzione si ha quando 
sono non negative 23 , © insieme ai gradi di efficienza.

L ’efficienza può considerarsi pure pei redditi, per la surproduzione e 
pei suifvalori e le rispettive entropie-sintropie, cioè per le energie corrispon
denti.

(7) La costanza sussiste per definizione in ogni intervallo di regolarità di un’epoca. 
L’arbitrarietà iniziale di X e p  esprime la concorrenza matematica o tecnologica. I vettori 
non negativi X e p  sono soggetti a restrizioni lineari che mutano il sistema (11) in uno non 
omogeneo con incognite i vettori surproduzione e survalore. La non negatività di S3 e ® 
rimane sufficiente; se S3 e ® sono costanti è anche necessaria.

(8) Questa costanza è un’altra caratteristica che può distinguere un intervallo di rego
larità da un altro.
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Q uando i gradi di efficienza sono non negativi, essi si in terpretano  come 
prezzi-om bra delle produzioni o come costi-om bra di forza-lavoro. Ciò 
si vede d irettam ente, ed è conferm ato in alcuni facili problem i di program 
m azione lineare coi loro duali considerati in altre nostre ricerche (9).

Pei gradi di efficienza, supposti non negativi, (3X , p2 , • • •, p* delle surpro- 
duzioni, considereremo la funzione lineare # =  (3X S*'+  (3a S Ì  +  • • • +  (3* S* 
so ttoposta  ad una delle due restrizioni :

nelle quali si h a :  Y** ^  Y* ^  y, tu tti  tre vettori di consumi. R iesce:
p =  CPz, pa,- - -, PO 

D ualm ente si pone ;

e risulta : m ax z* =  m in ^  ; m in z * =  m ax^.

(9) S. Cherubino, Alcuni problemi di programmazione lineare, in Linear Economics, 
p. II (Graduate School of Undustrial Studies, Athens i960, pp. 240-250), § 1.


